2. SEQUENCIAS & SERIES EM R ANALISE NO CORPO R -2018.1

2.1 Sequéncias: classificacao & convergéncia
1. Dé exemplo de uma sequéncia {a,}, ndo constante, para ilustrar cada situagao abaixo.

(a) Limitada e crescente.

(b) Limitada e decrescente.

(c¢) Limitada e ndo mondétona.
(d) Nao limitada e nao crescente.

(e) Nao limitada e ndo mondétona.

. n .
2. Esboce o gréfico da sequéncia de termo geral a, = 1 e verifique quantos pontos da forma

(n,an) estao fora da faixa horizontal determinada pelas retas y =4/5 e y = 6/5.
3. Construa uma sequéncia limitada e nao mondtona, que possua uma subsequéncia crescente.
4. Em cada caso, expresse a sequéncia {a,} pelo seu termo geral.

(a) an:1,1/2,1/3,1/4,--- (b) an:1/2,1/4,1/8,1/16,--- (c) a, :1/2,1/4,1/8,1/16,- -

(d) an:1,3/2,2,5/2,3, -+ (e) an:2,1,3/2,1,4/3,1,--- (£) an:—1,2,—-1,2,—1,2,---

5. Determine o sup e o inf das seguintes sequéncias:

n 77,2
(a) a,=-n?+n (b)an:% (c)an:3n2_4 (d)an:(—l)”—% (e) ap = 5

3n2 —n’

6. USANDO INDUCAO FINITA Use o Método de Inducao Finita para demonstrar as sentencas:

(a) Se ny < ng <ng < --- sado nimeros naturais, entdo n; > j, Vj € N,
1-3:5-...-(2n—1 1
(b) Se n & um ndmero natural, entao: WA ( 7271) ) > o
(1 — n) bn—l

_1)"
(c) Se {by,} é definida por: by = -1 e b, = , n > 2, entao b, = (7”2, Vj e N.

2
n
(d) A sequéncia de Fibonacci {a,} é definida pela recorréncia:

apr=1,a3=1 e a,=ap_1+an—2, se n>2.

Para cada n natural, mostre que:

anzpl\/g[(wﬁ)n—(l—ﬁ)n].
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(n—1)22

(e) Mostreque(1+x)n21+na:+n , x>0, YneN.

(f) Se ai,as,as,...,a, sdo nimeros reais, demonstre que as seguintes relagoes sao vélidas:

lay +az +az + -+ an| < ar| + |ag| + |az| + - - + |ay]

]a1+a2+a3+---+an\Z\all—\ag\—]a3|—--~—]anl

7. Verdadeiro (V) ou Falso (F). Justificar as afirmacoes falsas com um contra-exemplo.

) toda sequéncia convergente ¢ limitada.
toda sequéncia limitada é convergente.
toda sequéncia limitada é mondtona.
toda sequéncia mondétona é convergente.
a soma de duas sequéncias divergentes é divergente.
toda sequéncia divergente ¢ nao mondétona.
se uma sequéncia convergente possui uma infinidade de termos nulos, seu limite é zero.
toda sequéncia divergente é nao limitada.
se uma sequéncia possui uma subsequéncia convergente, ela prépria converge.
toda sequéncia alternada é divergente.

toda sequéncia decrescente limitada é convergente e seu limite é zero.

se |an+1 — an| — 0, entdo a sequéncia {a,} converge.
se a sequéncia {|a,|} converge entdao {a,} também converge.
se a sequéncia {|ay|} converge para zero, entao {a,} também converge para zero.
se ap < by, ¥n, {a,} crescente e {b,} convergente, entao {a,} converge.
se {an} é convergente, entdao {(—1)" a, } também converge.
na

a sequéncia {a,} definida por a1 =1 e ayy1 = +n1 ¢é convergente.
n

a sequéncia {a,} definida por a1 =1 e a,41 = 1 — a,, é convergente.

an+41
an,

=1[< 1, entao lim a, =0.

% n 70, ¥n, e Ty, s

se {znp} e {yn} s@o convergentes e x,, < yy, a partir de certa ordem, entdao limx,, < limy,, .

a sequéncia a, = (—1)" + %cos (n2 + n) possui uma subsequéncia convergente.

(
()
()
()
()
()
()
()
()
()
()
() se uma sequéncia {a,} diverge, entao {|a,|} também diverge.
()
()
()
()
()
()
()
()
()
()
()

se a série Y  a, é convergente, entao as séries »  ag, € Y ag,—1 também convergem.
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éri a a nvergen nta a mbém converge.
se as séries 2 ¢ 3 b2 sdo convergentes, entdo nbn também converge

() se a série 3" a2 ¢é convergente,

entdo Y a,/n também converge.

() se a série " a, é convergente e a,, > 0, Vn, entdo > a2 e > a,/(1+ a,) convergem.

3

8. Em cada caso, e quando possivel, construa sequéncias {a,}, {bn} e {c,} em R tais que a, —
00, b, — —0, ¢, — 0 e que verifiquem:
(@) an+by—1 (b)an+by— —00 (€)ancn —0 (d) ‘CL" — 1.
9. Usando a defini¢ao de limite, prove que:
@ i (575) =5 ® Jin = 0 ) gy <3n;+ )=
(e) lim <2+53n> =0 (f) lim (2+ i) =2 (d) lim <25j32> _ %
10. Em cada caso, calcule lim a,, :
(a) an = 1 ) an=nsen(T) () an = 1%” (d) an n;“f ;713?6
= Da=(145) Q=i W=
(i) an:% () an:(lJri)n () an =n¥ () n=3n1+1+<i)n_3
() an=VAFT=vi ) an=" Va0 () an= (D) an= Va0
11. Verifique se a sequéncia {a,} ¢ convergente ou divergente.
)t = TV ) o= (©) an ==
(d) 7 in2n (€) an = 2nn2 1 2nni 1 () an = (_;)”
(&) 2% N (—i)" (h) ay 1-3-5 .7.1.!.2-71(2n -1) (i) ay = %7"
2
() an =5 (k)a”_1-3.5-.7!-(2n—1) (Da’”zln(:iﬂ)
(m) a, = sen (nm) (m)a, =8 vn2+1-4yn+1 (0) ap =1+ (=1)"
12. Prove que nh_)n(r)lo (a + b")Y™ = max {a, b} .
13. Se |r| < 1, mostre que lim nr™ = 0. Se r > 1, mostre que lim r" = oco. E se r < —17

n—oo

n—o0
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Se 0 < a < 2, mostre que a < v2a < 2. Usando este fato, prove que a sequéncia

V2, \/2\/5,\/2\/2\/5,...

¢ mondtona limitada e, portanto, convergente. Calcule seu limite.

Seja {b,} é uma sequéncia convergente, com b, # 0, ¥n, e lim b, # 0. A partir da defini¢ao de
n—oo

limite, mostre que a sequéncia {1/b,} é limitada.

Mostre que lim sen(%) : sen(z) . sen(z) ... sen( = 0.

A sequéncia {ay} é definida pela recorréncia: a; = 5 € apt1 = /an. Estes termos podem ser

gerados em uma calculadora, introduzindo-se o mimero 5 e pressionando-se a tecla |/x | Mostre

que a, = 51/2" ¢ calcule lim ay,.
n—oo

Em uma calculadora uma sequéncia é gerada introduzindo-se um niimero e pressionando-se a tecla

. Em que condicbes a sequéncia tem limite?

Seja {z,,} uma sequéncia com a seguinte propriedade: existe um nimero natural p tal que x4, =
Zn, Vn. Construa uma sequéncia divergente com esta propriedade e mostre que a tnica sequéncia

convergente com esta propriedade ¢ a sequéncia constante. (sug. Tpigp = Tn, Vk € N)

Recorde-se que um numero real x é valor de aderéncia de uma sequéncia {x,} quando alguma
subsequéncia de {x,} convergir para x. Determine uma sequéncia cujo conjunto de valores de

aderéncia é:
(a) A=1{1,2,3,4} (b) A=N (c) A=][0,1].
Considere as sequéncias a, : 1,—1,1,—-1,1,—-1,1,—-1,...eb,: 1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,....

(a) Determine todas as subsequéncias convergentes de {a,} e {b,}.

(b) Determine todos os valores de aderéncia de {a,} e {b,}.

Se limz, = a e limy, = b, com a < b, prove que existe um ng € N a partir do qual z,, < yp.

Suponha que um nimero real a nao é limite de uma sequéncia limitada {z,}. Mostre que a

sequéncia {x,} possui uma subsequéncia convergente com limite # a.

Defina a sequéncia {x, } por: zo, = 1/n e x2,—1 = /n. Quantos valores de aderéncia a sequéncia

{z,} possui? Ela é convergente?
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

2.2

2.

Se lim z,, = a, prove que:
. X+ T2 ATy
lim =a.
n—oo n

e X C R é um subconjunto nao vazio, mostre que a € X’ se, e somente se, existe em X\ {a} uma

sequéncia com limite a.

Sejam {x,} e {y,} duas sequéncias, sendo {x, } convergente, e suponha que para cada ¢ > 0 exista

uma nimero N tal que |z, — yn| <&, ¥n > N. Seria a sequéncia {y,} convergente?

Defina por recorréncia uma sequéncia {x,} da seguinte maneira: fixe z; > 1 e para n > 1 defina

ZTnt1 = 2 — 1/x,. Mostre que a sequéncia {x,} é convergente e calcule o seu limite.

Repita o Exercicio 28 precedente com a sequéncia: y1 =1 € yp+1 = /2 + yn, para n > 1.

LIMITE INFINITO Uma sequéncia {x,} tende para +o0o, e anota-se x,, — 400 ou limz,, = 400,

se para cada o € R existir um nimero natural N («) tal que z, > «, para qualquer indice
n > N («). Diz-se que {y,} tende para —oo, e anota-se y, — —oo ou limy,, = —o0, se para cada
S € R existir um nimero natural N () tal que y,, < /3, para qualquer indice n > N (/3). Considere

em R* dusa sequéncias {z,} e {yn} .

(a) Selim(x,/yn) = L > 0, entao: limx, = +oo < limy,, = +o0.

(b) Se lim (x,/y,) =0 e x, — 400, entao y, — +00. Se {y,} & limitada, entao limz, = 0.

CONVERGENCIA & TOPOLOGIA Mostre que x € X se, e somente se, z ¢ limite de alguma

sequéncia de pontos do conjunto X. Usando esta caracterizacao e o exercicio precedente conclua
o seguinte fato: £ C R é um conjunto fechado se, e somente se, cumpre a seguinte condicao: se

{z,} é uma sequéncia em F' com limite z, entao x € F.

Sequéncias de Cauchy. Limsup & Liminf

. Seja {z,} uma sequéncia limitada e para cada n € N sejam S,, = sup{zi; k>n} e s, =

inf {x; k > n}. Verifique que as sequéncias {S,} e {s,} sdo convergentes e que {x,} converge
se, e somente se, lim S,, = lim s,,, O ndmero real lim S,, é denominado limite superior da sequén-
cia {z,} e anota-se limsup z,, ou limz,. O ntimero real lims, ¢ denominado limite inferior da
sequéncia {x,} e anota-se liminf x,, ou limz,,. Da definigao segue diretamente que:

limsup z, = infsup {zy} e liminfx, =sup inf {zx}.
N g>n n k>n

Estabeleca as seguintes propriedades para o limsup e liminf.
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10.

11.

(a) liminfz, <limsupz,.

(b) se ¢ >0, entao limsup (¢ x,) = ¢ limsup z,, e liminf (¢ z,) = ¢ liminf z,,.
(c) se ¢ <0, entao liminf (¢ x,) = ¢-limsupz, e limsup (¢ x,) = ¢ liminf ).
(d) liminf z, + liminf y, < liminf (z, + y) .

(e) limsup (z,, + yn) < limsup z,, + limsup y,,.

(f) se z,, < yp, Vn, entdo liminf z,, < liminfy, e limsup z, < limsup y,.
Com respeito a uma sequéncia limitada {z, } , mostre que as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) = =limsupz,

(b) se € > 0, existe apenas uma quantidade finita de nimeros naturais n tais que = + ¢ < xy,

mas existe uma quantidade infinita de indices n tais que z — ¢ < z,

(c) = =inf X, onde X é o conjunto dos nimeros reais £ tais que £ < x,, para no maximo uma

quantidade finita de termos x,,.

. Estabeleca um resultado andlogo ao exercicio 3 para o liminf .

As sequéncias abaixo sdo divergentes. Por qué? Em cada caso, calcule o limsup e o liminf .

(@) apn=(-1)" (b)b,=1+(-1)" (c) cp=(—-1)"+1/n.

. Se {z,} é uma sequéncia limitada, prove que alguma subsequéncia de {z,,} converge para lim sup z,.

Idem para liminf z,,. Isso estabelece o seguinte resultado devido a Bolzano-Weierstrass: Toda se-

quéncia limitada de nimeros reais possut uma subsequéncia convergente.
Mostre que toda sequéncia de Cauchy em Z permanece constante a partir de certo indice nyg.

Se 0 < r < 1 e uma sequéncia {x,} satisfaz a relacdo |z,+1 — zp| < r", Vn € N, mostre que {z,}

é de Cauchy.

. Usando a definigao, mostre que as sequéncias z, = (n+1) /ney, =1+1/21+1/3!---4+1/n! sdo

de Cauchy.

Sejam tg, t1,...,t, nimeros reais tais que to +t1 + ... +t, = 0. Mostre que a sequéncia (a,)

P
definida por a,, = Z txv/n + k converge para zero.
k=0

Se x, — x, mostre que o conjunto X constituido dos pontos x e z,,, n € N, é compacto.
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12. Se uma sequéncia monétona possui uma subsequéncia convergente, prove que a sequéncia é, ela

prépria, convergente. O mesmo ocorre com uma sequéncia de Cauchy.

1 1 1
13. Mostre que a sequéncia a, = — +

n n+1+n—|—2

1
+ -+ 4+ — & convergente.
2n

00 [es)
. , ;. Qnp
14. Se an > 0, VTL, mostre que a serie E Qp € convergente se, e somente se, a serie g I o for.
n=1 n=1 QA

15. SEQUENCIA DE QUADRADO SOMAVEL Represente por [ o conjunto de todas as sequéncias

reais de quadrado somédvel, isto é:

lo ={x={z,}; Zmi < oo}
n=1

(a) Dados x,y € ly e A € R, mostre que \x +y € Is.

1/2
(b) Mostre que a fungao ¢ : Iy — R, definida por: ¢ (x) = ( xi) , x={xz,} € la, goza

o

das seguintes propriedades:

(i) ¢(x) >0, Vxely,equep(x)=0<x=0.
(i) e (Ax) =N (x), V (\,x)€eRxIs.

(iil) p(x+y) <pX) +9 (), YxyeEl.
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