4. FUNCOES DERIVAVEIS

ANALISE NO CORPO R -2018.1

4.1

10.

11.

. Mostre que a funcao f (z) ==

Preliminares

. Em cada caso, use a definigdo para calcular f’(x).

(@) f(e)=2%2€R (b) f(x)=1/z,2#0 (c) f(z)=1/Vz,2>0.

1/3 4 € R, nao é derivével em z = 0.

. Considere a funcio f : R — R definida por f(x) = x?, para x racional, e f(x) = 0 para x

irracional. Mostre que f ¢ derivdvel em z = 0 e encontre f’(0).

. Se uma funcao f : R — R é derivdvel em c e f (¢) = 0, mostre que a fungao = — |f ()| é derivavel

em c se, e somente se, f'(¢) = 0.

. Dado n € N, defina f : R — R por: f(z) = 2", para x > 0, e f(x) = 0 para z < 0. Para que

valores de n a fungao f’ é continua em x = 0? Para que valores de n a fungao f’ é derivavel em

xz =07

. Determine onde cada uma das seguintes fungoes de R — R é derivdvel e encontre a derivada.

(@) f(z)=lz|+|z+1] (b) f(z)==zlz] (c) f(x)=|senz].

Mostre que se uma fung¢do par f : R — R (f ser par significa que f (z) = f (—z), Vx) tem derivada

em todo ponto, entdo a derivada f’ ¢ uma fun¢ao fmpar, isto ¢, f' (—x) = —f' (x).

. Mostre que a funcdo f : R — R definida por f(z) = z*sen(1/z%) para  # 0 e f(0) = 0 ¢é

derivdvel em todo ponto z € R e que a derivada f’ nao é limitada no intervalo compacto [—1,1]?

. Admitindo que exista uma fun¢ao L : (0,+00) — R tal que L' (x) = 1/z, z > 0, calcule, onde

existir, a derivada de cada uma das fungdes f(z) = L(2z+3), g(z) = (L (562))3 e h(z) =
L(L(z)).

Sejam f,g,h : X — R tais que f(z) < g(z) < h(z), Vx € X. Suponha que em um ponto
a € XNX'setenha f (a) =h(a)e f' (a) =h (a). Mostre que g é derivavel em a e ¢’ (a) = f' (a).

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua e derivavel em (a,b). Se k é um nimero real, mostre
que existe ¢ em (a,b) tal que f'(c) = kf (c). (sug. aplique o Teorema de Rolle a fungao g (z) =
f () exp (—kz))
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Se uma fungao f: R — R ¢ tal que f (z +y) = f(x) + f, Vx,y, mostre que f & derivavel se, e s6

se, o for em z = 0.

Um nimero a ¢ uma raiz dupla do polinomio p(z) quando p(z) = (x —a)®q(z), para algum

polindémio ¢ (z). Prove que a é raiz dupla de p se, e somente se, p(a) = p’ (a) = 0.
Seja f : R — R derivdvel e suponha que f(0) =0e |f' ()| < |f (z)|, Yo € R. Mostre que f = 0.

Seja f : RT — R uma fungao derivédvel e suponha que f (1) =0 e f'(x) = 1/x, Yo > 0. Mostre
que f (zy) = f(z)+ f(y), Yo,y € RT. (sug. derive a fun¢ao = — f (zy) )

O que se pode afirmar sobre uma funcdo f de classe C! em (a,b) tal que f’ (x) é sempre racional?
Seja f : R — R derivdvel na origem tal que f (tx) = |t| f (), Vt,z € R. Mostre que f = 0.

Com respeito a uma funcao f : R — R mostre que as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

(a) Existe k € R, tal que f (tz) = t*f (x), para todo z € R et > 0.
(b) Existe k € R, tal que kf (z) = f'(z)z, Yz € R.

Seja r > 0 um numero racional e seja f : R — R definida por f (z) = 2" sen (1/z) para = # 0 e

f(0) = 0. Determine os valores de r para os quais f’ (0) existe.
Se f: R — R ¢ derivavel em x = ¢, mostre que [’ (¢) = lim n[f (c+1/n) — f(c)].
n—oo

Dado que a funcdo f(z) = 23+ 2z + 1, € R, tem uma inversa f~! em R, encontre o valor de

(f*l)/ (y) nos pontos correspondentes a z = 0,1, e —1.

Mostre que a fungao uniformemente continua f (z) = /z, 0 < x < 1, é derivavel em (0,1), mas a

derivada nao é limitada.

Sejam @ > b > 0 e n um nimero natural. Mostre que a'/™ — b!" < (a — b)l/n (sugestao: mostre

que a funcéo f (z) = 2/ — (z — 1)1/n é decrescente em [1,400) e calcule f em z =1 ez = a/b).
Use o TVM para provar que [senz — seny| < |z —y|, Vz,y € R.

Usando o TVM e mais o fato que D (logz) = 1/z, = > 0, mostre que:

z—1

<logx <x—1, paraz > 1.

Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua e suponha que f é derivdvel em (a,b). Se lim [’ (z) = A,
r—a
mostre que f é derivavel a direita em z = a e que f| (a) = A. (use o TVM e a definicao de

derivada)
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28.
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Mostre que a funcdo f : R — R definida por f (x) = 22* + z*sen (1/z), para z # 0, e f(0) =0
tem um valor minimo em x = 0, mas sua derivada muda de sinal em qualquer vizinhanca da

origem.

Para a funcdo f : R — R definida por f (z) = = + 2z%sen (1/z), para z # 0, e f(0) = 0 mostre
que f’(0) = 1, mas sua derivada muda de sinal em qualquer vizinhanga da origem. Conclua que

f nao é monotdnica em vizinhanca alguma da origem.

Seja I um intervalo da reta real e seja f : I — R uma funcao derivével.

(a) Se f’ & positiva em I, mostre que f é estritamente crescente em [
(b) Se f"(z) # 0, Vz € I, mostre que f' ndo muda de sinal em T

(c) Se f’ é limitada em I, mostre que f é lipschitziana em 1.

Mostre que uma funcao real f : R — R satisfazendo | f (z) — f (v)| < |z — y|*, V z,y, ¢ constante.

Se f: I — R é duas vézes derivavel no ponto ¢, interior ao intervalo I, mostre que:

(o) = tim T TS e=h) g et B F fle=h) 27 (o)

h—0 2h h—0 h?

A existéncia do primeiro limite ndo implica na derivabilidade de f no ponto c.

Considere as constantes reais Cy, C1,Co, - -+, C,,, tais que:
C1 Oy Ch
C PR R o .. pu—
o+ 5 + 3 + + ]

Mostre que a equacio Co + Crx + Coz? + - -+ 4+ Cpz™ = 0 tem ao menos uma raiz real em [0, 1] .

Considere uma fungao definida e derivdvel para 2 > 0 e suponha que f’ (z) — 0, quando z — +o0.

Mostre que a funcao g (z) = f(x +1) — f(x), = > 0, tem limite quando = — +o0.

4.2 A Regra de L’Hopital

J. Bernoulli descobriu uma regra para o calculo de limites de fracGes cujos numeradores e denom-

inadores tendem para zero. A regra é conhecida atualmente como Regra de [’Hopital, em homenagem

ao marqés de St. Mesme, Guillaume Frangois Antoine de I’Hopital (1661-1704), um nobre francés que

escreveu o primeiro texto introdutério de calculo diferencial, em que a regra foi impressa pela primeira

vez.



4 ANALISE NO CORPO R MARIVALDO P. MATOS

4.2.1 Forma Indeterminada 0/0

Se as fungoes continuas f (z) e g (z) sdo zero em = = a, entao

- f (@)
g @)

nao pode ser calculado com a substitui¢do = = a. A substitui¢do gera a expressao 0/0, sem significado
algum. Recorde-se dos argumentos que utilizamos em sala de aula para calcular lim,_,q (senz) /x, em
que a substitui¢do = 0 produziu a forma indeterminada 0/0. Por outro lado, fomos bem sucedidos

com o limite
i £ @)~ (@

r—a T —a
com o qual calculamos a derivada f’(a) e que sempre resulta na forma 0/0 com a substituigdo = = a.
A Regra de 'Hopital nos permite usar derivadas para calcular llimites que, abordados de outra forma,

conduzem a formas indeterminadas.
Teorema 4.1 (Regra de I’Hépital)

Teorema (Regra de [’Hépital) Suponha que f (a) = g(a) = 0, que f e g sejam derivdveis em um

intervalo aberto contendo a e que ¢’ (x) # 0 nesse intervalo exceto, possivelmente, em x = a. Entao:

TR A ) (4.1)

iag(z) e g (z)

desde que exista o limite do lado direito de (3).

Atencao! Exemplo Aplicando a Regra de I’Hopital
1 — cosx

5~ com x = 0 produz a indetermi-

Ao aplicar a Regra de I’Hopital ndo A expressao n
T+ x
caia na armadilha de usar a derivada nacao 0/0 e aplicando a regra (5.3), encontramos:
de f/g. O quociente a ser usado é
1 — cosx . senx 0

iy a / l 7:1 = — =
f'/g' e néo (f/g)". lim =~ = Mmoo =1 =0

4.2.2 Formas Indeterminadas co/00, co x 0, 0o — 00

Uma versao da Regra de ’'Hopital também se aplica a quocientes que produzem as formas indeter-
minadas 0o/00, 00 -0, 0o — co. Por exemplo, se f(x) e g(x) tendem ao infinito quando = — a, entao
a férmula (3) continua valida, desde que o limite do lado direito exista. Aqui, como também na forma

indeterminada 0/0, o ponto a onde investigamos o limite pode ser finito ou +oo.

Exemplo 4.2 Calcule os limites:
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. secx . Inz
@ e P M5
Solugdo
(a) Note que o numerador e o denominador sao descontinuos em = = 7/2, entao investigaremos os
limites laterais nesse ponto. Temos:
lim e = (L'Hopital) = lim w = lim senz =1
e—(r/2)” L+ tge e—(n/2)” SECTT  a(m/2)

. . N . . , , . . , &) . . 2
O limite lateral a direita também é 1, e a forma indeterminada nesse caso &€ ——. Logo, o limite é 1.

(b)

=0.

lim ——= =| 2| = (L’Hopital) =

/ — i
1m —

Solugio
(a) ) ,
lim <:Esen x> = = (fazer t = 1/x) = lim (t sent> =1

t—0t

(b) Se z — 0T, entao senz — 0T e, portanto, — — — 00 —00. De maneira similar, se x — 07,

) ) enr T
entao wons 2 — —00 + 00. Nenhuma das duas formas revela o que acontece com o limite. A saida é
combinarmos as fragoes:
1 1  x—senz
senz ©  xsenw

e, entao, aplicamos a Regra de I’Hopital ao resultado:

. 1 1 . x—senx 1—coszx A s
lim -——] = lm—— = E (L’'Hopital) = lim ———— =| 5| = ("Hopital) =
z—0 \ senx T z—0 xsenx z—0senx + rcosx

sen 0

= lim =0.

z—02COoSxT — rsenx 2

4.2.3 Formas Indeterminadas 1, 0°, oo®

Os limites que produzem essas formas indeterminadas podem as vezes ser tratados utilizando-se

logaritmos. De fato, da relacao f () = exp [In f (x)] deduzimos que:

limIn[f(z)] =L = ;132 exp [In f (z)] = exp [il_r)I(ll In f ($)] =l (4.2)

r—a

Em (4.2) o ponto a pode ser finito ou +oc.

Exemplo 4.4 Calcule os limites:
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T— 00

1 X
1i 1+ = b) lim z° lim z/*
@ Jim (1+3) @) tm ot (© fin s

Solucdo

(a) Trata-se de uma indeterminagao do tipo 1°°, a qual serd convertida em 0/0 por aplicacao do

logaritimo. Considerando f (z) = (1+ 1/z)", temos:

1nf(x)=ln<1+glj)z:xln<1+i> :ln(l_|_]_/$):>f(gj):exp|:ln(1_{_1/m):|

1/x 1/x
e, portanto:
In(1+1
lim f(z) = lim exp|lnf (z)] =exp [lim n(l—;a:/x)} =exp( |5 |) = (I'Hopital) =

_ li 1 _ 1 _
= exp :L‘I—>Holol—|—1/;rj =€ =e€.

(b) Trata-se de uma indeterminagio do tipo 0° e procederemos como no ftem (a). Temos:

1
lim 2% = = lim+ exp [Inz”] = exp [ lim ajlnaj} = exp [ lim nx] =exp(| 22|) =
z—0

z—07t x—07t x—07t 1/.%'

1
= (IHopital) = exp [ lim /‘r} = exp { lim (—:c)} =l =1

z—07F *1/$2 z—07F

(c) Temos agora uma indeterminacgio do tipo oo” e procederemos como no ftem (a). Temos:

lim 2% = : mlLH;oexp [ln:cl/x} = exp {lim lnm} =exp(|2])=

r—00 Tr—00 I
1 1
= (I’'Hopital) = exp [lim /:E] = exp [lim ] =e'=1.
z—oo 1 T—00

4.2.4 Demonstracao da Regra de L’Ho6pital

Vamos demonstrar a Regra de ’'Hopital (3), no caso em que o limite ¢ finito, isto ¢, quando a for
um nidmero real. A demonstragao é na verdade uma aplicacao do Teorema do Valor Médio de Cauchy,

que é uma versao um pouquinho mais geral do Teorema do Valor Médio apresentado em sala de aula.

Teorema 4.5 (Valor Médio de Cauchy)

Suponha que as fungdes f e g sejam continuas no intervalo fechado [a,b] e derivdveis no intervalo
aberto (a, b) e suponha, ainda, que ¢’ () # 0 em qualquer x do intervalo (a,b) . Entao existe um mimero

c em (a,b) tal que:

FO) = fla) _ [0 (4.3)

DEMONSTRACAO

Os detalhes da demonstragao deixaremos para vocé preencher. Nao deixe de fazé-lo.
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(i) Use o Teorema de Rolle em [a, b] para g e deduza que ¢ (b) # g (a) . (condic@o é necessédria em (4.3)).

(ii) Aplique o Teorema de Rolle a fungao

para deduzir que existe ¢ em (a,b) tal que F’ (¢) = 0 e a partir dessa igualdade obtenha (5) O

DEMONSTRACAO DA REGRA DE L'HOPITAL

Comece revendo as condigoes exigidas na regra. Suponha que x esteja & direita de a e aplique o

TVM de Cauchy ao intervalo [a, z|. Existe ¢ entre a e x tal que:

f! (c) _ f(z)—f(a) — f(z) (lembre—se que f (a) = g(a) = 0)'

g  g@)—gla g

Logo,
/e _ )
g () glx)

Conforme x tende para a, o nimero ¢ também se aproxima de a, porque estd entre x e a. Conseqiien-

temente, tomando o limite na tltima igualdade, com x — a™, obtemos:

lim f () = lim I'(e) lim I (@)

e—at g(x) 2=+ g (c)  z—at ¢ (2)

Y

que estabelece a Regra de 'Hopital. O caso em que x estd & esquerda de a o TVM de Cauchy é aplicado

ao intervalo [z, a] e o limite obtido ¢ o limite lateral & esquerda. [J

1. Considere a funcao f: R — R definida por:

exp (—l/mz) ,sex #0
0, se x =0.

f(z) =

(a) Mostre por inducdo que f™ (0) =0, Vn =1,2,3,...
(b) Qual a classe de diferenciabilidade de f? A fungao f é analitica em = = 07

(c) Determine o resto infinitesimal de Taylor para f.

2. Seja f uma funcao duas vézes derivdvel em (0,+o0c) e sejam My, My e My os supremos de

If ()], |f' (x)] e |f" (x)], respectivamente, em (0, +00). Usando a relagao

F'(@) = o5 {f G+ 20) = f ()} = " ),

que é conseqiiéncia da férmula de Taylor, prove que |f/| < hMsy + My/h e daf deduza que M? <
4MoMs.
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7.

10.

11.

. Seja f uma fungao duas vézes derivdvel em (0, +00) e suponha que f” seja af limitada e que f ()

_
0, quando  — +o00. Usando o exercicio precedente em (a,+00), prove que lim, . f' () = 0.

Dé um exemplo para mostrar que a hipétese de ser f” limitada nao pode ser omitida.

. Seja f uma fungao derivavel em [a,b] tal que f (a) = 0 e suponha que exista um nimero positivo

M tal que |f' (z)] < M |f (z)] em [a,b]. Mostre que f =0 em [a,b]. (sugestdo: fixe ¢ em [a,b] e
verifique que |f ()| < My (¢ —a) < M (¢ — a) My, onde My e M séo, respectivamente, o supremo
de |f (z)] e |f' (z)] em [a, ] e daf deduza que My =0, se M (¢ —a) < 1.)

. Seja 0 < a < 1 e considere a fungao f : R — R definida por

ar + x?sen (1/z), se x # 0

flx) =
0, sex=0.

Mostre que f ¢é derivavel em R, mas f’ nao é continua em x = 0. Mostre que f nao ¢ invertivel

em vizinhanga alguma da origem, embora f’'(0) # 0. Por que isto nao contradiz o Teorema da

Funcao Inversa?

. Se f: R — R é uma funcdo de classe C', mostre que o conjunto dos pontos criticos de f é um

conjunto fechado. Dé exemplo de uma fungao derivavel f : R — R e de uma seqiiéncia {x,} de

pontos criticos de f tais que: z, — 0 e f'(0) > 0.

FUNGCAO CONVEXA Uma fungao duas vézes derivdvel é dita convexa quando f” (z) > 0, V.

Mostre que uma fungao f : R — R é convexa se, e somente se, dados z,y € R e r,s € [0,1], com

r+s=1tem-se f(re+sy) <rf(z)+sf(y).

. Seja f : [a,b] — [a,b] uma fungdo continua e convexa tal que f (a) # a e f (b) # b Mostre que f

tem um unico ponto fixo em [a, b] .

. Seja f : [a,b] — R continua e convexa tal que f (a) < 0 < f(b). Prove que existe um unico ¢ em

(a,b) tal que f(c) = 0.

Seja X C R um subconjunto convexo. Mostre que f : X— R é convexa se, e somente se, o

conjunto A (f) = {(z,y) € X xR; y > f(x)} é convexo.

Mostre que o conjunto X = {(z,y) € R" X R; Inz + y > 0} ¢ convexo.
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