CALCULO AVANCADO 3. APLICACOES

3.1 Equacgoes Diferenciais Parciais

1. Determine a solugao da EDP:
4f:r + 3fy = 07

que satisfaz a condicao f (x,0) = senz, para todo x.
2. Sejam u (x,y) = f (zy) e v(z,y) = g (x/y) sendo f e g derivaveis. Mostre que:

Tugy —yuy =0 e  xvy +yvy, =0.

4

Determine uma solucao u (x,y) que satisfaz u (z,x) = er, Vx. Encontre uma solucao v (z,y)

que satisfaz v (1,1) =2 e v, (z,1/z) = 1/x, Ya # 0.

3. Encontre a solugao geral da equagao u,, = 0.

4. Uma funcdo u (z,y) é definida pela equacao u (z,y) = xyf (m—l—y>, sendo f : R — R derivavel.
LY

Determine uma fungao G (z,y) , de modo que u satisfaga & EDP:
z2u, — yQuy =G(z,y)u

5. Seja f : 2 — R um campo escalar de classe C? que depende apenas da distancia a origem, digamos,
n—1
f (@) = g (lz]). Mostre que Af =

]
deduza que f (z) = a||z||* " +b, x #0.

g (=) +¢" (J|lz||). Se f satistaz a equagao de Laplace,

6. FUNGOES HOMOGENEAS Seja f um campo escalar diferencidvel em um aberto S do R", com a
seguinte propriedade: f (tz) =tf (z), V¢t > 0 e todo x de S, para o qual tx € S. Uma tal fungao

f recebe o nome de fun¢do homogénea de grau p. Se f é homogénea de grau p, mostre que:
(,Vf(z))=pf(x), paratodoz em S.

Como sugestao calcule a derivada ¢’ (1), sendo g (t) = f (tz).



2 CALCULO AVANCADO MARIVALDO P. MATOS

3.2

Funcoes Implicitas
Suponha que a equagao F' (x,y, z) = 0 defina z como funcao de z e y, digamos, z = f (z,y), sendo
F de classe C?. Mostre que:

_ FF}—-2F, . F.F,+ F2F,,
Tr — T FZ3 .

Encontre expressoes andlogas para as derivadas fy, e fzy-

. Se a equacdo f (y/z,z/x) = 0 define z como fucao de x e y, mostre que xz, + yz, = z.

Considere a superficie 2y — zIny + ¢¥* — e = 0. E possivel representéd-la na forma z = f (x,y) em

uma vizinhanga de Py (0,1,1)?

. Mostre que a curva intersecio dessas superficies Sy : 22 (y2 + 22) =5eSy: (v — 2)2 +y? = 2 pode

ser parametrizada, em uma vizinhanga do ponto P (1,—1,2), sob a forma y = f (z) e z = g (x).

. Seja f : R — R uma funcio de classe C!, com f (1) = 1, e seja

S ={(z,y) € R 2f (zy) = f (x)° + [ ()}
(a) Se f'(1) # 0, mostre que existe § > 0, tal que SNVj (1,1) é o gréfico de uma funcao y = ¢ (),
de classe C*.

(b) Admitindo f ¢ de classe C? e f (1) # 0, mostre que x = 1 é um ponto de maximo ou minimo

local para ¢. Seria S o grafico de uma fungao x = v (y) , em uma vizinhanca de (1,1)?

(c) Se S é o gréfico de uma fungao = = 1 (y) em uma vizinhanga de (1, 1), mostre que f’ (1) = 0.

. Seja f : R? — R, com f(0,0) = 0. Determine uma condicio para f, que permita resolver a

equagao f (f (z,y),y) = 0, para explicitar y como fun¢ao de x, em uma vizinhanca de (0,0).

Seja f : R® x R® — R™ uma funcgdo de classe C!, com f(0,0) = 0, e considere as matrizes

A=[f:(0,0)] e B=[f,(0,0)].

(a) Escreva a matriz Jf (0,0) em termos dos blocos A e B.
(b) Se p : R" x R™ — R"™ ¢ definida por ¢ (z,y) = f (f (z,y), f (z,y)), calcule, em termos de A
e B, as matrizes [¢, (0,0)], ¢, (0,0)] e Jp (0,0).

(c) Se A é invertivel e ||B| < 1/ HA_1||, mostre que a equacdo ¢ (x,y) = 0 pode ser resolvida,

para explicitar  em fungado y, em uma vizinanga de 0 € R™.
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8.

3.3

Mostre que o sistema

2 —ycosuv +22=0

22 + 9% —sinuv + 222 =2
zy —sinucosv +z =0
define, ao menos implicitamente, x,y e z como fungdes de u e v, em uma vizinhanca do ponto de

coordenadas z =y =1, 2 =0, u=m/2, v =0. Calcule as derivadas z, e z, nesse ponto.

Maximos & Minimos

. Determine o(s) ponto(s) da curva z = cost, y = sent, z = sen(t/2) mais distante(s) da origem.

. Quais das funcdes seguintes tem um méximo ou minimo em todo plano R??

(@) z=¢"¥ (b) z=e*"Y (c)z=a2—2z(seny+ cosy).

. Determine a distancia (mfnima) da origem a curva 32 = (z — 1)®. Por que o Método dos Multi-

plicadores de Lagrange nao se aplica nesse caso?

. Seja f (z,y) = 3x* — 422y + y?. Mostre que na reta y = mz a fungio f tem um minimo em (0, 0),

mas a origem nao é um minimo local. Esboce o conjunto dos pontos (z,y) onde f < 0 e onde
f>0.

1
. Determine constantes a e b que tornam a integral / (aa: +b— :E2)2 dx minima.
0

. Seja f (z,y) = Ax?® 4+ 2Bxy + Cy? + 2Dz + 2Ey + F, onde A > 0 e B? < AC.

(a) Determine o valor minimo de f.

(b) Mostre que no ponto Py, onde f assume seu valor minimo, tem-se:

. A B D
fR) =S| B C E
D E F

Determine 3 nimeros positivos cuja soma seja 5 e o produto o maior possivel.

Se x,y e z sdo nimeros reais nao negativos, mostre que Jxyz < % (x+y+2).

. Fixe n pontos distintos 21, zg, ..., 2, do R™ e defina f : R™ — R por f(z) = Sr_, ||z — 2]/

Prove que f atinge seu valor minimo no ponto a = % > k1 k- o centroide
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10. METODO DOS MINIMOS QUADRADDOS A reta f(x) = ax + b que melhor se ajusta aos dados
Ai (z1,91), Az (22,92), -, An(xn,yn) € aquela em que os coeficientes a e b minimizam a fungao

n

E(a,b) = Z [f (i) — yz’]Q-

i=1
Esta reta é denominada Regressdo Linear. Determine a reta que melhor se ajusta aos dados

A(1,3), B(2,7) e C(3,8).

11. Calcule o valor maximo de f (z) = (zy29---x,)?, sob a restricio ||z||* = 1. Use o resultado e

mostre a desigualdade:

x x .. 'r
(.Tll‘Q"'iL'n)l/n < 1+ T2+ + n}
n

vélida para niimeros reais positivos.

12. Seja f : R™ — R a funcao do exercicio precedente e considere n nimeros reais positivos p1, pa, . . ., Pn-

Determine o valor méximo de f no conjunto G = {x € R"; Y p;a? = 1}.

FIQUE ALERTA! A condigio V f 4+ AVg = 0 € necessaria, mas nao suficiente, para garantir a ocorréncia
de um valor extremo de f (z,y) sujeito a restri¢do (vinculo) g (z,y) = 0. Por exemplo, considerando
f(z,y) = x +y e a restricdo xy = 16, o método dos Multiplicadores de Lagrange produz os pontos
Py (—4,—4) e Py (4,4) como candidatos a pontos extremos. Ainda assim, f ndo tem méximo na hipérbole
xy = 16. Quanto mais distante da origem estiver P (z,y) nessa hipérbole no 1° quadrante maior serd o

valor de x + y.
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RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 3.1
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