CALCULO AVANCADO 4. CALCULO INTEGRAL NO RY

4.1 'Trajetorias & Integral de Linha

1. Calcule a integral de linha do campo vetorial f (z,y,z) = (y2 — z2) i+ 2yzj — 2%k, ao longo do
caminho descrito por v (t) = ti + tj + t3k.

dr + dy

2. Calcule ,
|z + 1yl

onde 7 é o quadrado de vértices (1,0), (0,1), (—1,0) e (0,—1), percorrido
no sentido anti-horario.

3. Verifique que o caminho descrito por r (t) = ti+t2sen (1/t)j, 0 <t <1, e r(0) = 0 nio é regular

nem retificavel.

4. Considere um fio uniforme semicircular de raio a.

(a) Mostre que o centrdide jaz no eixo de simetria a uma distancia 2a/7 do centro

(b) Calcule o momento de inércia em relagao ao didmetro que passa nas extremidades do fio.

5. Seja S = R™\ {0} e considere o campo vetorial f definido em S por f(z) = ||z|” z, sendo p
uma constante real. Encontre uma fungao potencial para f. O caso p = —2 deve ser tratado em

separado.

6. Repita o Exercicio 5 com o campo vetorial f definido por:

g (=)

]

f(x) =

)

sendo ¢ uma funcio de classe C! em R.
7. Dé exemplo de uma curva 7 : [0, +o0) —R2, ligando dois pontos do R? que ndo é retificavel.

8. Sejam P;, P, e P3 trés pontos do R? e suponha que a trajetéria de uma particula em R? seja
descrita por:
) =1 —t)2 P +2t(1—t) P+ 2P, te]0,1].

(a) Descreva o movimento da particula.
(b) Calcule v/ (0) e v/ (1).

(c) Se P1, P3 e Pz sao linearmente independentes, mostre que v ([0, 1]) esta contido no tridngulo

de vértices Py, P> e Ps.
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10.

11.

4.2

. Seja 7 : [0,1] — R™ uma curva fechada diferencidvel e suponha que K seja um convexo fechado

do R"™, tal que {+'(t) : t € [0,1]} C K. Mostre que 0 € K.

Seja ~ : [0, +00) —R3 definida por v (t) = (e*t cost,e !sint, e*t). Mostre que a curva ~y é reti-

ficdvel e calcule seu comprimento.

Seja S C R™ um subconjunto aberto e convexo e admita que f é um campo continuo e conservativo

em S. Verifique que é possivel construir um potencial ¢ para f por meio da relagao:

«p<x>=/o (f(a+t@—a), (@ a)d,

onde a € S é um ponto fixado. Se, em particular, 0 € S, entao pode-se considerar:

1
¢ (z) = /0 (f (tz),z)dt.

Dominios & Integral Miiltipla

. Mostre que o conceito de integral dupla para fungoes escadas nao depende da escolha da particao.

Isso torna o conceito consistente!

2. OSCILACAO DE UMA FUNGCAO LIMITADA Dada uma funcdo limitada f : Q@ ¢ RY — R, a

OSCILACAO de f em um ponto zq é definida por:

o(f;mo) [Ms (f;x0) —ms (f;0)],

= lim
d—0+
onde M (f;xo) =sup{f(z): 2 € QN Bs(z0)} e ms (f;20) =inf {f (z) : € QN Bs (20}

(a) Se f: R — R tem limites laterais no ponto zg, mostre que o (f;z¢) = | f (zo + 0) — f (xog — 0)] .
(b) Se f:]a,b] — R é crescente e a < x1 < x3 < ... < z} < b, mostre que

k

Y o(fia) < f(0)—f(a).

J=1

. CONJUNTO DE MEDIDA ZERO Um subconjunto S do RY tem MEDIDA ZERO, e anota-se med (S) =

0, quando dado € > 0 existir uma cobertura { A}, de S por retangulos fechados tal que

Z vol (Ak) <e.
k=1
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10.

(a) Mostre que todo subconjunto enumerdvel do RY tem medida zero.

(b) Se med (S;) =0, k=1,2,3,..., mostre que

e (05) .

k=1

. Calcule a integral dupla // y~3exp (tx/y) dzdy, onde Q = [0,t] x [1,t], t > 0, dado que a integral
Q

existe.

. Se @ ¢ um retangulo do R?, mostre que uma integral dupla da forma / / f(x) g (y)dzdy é igual
Q

ao produto de duas integrais unidimensionais.

. Seja f definida no retangulo @ = [0,1] x [0, 1] como segue:

l—z—y, sex+y<l1
f(z,y) = .
0, caso contrério.

Faga um esbogo do conjunto S = {(z,y,2) € R*: (z,y) € Q e 0<z< f(z,y)} ecalcule vol (S)
por integral dupla.

Considere o exercicio precedente com a fungao:

4y, sex?<y< 22
f(w,y)Z{

0, caso contrério.
Resolva o Exercicio 5, quando Q = [—1,1] x [-1,1] e

2., .2 2., .2
x*+y°, sex+y <1
f(w,y)—{

0, caso contréario.

. Seja f definida no retangulo @ = [0, 1] x [0, 1] como segue:

1, sez=y
fzy) =
@) 0, sex#y.

Prove que a integral dupla de f sobre @) existe e é igual a zero.

Um sélido S do R? abaixo do gréfico de z = f (x,%) e acima de uma regido R do plaxo-ry tem

da:+/28 [/:f(:c,y)dy]d:c.

volume dado por:

V01(5)=/12 [/:Qf(w,y)dy
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) Faca um esbogo da regiao R e escreva vol (S) como uma integral dupla com a ordem de

integracao invertida.

(b) Calclule o volume de S.

Seja A um subconjunto do R™. Se A é finito, mostre que A tem contetido zero. Se as coordenadas
dos pontos de A sdo todas racionais, mostre que A tem medida zero. Dé exemplo de um conjunto

limitado em R2 de medida zero e contetido nao nulo.
Considere a fungao de Dirichlet no retangulo @ = [0,1] x [0, 1] :

1, se x e y sao racionais

f(2,y) = -
0, caso contrario.

O conjunto Dy de descontinuidades de f tem medida zero? A funcao f é integrdvel sobre Q7

Considere uma transformacio linear 7' : R? — R? descrita por:
r=Au+Bv e y=au+bv

e suponha que o jacobiano J (T') # 0. Mostre que 7' transforma retas em retas e determine a
imagem do tridngulo R de vértices (0,0), (2,2) e (—2,2) pela transformacao 7. Qual a relagao
entre as dreas de R e de T'(R)?

Use uma transformacao linear adequada e calcule a integral dupla de (z — y)2 sen? (z + y) sobre
o paralelogramo de vértices (7,0), (27, 7), (m,27), (0,7).

Dado r > 0, cosidere I (r) = / exp (—t?) dt.

b

(a) Mostre que I2(r) = // exp (—1'2 - y2) dzdy, onde @ é o quadrado @ = [—r,r| X [—r,r].
Q

(b) Se o < r < 3, mostre que:

// exp (—w2 - yz) drdy < I? (r) < // exp (—x2 — y2) dzdy.
Va(0) VB(O)

(c) Calcule o limite: lim, o I () e deduza que / exp (—t%) dt = /m/2.
0

(d) Calcule / / exp (—x2 — y2) dxdy.

Se V™ (zp) representa o volume da bola do R™ de centro em z( e raio r, estabeleca uma relagao
entre V" (zg) e V*(0). (sug.: use a férmula de mudanca de varidveis para integrais multiplas

sobre regides limitadas do R™).
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17. Seja By, (0;a) = {x = (z1,22,...,2,) € R"; ||z]g < a} erepresente por V;, (a) o volume de By, (0;a),

Vn(a)_/// dridxs .. .dx,.
n(0§a)

(a) Prove que V,, (a) = a™V,, (1).

isto é:

(b) Para n > 2, expresse V, (1) como uma iteragdo de uma integral simples e uma integral em

R”1 ¢ mostre que:
n—1 2
V(1) = Vo1 (1) (1—z|) dr = Evn_l (1).
-1

2"a"

nl

(c) Use (a) e (b) para deduzir que V,, (a) =

4.3 Gréficos & Integral de Superficie
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RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.1
8. Sejam x(t) = (1—t)PL+tPrey(t)=(1—t)P,+ tP; parametrizagoes dos segmentos [P, P»]

e [Py, P3], respectivamente.

(a) Verifique que 7y (t) = (1 —t) xz (t) + ty (t) e, portanto, para cada t o ponto v (¢) da trajetéria jaz no
segmento [z (t),y (t)]. Além disso,

@ =z @)l _lle@ Pl _ ly@) — Pl _
@@l ~ T2-Al [Pl

t

1. e isto nos diz que 7y (t) é o ponto do segmento [z (t),y ()] distante das extremidades, na mesma
propor¢ao com que z (t) estd distantes das extremidades de [P1, P»] e y (t) estd das extremi-
dades [Ps, Ps] .

(b) v (0) = 2(P, — P;) e a trajetéria é tangente ao segmento [Py, P»] no ponto P;. Interpretacao
similar para 7' (1) = 2 (Ps — P).

(c) Se R ¢é o triangulo de vértices Pi, P» e Ps, entao
PeR& P=x1Pi+a2P+23P;, x1+22+23=1, 0<2; <1

Note que
y(t)=(1—t)’PL+2t(1—t)Py+ t> P, tel0,1]
N—— —— 22:

=x1 =x2

ecomo 1 +x2+x3 =1, 0<uz; <1, segue que v(t) € R.

9. Raciocine por absurdo e suponha que 0 ¢ K. Seja xg = Pk (0) (a projegao de 0 em K), isto é,

g € o ponto deK mais préximo de 0.
(a) Mostre que K N{x € R": (z,x0) = 0} = &. Use o fato que (0 — zg,y — z9) < 0, Vy € K.

(b) Defina g (t) = (v (t),x0), a <t <b,euseo Teorema de Rolle para concluir que existe to tal que
g (to) =0 e daf deduza que ' (tg) € {x € R : (x,x9) = 0}.

(c) Conclua que v (t9) € K N{x € R": (z,z0) = 0}, contradizendo o ftem (a). Logo, 0 € K.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.2

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.3
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