CALCULO DE UMA VARIAVEL 2. FUNCOES E GRAFICOS

2.1 Dominio & Imagem

1. Dé o dominio e esboce o grifico de cada uma das funcgoes abaixo.

(a) f (2) = 3¢ (b) g () = —a (©) hiz) = —z+ 1
@) (@)= 1ot 3 () g(2) — Lo (1) g ()= |z — 1]
B r,sex <2 B 2x,se x < —1 ; w_x2—2x+1
(8) hlz) = 3,sex > 2 (b) A (@) = —z+1,sex> -1 W) Ale) = z—1
0 f@=letal+1 (9 h@ =22t (1) h(z) =z +2]
(m) £ () = 2! () g () = 221 ) (@) = 22
x r—1 r+1

2. Considere a fungao f : R — R, definida por f (z) = |z — 1| + |x — 2|. Mostre que:

—2x+3,sex <1
f@)y=11,sel<x<?2
20 —3,sex > 2

e esboce o gréafico de f.

3. Determine o dominio das fungoes indicadas abaixo.

(a) f () = —~ M=  (©sO=VE-T  (@y=—r
@h@=VET? M@= @@=y W=
3 2z -1 6/T—3
(i) g(z)=Va* - Dy=ve@=-32) & f@)=y\T2 Oy={_3
(m) 9 () = 22 my=Y y=vi—?  (p)y=v5-2?

(@Qy=vVe—-1+V3—z (@)y=+1-Vz S)y=vr—Vb—-2zx (t)y=+z—z

4. Utilizando o procedimento indicado no Exercicio 2, esboce o grifico das fungoes definidas abaixo.

(@) f@)=lz[=1 () g(z) =z =1 (d)h(z)=|z+1]—|z| (d)y=|s*-1].
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9. Verifique que v1+ 22 — |z| =

. Uma pequena industria fabrica termdmetros e estima que o lucro semanal, em reais, pela fabricacao

e venda de x unidades/semana & de R (z) = (—0.001) 2% + 8z — 5000. Qual o lucro da empresa

em uma semana que foram fabricados 1.000 termometros?

3—-2
. Determine o dominio da funcao f(z) = /4 — ‘ .
2+x
Considere a funcéo f definida em [—3,2] por f (z) = |2® — 22% 4 3z — 4|. Determine dois mimeros

reais m e M tais que m < f(x) < M, seja qual for o valor de = no intervalo [—3,2].

. Considere a funcao f : R — R definida por f (x) = 22 + 42 + 5.

(a) Verifique que f (z) = (z +2)? + 1.
(b) Esboce o grafico de f.

(c) Calcule o menor valor de f (x) e para qual x esse valor é assumido.

1
————— e, entao, conclua que a medida que x cresce, o valor
|z| + V1 + 22
da diferenga /1 4+ 22 — |z| aproxima-se de zero.

10. Seja y = f (z) a funcdo dada a partir da equacdo x2 + y? = 4, para y > 0.

11.

12.

13.

(a) Determine uma férmula que defina explicitamente y como fungao de x.
(b) Determine o dominio de f.

(c) Esboce o grafico de f.

Uma caixa retangular sem tampa, com volume de 2m?2, tem uma base quadrada. Expresse a drea

S da superficie da caixa como uma funcdo do comprimento x de um lado da base.

A medida que o ar seco move-se para cima, ele se expande e esfria. Sabendo-se que a temperatura
do solo é de 20°C' e que a temperatura a 1km de altura ¢ de 10°C, expresse a temperatuta 7', em
0C, como uma varidvel dependente da altura h, medida em km, supondo que um modelo baseado

em uma funcao afim seja apropriado. Qual a temperatura a uma altura de 2, 5km?

Suponha que a figura 2.1 abaixo representa graficamente uma fungao y = f (x).
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(a) Determine f(—1).
. A
(b) E correta a estimativa 2 < f(2) < 37 2
(c) Para quais valores de x tem-se f(z) = 27 Il /\
(d) Para quantos valores de z tem-se f(z) = 07? \ - / _
(e) Qual o dominio de f7 \| [9]/ Z
(f) Qual a imagem de f ? \\ )
\/
Fig. 2.1
14. Considere as fungoes f e g, cujos gréficos sao representados na figura abaixo.
(a) Obtenha os valores de f(—4) e ¢(3).
A
(b) Para quais valores de z, f(z) = g(z)? Lk
(c) Estabeleca o dominio e a imagem de f. /
. . g Y TN\
(d) Estabeleca o dominio e a imagem de g. / 8
(e) Para quantos valores de z, f(z) =07 ol I/ \ ;zc
(f) Para quantos valores de x, g(x) = 07 }/ \\‘,/ \
Fig. 2.2

2.2 Classificando uma Funcao Real

B FUNCAO PAR & FUNGAO iIMPAR Uma funcdo f, definida em um intervalo simétrico [—a, al,
denomina-se fung¢ao par se satisfaz f (x) = f(—z), para todo z em seu dominio. Se f satisfaz f (z) =

—f (—x), para todo  em seu dominio, entao f é denominada fun¢ao impar.

B FUNCAO MONOTONA Com relacao ao crescimento, as funcoes reais se classificam em: cres-
cente, decrescente, ndo crescente ou ndo decrecente. Em qualquer desses casos, a funcao recebe a
denominacgao de Fun¢ao Mondtona. Temos:

(a) Uma fungao f é crescente em um intervalo I, se dados x1, x2 € I, com z1 < z2, tem-se f (z1) <

f(z2). Se f(z1) < f(x2), para x1 < xg, entdo f ¢ dita ndo-decrescente em I.

(b) Uma fungao f é decrescente em um intervalo I, se dados z1, x2 € I, com z1 < m2, tem-se

f(xz1) > f(z2). Se f(x1) > f(x2), para z1 < x9, entdo f é dita ndo-crescente em I.
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B FrUNCAO LIMITADA Uma funcao f : D — R denomina-se limitada inferiormente quando

existir uma constante m, tal que

m < f(x), paratodo z no dominio D. (2.1)
Uma tal constante m denomina-se cota inferior de f. Quando existir uma constante M, tal que

f(x) <M, paratodo z no dominio D, (2.2)

diremos que a fungao f é limitada superiormente e cada constante M que satisfaz (2.2) leva o nome de
cota superior de f. Diremos que f é limitada quando o for superior e inferiormente. Neste caso existird
uma constante C' > 0, tal que

lf ()| <C, VYxzeDlD. (2.3)

B FuNcAo coMPOSTA Considere duas fungoes f e g, tais que a imagem de f seja um subbcon-
junto do dominio de g, isto é, Im (f) C Dom (g). Denominamos de composta de g e f, e anotamos go f,

a funcado cujo dominio coincide com Dom (f) e definida por (go f) (z) = g (f (x)), com z € Dom (f).

B CONSTRUINDO O GRAFICO DE |f(z)| A partir do gréfico da fungdo y = f (), é simples
construir o grafico da fungao g (z) = |f (z)|. Para isto basta refletir para cima a parte do grafico de f
que se encontra abaixo do eixo x. Esta regra prética decorre da defini¢do de médulo de um nidmero real.
De fato, temos
f(z), sef(zx)>0
f(@), se f(z)<0

Veja a ilustrag@o na figura abaixo.

”\ yA
y=1() y=l7@)

P //‘\ ) L /\//‘\
1 H ‘ 1 T

]Y

B ESCREVENDO PARA APRENDER
1. Em cada caso, verifique se a fungdo é par ou fmpar.

(@) f(z)=2> (b)g(x)=2® (c)h(x)=220—2 (d)k(x)=1-2" (¢) f(zx)=]a|.
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. Dada uma fungao f, definida em R ou em um intervalo [—a, a], mostre que g (z) = f () + f (—x)
¢ uma fungao par e que h(x) = f(z) — f(—x) é uma fungdo impar. Deduza a partir dai que
qualquer fun¢ao f, definida em um intervalo [—a, a] , pode ser expressa como soma de uma fungao

par com uma func¢éo fmpar.

. Estabeleca as seguintes regras sobre funcoes pares e fmpares:

(a) Se f e g sdo fungoes pares, entdo f + g e f - g sdo fungdes pares.
(b) Se f e g sdo fungoes impares, entdo f + g é impar e f - g é par.

(c) Se f & uma fungao par e g é uma fungao fmpar, entao f - g é impar.

. As fungoes f : A — Be g : A — B sao iguais quando A = A’, B = B’ e, além disso,

f(z)=g(x), Vxe A Em cada caso, decida se f e g s@o iguais ou nao.

(a) f(z)=vave—Teg(z)=Va? -

(0) f (@) =22 e g(2) = |af
x? —
@ f@)=""Teg@=a+1

(@) f(2) == eg(@) = Va2

. Uma funcdo do tipo f(x) = ax?® + bx + ¢, com a # 0, recebe o nome de Funcido Quadrdtica.

Determine a fungao quadratica f que satisfaz f (0) =5, f(—1)=10e f(1) = 6.

. Verifique onde a funcdo f (z) = x? ¢é crescente e onde ela ¢ decrescente. Idem para a funcio

g(x)=|z—1|+2.

. Uma fungdo do tipo f (z) = axz + b recebe o nome de Funcdo Afim' Mostre que a funcio afim

f(z) = ax + b é crescente, se a > 0, e decrescente, se a < 0.

. Com relagao ao gréafico apresentado no Exercicio 13 da secao 1.1, identifique o conjunto no qual

f é uma funcao crescente.

. Nos casos a seguir, verifique que Im (f) C Dom (g) para, assim, determinar a fungdo composta

h=gof.

(a) fz) =2 e g(x) =+

0) fr)=a2+3 e gl)="1.

(©) fl@)=—vE e g(z)=v2Z—x.

'Por que e denominacio "funcio afim"?
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T () r+1
xTr) =
r+1 g

(d) f(z)=

r—1
10. Determine a fungao f de modo que (go f) (z) =z, Vx € D(f), onde:

T+ 2
T+ 1

(b) g (z) = 2% — 22, definida para = > 1.

(a) g(z) =

11. Considere f uma funcao par e seja h = go f. Mostre que h é uma fungao par. E se f for uma

funcao fmpar, pode-se afirmar que h também o serd?

12. Classifique as fungoes abaixo quanto a limitagao.
(a) f@) =22 (b) fle)=2% 0<o<2 ()g(a)=a% —1<a<2 (d)f(z)=1/z, z<0.

13. Construa uma funcao f : R — R limitada apenas inferiormente e uma fung¢ao g : (—1,1) — R néo

limitada nem superior nem inferiormente.
14. Construa os gréaficos da seguintes fungoes:
(a) g(z) = ‘x?”, -1<z <2
(b) g(z)=11/z|, -2 <z < 4.

(c) g(2)=l]a? -1

, =3 < x < 2.

2.3 Invertendo uma Funcao Real

B FUNGQAO INJETORA Diz-se que uma fungao f é injetora (ou injetiva) se dado y € Im (f),
existe um tnico x € D (f) tal que y = f (z). Isto é equivalente a: f (z1) = f (z2) = x1 = x9.

B FUNGAO SOBREJETORA Diz-se que f: D (f) — B é sobrejetora (ou sobrejetiva) se Im (f) =
B, isto é, dado y € B, existe z € D (f) tal que y = f (z).

B FUNGQAO BIJETORA Diz-se que uma fungao f é bijetora (ou bijetiva) quando for, simultane-

amente, injetora e sobrejetora. Neste caso, temos:

f:D(f) — Im(f)
r — f(z)=y

e podemos definir a fungao g : Im (f) — D (f), inversa de f, do modo seguinte:
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A funcao g, inversa de f, é caracterizada por: (fog)(y) =y e (go f) (z) = z. E comum representar a

funcao inversa de f por f~1.

1. Verifique que a fungao f : R — R definida por f (z) = 3z + 5 ¢ bijetora e determine sua inversa.
2. Considere a funcao do exercicio precedente e determine a inversa da funcio fo f~1.

3. Dé dominio e contra-dominio adequados & funcio f (z) = 22, de modo que a mesma seja invertivel

e determine a sua inversa.

4. Considere a funcao f (x) = k/z, onde k é uma constante. E necessario impor alguma restricio a

constante k para que f seja invertivel? Quem & f~17?

5. Considere f : [1/2,4+00) — [b,+00) definida por f (z) = 22 — x 4+ 1. Qual o valor de b que torna
f invertivel? Quem é f~1? Esboce o grafico de f~1.

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS & COMPLEMENTOS 2.1

1. As funcoes apresentadas em (a), (b), (c), (d), (e), (f), (g), (h), (j) e (1) tém para dominio o

conjunto R dos numeros reais. Por outro lado, temos:

() R—{l}eh(z)=a+1,sex#1.
(k) R—{-1/2}.

(m) R—{0}.

(n) R—{1}.

(0) R—{~1}eg(z)=2—1,scx#—1.

2. Considere as possibilidades:

e £ <1,ondetem-se |zt —1|+|z—2|=(—x+1)+ (—x+2) =2z +3.
e 1<z <2 ondetemse|z—1|+|z—2|=z—1+(—2z+2)=1

e r>2 ondetem-se [z — 1|+ |z —2|=zx—14+2—2=2x—3.
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Veja o grafico na figura abaixo.

9
Y

1 2 r

3. Nas descrigoes abaixo, anotamos R — {a} para indicar o conjunto {z € R: x # a}.

(a) R—{1} ou (—oo0,1)U(l,4+00) ou {zxeR:z#1}.

(b) R—{-1,1} ={zeR:z#—-1lex#1}.

(—o0,—1JU[l,4o0) ={z eR:xz < —-louxz>1}.
{2} ou (—o0,—2)U(=2,4+00).

(c
(d
+oo)={zx eR:x>-2}.

R—
e) [-2,

R—{-1,0}={zeR:z# —lex#£0}.
(—o0

(=00

Ro

(
(

f
(g —1) U[L, +00).
(h —-3)U [0, +00).

)
)
)
)
)
)
)
)
(i)
(3) [0,2/3].
)
)
)
)
)
)
)
)
)

u (—o0,+00).

(k) (1/3,1/2].

() (=00, =2) U[3, +00).

(m) (—o0,400) =R.

(n) [-2,2].

(0) (=00, ~1)U(~1,+00) = {z € R:a # —1}.

() {zeR:—/B2<a < V/52) = [-/5/2,/52)
(a) [1,3].

(r) 0,1].

(s) [0,5/2].

17
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10.

11.

12.

13.

(t) [1,400)U{0}.

. Fazer.
. R$ 2.000,00.
. D(f)=(—00,—11/2] U [-5/6,+00).

No intervalo —3 < z < 2, temos

0< |J:3 —2m2+3$—4‘ < lz* + }2332

(a) 22 +4z+5= (22 +dx+4)+1=(z+2)° +1
(b) Uma pardbola com vértice no ponto V' (-2, 1)

(c) O menor valor de f é 1 e ocorre em z = —2.

. Fazer.

(a) y=v4—2a% (b)[-2,2].
S (z) = 2% + 8/x.
T (h) = —10h +20; T (2,5) = —5°C.

Leitura do gréfico.

—3x+4| <27+ 31 =58

(a) =4 (b)ndo (c)z=-3, x=1ex=3 (d) Para dois valores (e) [-3,3] (f) [—4,4].

Leitura do gréfico.

~

(@) f(=4)=—4 g(3)=3
(b)
(c) Dom (f) =[-4,7/2] e Im(f)=[-4,2].

a
8
I
|
[\

(d)
(e) Dois valores.

(f) Dois valores.

EXERCICIOS & COMPLEMENTOS 2.2

Dom (g) =[-7/2,7/2] e Im(g)=[-5/2,7/2].
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1. Recorde-se que uma fungao f definida em um intervalo simétrico serd par quando f () = f (—z), V x,

e serd ifmpar quado f (—z)=—f(x), V=
(a) impar (b) par (c) nem par nem impar (d) par (e) par.
2. Mostre que g (z) = g (—x) e h(—x) = —h (z). Para concluir, observe que

f() =359 () +h(2)].

3. Mais uma vez tenha em mente os conceitos de fun¢ao par e fungao fmpar.
(a) Dado que f e g sao fungoes pares, entao f (—x) = f(z) e g(—z) = g (x) e, assim,
[f+9l(=z) = f(—z) +g(—z) = f(2) +g(z) = [f + 9] ().
(b) Se f e g sdo fmpares, entdo o produto f - g é par. De fato,

[f gl (=) = f(=2) - g (=) = [-f (@)] - [-g (@)] = [f - 9] (z).

[f gl (=) = f(=2) - g(=2) = f(2) - [-g (@)] = = [f - 9] () .
4. As fungoes f e g s@o iguais apenas no caso (b).
5. f(z) =322 — 22 +5.
6. Conceito.
7. Sea>0exy < x9, entdo axry + b < axo + b e a fundo afim é crescente.

8. A fungao f é crescente no intervalo [0, 3] .

(a) Im (f) =Dom (g) =[0,4+00) e h(z)=|z|.
z2 44
(b) Im(f) = [3,+00) C Dom(9) =R—{2} e h(z)= "5~
(c) Im(f) =(-00,0) CDom(g) = (-00,2] e h(z)=+2+x, 2>0.
) =

Dom(g)=R—-{1} e h(z)=-2x—-1, z#-1.
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9. Se f & par, entao f(—x) = f (x) e, sendo assim,

Logo, h (x) é uma funcdo par. Podemos concluir que h é uma funcdo fmpar, se f e g o forem.

Limitada inferiormente.

(a
(b

Limitada.

(¢) Limitada.

)
)
)
(d) Limitada Superiormente.

10. Fazer

11. Fazer

12. Fazer

13. Considere f (z) =1/x, 2 > 0,e g: (—1,1) — R a fungdo definida por:

1/xz, sex#0

g\z) =
(@) 0, sex=0.

Observe que ¢ (x) assume valores arbitrariamente grandes, quando x é positivo e préximo de zero,

e valores arbitrariamente pequenos, quando x é negativo e préximo de zero.

EXERCICIOS & COMPLEMENTOS 2.3
L f(x)=%(@=x-5).
2. fof':R — R, dada por (fo ffl) (x) =z
3. Considere para dominio e contra-domfnio o intervalo [0, +0c). A inversa ¢ f~1 (z) = \/z.
4. k#£0 e fl=f

5. b=3/4. A inversa ¢ a funcio g : [3/4, +00) — [1/2,+00), definida por g (y) = 5 +,/y — 3.
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