CALCULO DE UMA VARIAVEL 3. LIMITE E CONTINUIDADE

3.1 Fundamentos Basicos

B FORMAS INDETERMINADAS

0
g 00—00 | 0? | 1% | 0 x o0
0]
B OPERACOES COM OS SIMBOLOS +co

00 + 00 = 00 00 X 00 = 00 (—00) X 00 = —00
kxoo=o00, sek>0 kxoo=—00, sek<0 (—00) X (—00) = 00
k* =00, sek>1 oof =00, sep>0 oo =0, sep<O0
k k
— =400 e — =0 —00 — 00 = —00 o0 X (—o0) = —00
0 T+ ( )

B FUNCOES RACIONAIS

Ao calcular o limte no infinito (quando  — +00) de uma fungao racional (quociente de dois polinémios),

recomendamos colocar em evidéncia no numerador e no denominador o termo de maior grau:

A A A Ap_
i A0—|—A1£IZ—|—A2$2—|—A3$3+--'—|—An$n . xn|:x7"0+x"l1+x”732++Tl+A”}
11m = 11m

z—+o0 By + Bix + Bgl‘2 + 33333 + -+ Bk-Tk ~a—koo xk [BT? +
x

— :
j}1+m§Ez+---+%+Bk}

Cada termo que contém uma poténcia de x no denominador tem limite zero e, sendo assim, o valor do
limite se reduz a:
. Apx™
vtoo Byak
O valor final depende dos coeficientes A,, e By, e, naturalmente, de n e k que s&o os graus dos polinémios.

a) Se os polindmios tém mesmo grau, isto é, n = k, entao o valor do limite é:

. A,z A,
im = .
z—too By By

b) Se o grau do numerador (n) é maior do que o grau do denominador (k), entao:
Apz™ A
zEI:II:loo #ﬁk = zgrinoo B—Za:nfk = 4o0. (depende do sinal de A,,/B,; note que n —k > 0)
¢) Se o grau do numerador (n) é menor do que o grau do denominador (k), entao:

im 27—l (A/Bp)— = 0. (note que k—n > 0)
Iirfkamk—zirfm n/Br) = =0 note que n
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B PROPRIEDADES ALGEBRICAS
Suponhamos que lim f (z) = L e que lim g (x) = M. Entao:
rT—a T—a

1. lim k =k, k constante.

2. iiirlll[f(x):l:g(:v)]:L:I:M.

3. lim [kf (x)] = kL, k constante.

r—a

4. lim [f (z) x g(x)] =L x M.

r—a

5. lm [f(2) /g (x)] = L/M, (M #0 e g(z)#0, Vo #a)

r—a

B OUTRAS PROPRIEDADES

1. Se lim f (z) = L, entdo lim |f (z)| = |L].

r—a

2. Se lim g () =0 e f(z) é uma fungdo limitada', entdo lim [f (z) x g (x)] = 0.

r—a T—a

3. Confronto: se f(z) < g(x) < h(z), Yz, ese lim f(z) = lim h(z) = L, entdo lim g (z) = L.

r—a Tr—a

B ESCREVENDO PARA APRENDER
1. Em cada caso abaixo calcule o limite de f (z), quando  — a.

(a) f(z)=22+5; a=-T.

() fl2) = St a=
© flay= "0
(d)f(x):;ff_;;; a=—2.
(e)f(a:)—\/s%l_Q; =1
0 pw =Yy
® f@=""% a=1

) f@) =2V sy

0 Fo) ="t -0

X

'Uma funcdo f (z) é limitada quando existir uma constante C, tal que |f (z)] < C, Vz.

r—a
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22 + 8x — 20
— a=2.

G) fo) =S

_ -9

= 2.
c—2 @

zt— 2z +1
1 e
(1) £ (=) 23+ 222 +1°

B 1—\/14—1"
_\/sc—l—:c7

(3-a%)"~16
3 —1 ’

O F@ =Y s

Yz 4+2-1

(k) f(x)

(m) f(z)

(m) f(z) =

a=1 (considere u = 3 — x?)

(p) f(x) —r1 0 o= -1 (considere u = {/x + 2)
. Se f é uma fungao definida em R e lir% fSUx) = 1, mostre que:
T—
2
@) m 28 _ 5 (1) tim £ G
x—0 X z—0 x
. Sabendo que lim f(f) =1, calcule lim f(x)e lim @
r——2 T r——2 T——2 T
f(z)—5

. Sabendo-se que lim

ling ———— = 3, calcule il_)rllzf (x).

2 2
. Se ¢ é uma funcao tal que 1 — % <epr) <1+ %, Va # 0, calcule lirr%)cp (x).
Tr—

. Sabendo que lim f (z) = 0 e que g (z) é uma fungao limitada, use a propriedade do Confronto e
T—a

mostre que ;13211 [f (£)-g (x)]=0.

l,sex <0
. Considere a fungao ¢ definida por g (z) = { ) - 0 Investigue a existéncia dos limites:
-1, se z >

lir%g (z) e lin%) 229 (z).

. Em cada caso abaixo, calcule os limites laterais de f no ponto a.
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T +3 T
= —0, = —2 b = —, =
(a) fl2) ="~ @ (b) f () (@ —2)°
2—x z2—4
(C)f(x):m, a=1 (d)f(m):m7 a=2
Va2 +4r +5— /5 (x+3) |z +2|
(©) f () = : N
V2zx (x—1) x+3
=—" 1 h = — = —
®) o) ==t () @) = g =3
2 —1 x4+ 2
0 f @)= 0) f ()= s o
9. Calcule lir]2f1+ V& — 2 e verifique se existe o limite 111;17 v —2.
10. Calcule os limites laterais indicados.
1 1 . 1 i 1
) . ) . 241 . x—3
@t Ol ® B, =2 O
3 3 x? — 3z |z — 1
i) 1 i) 1 k) lim ——— ) 1
(i) ot 22 — (0 o0~ T2 — 3 ( >x5§1+ 2 —6x+9 ()x—}r—nr z—1
. 2z +1 3x2 —4 . €T . 22+ 3
(m xli%l+ 22+ n) poi+ 1 — g2 (0) :pli%l‘* || (p) x2?1+ x2—1
11. Calcule os seguintes limites no infinito:
(a) IiT (z* + 3z + 2) b) lim (z* — 3z + 2) (c) lir}rl (323 + 2z + 1)

(d) lim (32®+2z+1)

T——00 T—+00

(e) lim (5—4dz+a? —a°)

(f) lim (5— 4z +2? —2°)

T——00

5% — 6z + 1 53 — 6z + 1 VT +1
() w—gloo 63 + 2 (b) P 623 4 2 @) x—1>r—&{100 z+3
() lim (v +3) (k) lim (¢-Vva2+3) O lim (2 - va¥+3)
. . S5—w . 2= /||
1 (2 — VP ) lim Y
SPL G C I LW Py L S

3.2 Limitex Continuidade

Uma funcdo y = f (x) é continua no ponto xy de seu dominio quando tiver limite no ponto ¢ e, além

disso, lim f(z) = f(x0). Quando f (x) nao for continua no ponto zp, diremos que f é descontinua em
T—x0

xo e isto ocorrerd quando ao menos uma das condigoes abaixo se verificar:

e ou f nao estiver definida no ponto x;
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e ou o limite de f (z) no ponto z nao existir;

e ou f tiver limite em z(, mas, o valor do limite nao coincidir com f (zg) .

B ESCREVENDO PARA APRENDER
1. Verdadeiro (V) ou Falso (F)?

(a) lim+ f(z)= lim f(z) = f ¢ continua em z = a.

(b) Se lim |f (x)| existe, entao lim f (x) também existe.
r—a r—a

(c) Se lim |f (z)| =0, entdo lim f (z) = 0.

25

2
-1
. - i . L, sex # 1
2. Calcule hm1 f (z), onde a fungao f : R — R ¢é definida por f(x) = x—1
o 3, sex=1
Esta funcao é continua em x = 17
22 -3z 42

3. Seja f uma fungao real continua, definida em torno do ponto a = 1, tal que f (z) = ]
T —

para x # 1. Quanto vale f (1)? Por qué?

)

4. Em cada caso, determine o valor de k, de modo que a fungao f(z) seja continua no ponto a

indicado.
3 -8 VT —+/3
LT ° 2 vt—vo ‘

(@) a=2 fx)={ w_2 %7 ) a=3 fa)={ w—3 CT>0ec#3
k,sex =2 k,sex=3

. N . P+ . )
5. Seja f a fungao definida por: f(—1) =2e f(z) = L1 paraz # —1. A fungado f é continua
x
no ponto x = —17 Por qué? E no ponto x = 07

6. Dé exemplo de uma fungao f, definida em R, descontinua no ponto x = 2, mas que satisfaga

li = 1l .
g S @)= Iy S @)
7. Seja f uma funcdo tal que |f (z)| < 22, Vo € R. Mostre que f ¢ continua em x = 0.

8. Esboce o grifico e encontre os pontos de descontinuidade da fungao f, definida por:

222 + 3

,sex <1

f(x) = 6—bxr,sel<x<3
r—3,sex >3
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Em cada caso, esboce o gréafico da funcao e diga se ela é continua no ponto a indicado.

2—x,sex>1 7$_2,se:c7é2
() a=0; f()=1 ", (B)a=0; flz)=1q lz=2

zhsez <1 1,se x =2

2 —2x—3 0,sex <0
(C)a:_la f(‘%.):T (d)CL:L f(x):{[x]7sexzo

B n~ota No Exercicio 9(d), [z] representa o maior inteiro menor ou igual a = e a funcdo

correspondente x — [x] é denominada funcao escada.

Seja f a fungao cujo gréfico encontra-se esbogado abaixo.

(a) Calcule lir% f(x). Y,
(b) Calcule ilig, f(x). /\\//—~%
(c) Calcule f(0). / o~
(d) Calculef(3). \\
(e) f & continua no ponto x = 0?7 of [2 [4 ;ac
(f) f é continua no ponto x = 37

Fig. 3.1

. ) . 3’ +art+a+3 |
Existe um nimero real o capaz de fazer com que lim 3 exista?
z——2 x4 +x—2

Uma companhia ferrovidria cobra R$10 por km, para transportar um vagao até uma distancia de
200km, cobrando ainda R$8 por cada km que exceda a 200. Além disso, essa mesma companhia
cobra uma taxa de servico de R$1.000 por vagao, independentemente da distdncia a percorrer.
Determine a fung@o que representa o custo para transportar um vagao a uma distancia de x km

e esboce seu grafico. Essa fungao é continua em x = 2007

Uma fabrica é capaz de produzir 15.000 unidades de um certo produto, em um turno de 8 horas
de trabalho. Para cada turno de trabalho, sabe-se que existe um custo fixo de R$2.000,00, relativo
ao consumo de energia elétrica. Supondo-se que, por unidade produzida, o custo varidvel, dado
0 gasto com matéria prima e saldrios, ¢ de R$2,00, determine a funcdo que representa o custo
total para a fabricagdo de x unidades e esboce seu grafico. A funcdo encontrada é continua para
0 <z <45.0007

Um estacionamento cobra R$3 pela primeira hora, ou parte dela, e R$2 por hora sucessiva, ou
parte dela, até o mdximo de R$10. Esboce o grafico do custo do estacionamento como uma fungao

do tempo decorrido e analise as descontinuidades dessa funcao.

Prove que a equacdo z° + 2 + 1 = 0 tem ao menos uma raiz no intervalo [—1,0].
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16. Prove que a equacio =3 — 4z + 2 = 0 admite trés raizes reais e distintas.

x2—|—2,se —-2<z<0

. Mostre que nao existe um
—x2—2,se0§x§2

17. Considere a funcao f definida por: f (z) = {

nimero « no intervalo [—2,2] tal que f (a) = 0. Isto contradiz o coroldrio do Teorema do valor

Intermedidrio?

18. Quais das seguintes afirmagoes sobre a funcao y = f (z) ilustrada abaixo sao verdadeiras e quais

sao falsas?

19. Explique por que os limites abaixo nao existem.

T x x4+ 3 a?+3
i & . . .
(2) ey || (b) g — 1 (c) P (x—1)(z+2) =00 T

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 3.1
L (a)=9 ()3/2 (c) -7 (d)-1/2 (e)4 (f)—-1/3 (9)4/3 (W) 1/6 ()1 ()4 (k) 1/3V4
1) 0 (m)1/B3-v2) (n) =32 (0)1/2 (p)1/3.

2. Nos dois casos, usaremos uma mudancga de varigvel.

(a) Com u = 3z, tem-se lim fB2) = 3 lim M
z—0 x u—0 U
2
2 ¢ encontre lim 7(56 ) ==+ lim M

F =
<b) acau v x—0 xT u—0 u
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5. 1.
6. Use a relagdo 0 < [f (z) - g (z)] < M |f (z)| e a propriedade do Confronto.
7. A funcao g (x) nao tem limite em z =0 e hH(l) [2%g (z)] = 0.

8. Veja a tabela.

(@) | () | () [(d)] (¢ |(B)] (& [ () | )] ()
lim f(z) | —oo | +oo | +oo | =4 | 2v5/5 | =1 | —V2 | —1/6 | =2 | —1/4
lim f(z) | 400 | +00 | —o0 | 4 2v5/5 | 1 | V2 | 1/6 | 2 | 1/4

9. Quando x — 2T o limite existe e vale 0. Quando  — 2~ o limite ndo existe, porque a funcdo nao

estd definida & esquerda de x = 2.

10. Veja a tabela.
(@) | () [ ()@ ](e)] &) [(&] (B) | (&) |G| & A |@m)] @) || /)

00| —0 || o0 || —0|low|—0|—0|xx|ow|—-1| 0o |—-0]| 1 |-

11. Veja a tabela.

(@) | (b) | () | (d) | (e) | (©) | (g) | () () |G| | O |m) | @ |©)
o0 | 00 | 00 | —00 | —c0 | o0 [ 5/6[5/6] 0 |oc0|5/6]—0c0|—00]|—-1/2]-1

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 3.2

2. il_}mlf () =2e f(1) =3. Logo, f & descontinua em a = 1.

3. Como f é continua em a = 1, devemos ter f (1) = —1.

4. (a) k=12 (b) k=+/3/6.

5. f é descontinua em x = —1, porque f (—1) =2e mlirrjl f (z) = —1. A fungao é continua em z = 0.
6. Considere, por exemplo, a fungao f definida assim: f(x) =z, paraz #2e f(2) =0.

7. x = 3 é a tnica descontinuidade de f.

8. Use a Propriedade do Confronto.

9. (a) sim (b) sim (c)ndo (d) nao.

10. (a) 3 (b) naoexiste (c) 3 (d) 4 (e) sim (f) nao.
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11. Se a = 15, o limite serd —1.

12. Se z < 200, o custo C (z) ¢ determinado em reais por C (x) = 1.000 + 10z. O custo para uma
distancia de 200 km é, portanto, C'(200) = R$3.000. Se a distancia excede 200 km, isto &, se
x > 200, entdo o custo total sera dado por C(x) = 3.000 + 8(x — 200). Resumindo, temos:
C (z) = 1000 + 10z, se 0 < x < 200, e C (z) = 1400 + 8z, para = > 200. Essa funcdo ¢ continua

em x = 200.

13. Se 0 < z < 15000, um tnico turno de trabalho serd suficente e, assim, C (z) = 2000 4+ 2z. Se
15000 < x < 45000, entao a fabrica devera operar em 3 turnos e, nesse caso, C' (z) = 6000 + 10z.

Nesse intervalo a funcéo custo é descontinua.
14. As descontinuidades ocorrem nos instantes t =1, t =2, t =3et =4

15. Basta observar que f(—1) < 0 e que f (1) > 0. A conclusao segue do Teorema do Valor Inter-

medidrio.
16. Use o Teorema do Valor Intermedidrio para a funcao f (), nos intervalos [—3,0], [0,1] e [1,2].
17. Nao. Como a fungao nao é continua em [—2,2], o fato ndo contradiz o resultado citado.
18.V, V, F,F, F, V.

19. Em cada caso, note que os limites laterais, quando existem, sao diferentes.
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