CALCULO DE UMA VARIAVEL

5. DERIVADAS: aplicacoes

5.1

10.

11.

12.

O Teorema do Valor Médio

4
. Se f(z) = x + —, encontre o nimero ¢ que satisfaz a conclusdo do TVM (Teorema do Valor
x

Médio) no intervalo [1,8].

. Seja f (z) = |x — 1|. Mostre que nao existe um nimero ¢ satisfazendo 3’ (¢) = f (3) — f (0). Isso

contradiz o TVM?

. Verifique que a funcio f (z) = 1 — V22 é tal que f (—1) = f (1) e, contudo, nio existe um niimero

¢ no intervalo (—1, 1), satisfazendo a f’ (¢) = 0. Isso contradiz o Teorema de Rolle? Por qué?

. Prove que a equacdo x> + x — 1 = 0 tem exatamente uma raiz real.
. Prove que existe um tinico nimero real x talque e* + z = 0.

. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Se f & derivdvel em (a,b) e f'(z) = 0, Vz € (a,b),

mostre que f é uma funcao constante.

. Mostre que arctgx + arccotgx = /2. (sug.: mostre que a funcao f (z) = arctgx + arccotgx é

constante e, entao, calcule f(1)).

. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Se f é derivavel em (a,b) e f'(z) = f (z), Vz € (a,b),

mostre que existe uma constante C tal que f (z) = Ce®, Vz € [a,b]. (sug.: verifique que a fungao

¢ (x) = f(z)e " é constante).

. Sejam f, g : [a,b] — R fungdes continuas. Se ambas sao derivdveis em (a,b) e f' (z) = ¢’ (x), para

todo z € (a,b), mostre que essas fungoes diferem por uma constante, isto é, f (z) = g (z) + C.
Considere g (r) = 2* — 4z + 1. Encontre a funcio f que satisfaz ' (z) = ¢’ (z) e f (1) = 2.

Mostre que e* > 1+ x, para > 0. Mostre, em seguida, que €* > 1 + x + 22/2, com a mesma
restricao = > 0. Use o processo indutivo para provar, em geral, que:
2 $3 "

S

o1 T3 ) baraz > 0. (5.1)

E se x < 0 a desigualdade (5.1) continua vélida?

Mostre que 7 ;L: <In(1+z) < z, seja qual for o z > 0.

xT
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13.

14.

15.

5.2

Mostre que senx < x, seja qual for o x > 0.

2

Mostre que a equacao x° — zsenz — cosz = 0 tem duas e somente duas raizes, uma negativa e a

outra positiva.

Mostre que 6 < tgf, para 0 < 0 < /2.

Maximos & Minimos

. Considere a fungio f (x) = 2® — 32% + 3.

(a) Decida sobre a existéncia de maximos ou minimos locais e absolutos de f.

(b) Calcule os valores méximo e minimo de f no intervalo [—2, 3] e determine os pontos nos quais

esses valores sao assumidos.

. Considere a funcao f (r) = 22% — 922 + 122 + 3.

(a) Decida sobre a existéncia de maximos ou minimos locais e absolutos de f.

(b) Calcule os valores maximo e minimo de f no intervalo [0, 3] e determine os pontos nos quais

esses valores sao assumidos.
(c) Repita o item (b), considerando o intervalo [1/2,3].
(d) Repita o item (b), considerando o intervalo [1/2,5/2].

(e) Repita o item (b), considerando o intervalo [3/4,9/4].

. Analise cada uma das fungoes definidas abaixo com relacao & existéncia de méximos ou minimos

locais e absolutos.

(a) f(x) =senx +cosz, z € [0,2n] (b) f(z)=2xe™™, z€R
(¢c) f(xz)=3cos(2z), z€|0,n] (d) f(z)=vV1—-22 ze€[-1,1]
(e) f(x)=2*+1/z, ©#0 (f) f(z) =221 —22, z€[-1,1]

. A funcdo f(z) = 2 — |1 — x|, definida para 0 < z < 2, admite algum ponto de maximo ou de

minimo?

. Determine, se existirem, os pontos de minimo e de maximo da funcéo y = 2ze?*. Analise, ainda,

o grifico dessa fungao quanto & concavidade.
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6. Esboce o gréfico de cada uma das fungoes definidas abaixo.

(a) f(z) =23 —3x (b) f (x) = 2* — 222

(o) f(a) = a* - 2

X 1-2 CU2
(e)f"(ﬂﬁ)=$j_”1L (f)f(x):1+x2 (g)f(gg):“r
X $4
1@ = ODi@="0 W=

(a) Em que intervalo f é crescente?
(b) Em que intervalo f é decrescente?

(c) Essa funcdo possui pontos de maximo ou de minimo? E

ponto de inflexao ela possui?

(d) O que representa, no grafico, a reta y = 47

(0) f () = ze™

@ f (@)= 70
) £ @)= 252
) f )= 5
(0) f () =

1 B8 828 4

Fig. 5.1

8. Suponha que a Figura 5.2 corresponda ao grafico da derivada f’ (z) de certa fungdo y = f ().

(a) Qual a inclinagao da tangente ao gréfico de f em x = 17

(b) Com relac@o ao crescimento e a concavidade, descreva o

grafico de f no intervalo [1,2].
(c) O gréfico de f possui alguma tangente horizontal?

(d) A funcdo f possui ponto de mdximo ou de minimo local?

Y A

A

Fig.5.2

9. Existe algum valor para m, de modo que a funcdo f (z) = mz —m?In (1 + x2) tenha x = 2 como

ponto de minimo local?

10. Se a? < 3b, deduza que a funcdo f (z) = 2® + ax? + bx + ¢ ndo possui méximo nem minimo.

5.3 Problemas de Maximos & Minimos

1. Determine dois nimeros positivos = e y com produto p e cuja soma seja a menor possivel.
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2.

10.

11.

. Dois corretores, de larguras a e b, encontram-se num angulo

Determine as dimensoes de uma caixa retangular de base quadrada, sem tampa, de forma que sua

area total tenha um valor prefixado A e seu volume V seja o maior possivel.

. Demonstre que o retangulo de drea méxima inscrito em um circulo de raio r é um quadrado.

. De todos os tridngulos iséceles de igual perfmetro, o que tem maior drea ¢é o tridngulo eqiiildtero.

>

reto, como indica a Figura 5.3, e desejamos construir uma
viga de comprimento minimo [ passando horizontalmente de 0

um corredor ao outro. Sabendo que tal comprimento [ coincide \{

com o0 minimo da funcao

a b
senf  cosf’

1(0) =

determine [, em funcao de a e b. Fig. 5.3 b

. Encontre sobre a curva 32 — 22 = 1, o ponto mais préximo do ponto A (—1,0).

Qual o niimero real positivo cuja diferenga entre ele e seu quadrado resulta no maior valor possivel?

. Qual ponto da pardbola y = 1 — 22 estd mais préximo da origem? (sug.: esse problema consiste

em minimizar a funcio f (z) = 22 +y? = 22 + (1 — :E2)2, que representa o quadrado da distancia

de um ponto da pardbola a origem).

. Qual ponto da pardbola y = x? estd mais préximo da reta y = z — 2? (sug.: minimize o quadrado

da distancia de um ponto a uma retal).
Dentre todos os retdngulos com o mesmo perimetro p, mostre que o quadrado é o de maior &rea.

Para encontrar a reta que passa no ponto A (3,2) e forma com os eixos coordenados um tridngulo

de drea minima, proceda assim:
(a) Observe a ilustra¢ao na Figura 5.4. LE

(b) Admita a reta na forma y = az +b e note que 3a+b=2. %

(¢) A fungdo a ser minimizada é a fungao drea:

zoyo  —b?
Ala.b) === =5

(d) Determine a e b e, em seguida, a equagao da reta.
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12.

13.

14.

15.

Encontre os comprimentos dos lados do retangulo de maior drea
que pode ser inscrito em um semicirculo de raio r, estando a

base do retangulo sobre o didmetro do semicirculo. (sug.: a

funcao a ser maximizada é a drea e esta vem dada por:

A =2zy = 2z\/1% — 22 o

Uma indistria de embalagens de metal onde vocé trabalha é
escolhida para fornecer latinhas de cerveja de 500ml para um
fabricante multinacional. O gerente da fdbrica descobre que
vocé é um funciondrio que ja estudou célculo e, por essa razao,
lhe procura e pergunta: as dimensoes da lata (altura e raio)
podem influir no custo da produgao? (sug.: lembre-se das fér-

mulas bésicas da drea total e volume do cilindro de raio = e

altura y: Ay = 2ma? + 272y e V = may = 500).

Fig. 5.6

Uma inddtstria produz determinado artigo e vende-o com um lucro mensal dado pela expressao
L(q) = —¢® + 12¢*> + 60q — 4, onde q representa a quantidade produzida mensalmente. Qual a

producdo que maximiza o lucro? Qual é esse lucro méaximo?

Duas torres tém, respectivamente, 50 e 30 metros de altura, estando separadas por uma distancia
de 150 metros e um cabo guia deve ser estendido do ponto A até o topo de cada torre. (veja
Figura 5.6).

(a) Localize exatamente o ponto A de modo que o comprimento total do cabo seja minimo.

(b) Mostre que o comprimento do cabo usado é minimo sempre que os angulos em A sdo iguais,

independente da altura das torres.

50 m ....................

x
3
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16. Uma drea retangular em uma fazenda serd cercada por um rio e nos outros trés lados por uma

cerca elétrica feita de um fio. Com 800m de fio a disposicao, qual é a maior drea que se pode

cercar e quais sdo suas dimensoes?

17. Uma folha com perimetro de 36m serd enrolada para formar
um cilindro, como é mostrado na figura ao lado. Que valores
de x e y fornecem o maior volume?

A mesma folha sofrerd uma revolucao em torno de seu lado
y gerando um outro cilindro. Que valores de = e y fornecem,

agora, o maior volume?

18. Determine o raio r e a altura h do maior cilindro circular reto
que pode ser colocado dentro de uma esfera de raio v/3, como
sugere a figura 5.9 ao lado. (recorde-se que o volume da esfera

e do cilindro sa o dados, respectimaente por:

4
Ve = §7TR3 e Vo= 7T7“2h).

19. Se o perimetro do setor circular apresentado na figura 5.10 ao
lado for fixado em 100m, que valores de r e s darao ao setor a
maior area?

O perimetro e a drea do setor sao dados, respectivamente, por:

100=2r+s o A:%

5.4 A Regra de L’Hopital

Fig. 5.8

Fig. 5.10

John Bernoulli descobriu uma regra para o célculo de limites de fragoes cujos numeradores e denomi-

nadores tendem para zero. A regra é conhecida atualmente como Regra de I’Hépital, em homenagem

ao marqués de St. Mesme, Guillaume Frangois Antoine de I’Hopital (1661-1704), um nobre francés que

escreveu o primeiro texto elementar de calculo diferencial, onde a regra foi impressa pela primeira vez.
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| FORMA INDETERMINADA (/0

Se as fungoes continuas f (x) e g (z) sdo zero em x = a, entao

o L@
L g(z)

nao pode ser calculado com a substituigdo x = a. A substituigdo gera a expressao 0/0, sem significado
algum. Recorde-se dos argumentos que utilizamos em sala de aula para calcular lim,_,o (senz) /z, em
que a substituicdo = = 0 produziu a forma indeterminada 0/0. Por outro lado, fomos bem sucedidos

com o limite
L (@) = £ (@)

T—a r—a
com o qual calculamos a derivada f’(a) e que sempre resulta na forma 0/0 com a substitui¢do x = a.
A Regra de I’'Hopital nos permite usar derivadas para calcular limites que, abordados de outra forma,

conduzem & formas indeterminadas.
Teorema 5.1 (Regra de I’Hépital) Suponha que f (a) = g(a) =0, que f e g sejam derivdveis em
um intervalo aberto contendo a e que g’ (x) # 0 nesse intervalo exceto, possivelmente, em x = a. Entdo:

lim /(@) = lim f'(@)
Whg@) e g (2)

, (5.2)

desde que ezista o limite do lado direito de (5.2).

Alerta! Ao aplicar a Regra de Tlustragcao Aplicando a Regra de I’Hopital
1 —cosz

I’Hopital nao caia na armadilha de A expressao 5

com x = 0 produz a indetermi-
x

usar a derivada de f/g. O quociente nacao 0/0 e aplicando a regra (5.3), encontramos:

a ser usado é f'/g' e nao (f/g)".

. 1—cosz . senx 0

lim ———— = lim =-=

z—0 x+x z—0 1+ 2x 1
| FORMAS INDETERMINADAS 00/00, 00 X 0 € 00 — 00

Uma versao da Regra de ’'Hopital também se aplica a quocientes que produzem as formas indeter-
minadas 0o/00, 00-0, 0o —o0o. Por exemplo, se f () e g (z) tendem ao infinito, quando = — a, entao a
féormula (5.2) continua vélida, desde que o limite do lado direito exista. Aqui, como também na forma

indeterminada 0/0, o ponto a onde investigamos o limite pode ser finito ou +oo.

Exemplo 5.2 Calcular os limites:

secx . Inz

lim ——— b .
(a) :v—1>r7?/2 1+tgzx z—00 2,/

Solucao



COMPLEMENTOS 5 DERIVADAS: aplicacoes 55

(a) Note que o numerador e o denominador sendo descontinuos em x = 7/2, investigaremos os limites

laterais nesse ponto. Temos:

t
lim T[] = (’Hopital) =  lim w = lim senz=1.
a—(r/2)” 1 +tgx a—(r/2)” SecT z—(m/2)"

O limite lateral a direita também é 1 e, neste caso, a forma indeterminada é ——. Logo, o limite
—0
existe e tem valor 1.

(b) Temos

e e e Mfe 1
S, oz = %)= (Hopitab) = i 777 = Jim, 2 =0

Exemplo 5.3 (Usando as formas oo -0 e oo —o0) Calcular os limites:

1 1 1
li - b) li -—1.
@ Jim (esen ) @) (- )

Solucao

(a) Temos que

1 1
lim (:L'sen > = = (fazer t = 1/z) = lim (t sent) =1.
r—00 X

t—0t

- 1 S
(b) Se x — 0%, entao senz — 0T e, portanto, — — — o0 — 00. De maneira similar, se x — 07,
1 ) enr
entao — — — —00 + 0. Nenhuma das duas formas revela o que acontece com o limite. A
senx
saida é combinarmos as fragoes:
1 1 x—senzx
senx X rsenw

e, entao, aplicamos a Regra de I’Hopital ao resultado:

1 1 — se 1 — cos
lim < - ) — lim 25T o) (rHopital) = lim ——>%  —[0] = ('Hopital) =
z—0 \senx X z—0 xsenx z—0 senx + T cosx
sen 0

= lim =—-=0.
z—0 2CO0ST — Trsenx 2

[ | FORMAS INDETERMINADAS 1%, 0 e oo®
Os limites que produzem essas formas indeterminadas podem, as vezes, ser tratados utilizando-se

logaritmos. De fato, da relacdo f (z) = exp [In f (x)] deduzimos que:

limIn[f (z)] =L = 3113{11 exp [In f (z)] = exp [;11}1(11 In f (m)] = ek (5.3)

r—a

Em (5.3) o ponto a pode ser finito ou £oo.
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Exemplo 5.4 Calcular os seguintes limites:

(a) lim (1 + x) (b) xli%l+ x (c¢) lim =z

T—00 Tr—00

Solugao

(a) Trata-se de uma indeterminagao do tipo 1°°, a qual serd convertida em 0/0 por aplicagdo do

logaritimo. Considerando f (x) = (1 + 1/2)", temos:

lnf(x)=1n<1+i)m:x1n<1+i> Zln(ll—;;/x)zf(x):exp [W]

e, portanto:

T—00 —0 1/$

lim f(zx) = :plggo exp [In f ()] = exp L im ln(l—{—l/m)] = exp( ) = ('Hopital) =
= exp nggo l—i-ll/ac] =el=e.

(b) Trata-se de uma indeterminagao do tipo 0° e procederemos como no ftem (a). Temos:

1
lim z* = : lim+ exp [lnz”] = exp [ lim xlnx] = exp [ lim nx] =exp(|=2|)=

z—07F z—0 z—0 xz—07T 1/5[3

1
= (I'Hopital) = exp Lli)r(r)l+ _1//3;2] = exp Lli)r(l;l+ (—:c)] =’ =1.

(c) Temos agora uma indeterminagao do tipo oo” e procederemos como no ftem (a). Temos:

lim z/* = = xlirgo exp [lna:l/x} = exp [lim lnx} = exp( ) =

T—00 r—00 I

1 1
= (IHopital) = exp [ lim {m] = exp [ lim } =’ =1.

Tr—00 T—00 I

5.4.1 Escrevendo para aprender

Como parte do processo de treinamento, vamos demonstrar a Regra de ’'Hopital (5.2), no caso em
que o limite é finito, isto é, quando a for um nimero real. A demonstracao é na verdade uma aplicagao
do Teorema do Valor Médio de Cauchy, que é uma versao um pouquinho mais geral do Teorema do

Valor Médio apresentado em sala de aula.

Teorema 5.5 (Valor Médio de Cauchy) Suponha que as fungdes f e g sejam continuas no intervalo

fechado [a,b] e derivdveis no intervalo aberto (a,b) e suponha, ainda, que ¢’ () # 0 em qualquer x do

intervalo (a,b). Entdo existe um nimero ¢ em (a,b) tal que:
fO)-f@) £
g()—g(a) g (c)

(5.4)
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Demonstracao

Daremos o roteiro e deixaremos os detalhes da demonstragao para vocé preencher. Nao deixe de
fazé-lo.

(i) Aplique o Teorema de Rolle para a funcao g em [a, b] e deduza que g (b) # g (a); essa condicao é
necessaria em (5.5).

(ii) Aplique o Teorema de Rolle & fungao

f () —f(a)
—g(a)

para deduzir que existe ¢ em (a,b) tal que F’ (¢) = 0 e a partir dessa igualdade obtenha (5.4) O

Demonstracao da Regra de L’Hopital
Comece revendo as condigoes exigidas na regra. Suponha que x esteja a direita de a e aplique o

TVM de Cauchy ao intervalo [a, z|. Existe ¢ entre a e x tal que:

f'(c) _ f(x) — [ (a) — f(z) (lembre-se que f (a) = g (a) = 0).

g  g@)—gla) gz

Logo,
fle) _ flz)

gc)  g(x)

Conforme x tende para a, o nimero ¢ também se aproxima de a, porque estd entre x e a. Conseqiien-

temente, tomando o limite na dltima igualdade, com x — a™, obtemos:

@ SO @)

z—at g (l’) N z—at g/ (C) r—at g/ (.%') ’

(5.5)

que estabelece a Regra de 'Hopital. O caso em que x estd & esquerda de a o TVM de Cauchy é aplicado

ao intervalo [z, a] e o limite obtido ¢é o limite lateral & esquerda. B

Observagao 5.6 (Sobre as formas 0 e 07°°.) Seriam as formas 0> e 0~°° indeterminadas. Pre-

suma que uma fungao f (z) nao é negativa em um intervalo aberto contendo ¢ e que lim f (x) = 0.
r—cC
(a) Se lim g (z) = oo, entdo lim f (z)? = 0.
xr—c Tr—C

(b) Se lim g (x) = —o0, entdo lim f (x)g(x) = 0.

r—c

De fato: primeiro, recorde-se que exp (+00) = 400 e exp (—o0) = 0 e, depois, que

lim f (2)°) = exp [ lim g (2) In f ()| = exp[(£00) - (~o0)] = exp (Foc)

r—cC
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5.4.2 Exercicios Complementares 5.4

1. Calcule os limites indicados.

. Inz . . 1z . 1z
(a) i}iﬁ " (b) xli)r(l;l+ Vezlnz  (c) xEToox (d) ilg%] (1+x)
(e) lim z ) (f) lim asn*® (g) lim In(l—2) (h) lim (1 — cosz) cotg
z—+oco \ 1+ z—0+ z——0c0 x2—1 z—0

In(1+¢
@ i (F-v)er G im0 5D 0 tm ke ) tim o /2 - arctga)

2. A Regra de 'Hopital ndao ajuda a encontrar os limites apresentados abaixo. Tente, vocé voltars

sempre ao mesmo ponto. Calclule os limites de outra maneira.

V9 1 t
(@) m Y25 0 e T (o) i Y () tim 8T
z—00 /x + 1 e (n/2)" tgT z—0T y/senx z—0T COSeC T
3. Qual estd correto e qual estd errado? Justifique suas respostas.
.or—3 .1 1 . =3 0
(@) lim g =lmoy =5 Oimn—g=5-0
4. Em cada caso, construa duas fungoes derivdveis f e g, com lim f(z) = lim g(z) = oo, que
r—00 T— 00
satisfacam & condicao especificada.
(a) lim I (@) =3 (b) lim /(@) =00 (c) lim /(@) =0.
z—o0 g () z—o0 g () 2—o0 g ()
5. Considere as fungoes
r+2,sex#0 x+1,sex#0
f(x)= e g(z)=
0,sex=0 0,se x =0.
f'(z) f(x)

(a) Mostre que lim =1, e, contudo, lim =2
xr—

09 () 20 g ()
(b) Por que isso nao contradiz a Regra de I'Hopital?

5.5 Assintotas

Quando a distancia do grafico de certa fungdo y = f (z) a uma reta fixa v se aproxima de zero, a
medida que a curva se afasta da origem, diremos que a curva se aproxima assintdticamente da reta -y

ou que a reta y é uma assintota do gréfico da fungao y = f (z).

Exemplo 5.7 (Assintota Horizontal) A reta y = b é uma assintota horizontal do grifico da fungdo

y=[(x) se:
lim f(z)=0 ou lim f(z)=0. (5.6)

Tr—00 r——00
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Exemplo 5.8 (Assintota Vertical) A reta x = a é uma assintota vertical do grifico da fun¢ao y =
f(z) se:
lim f(z) =400 ou lim f(z)= +o0. (5.7)

r—a™t T—a~

Se a fungao y = f (x) € invertivel, a condi¢ao (5.7) é equivalente a

lim f~1(y)=a ou lim ! (y) =a. (5.8)

Y—00 y——00

Exemplo 5.9 (Assintota Obliqua) A reta y = ax + b, a # 0, é uma assintota obliqua do grifico da
fungio y = f (x) se:
lim |f (z) — (az +b)| = 0. (5.9)

|z|—o00

Exemplo 5.10 A func¢io y =z + 1/x tem o eizo y como assintota vertical e a reta y = x como uma

assintota obliqua. De fato:

(a) lim |f(z)—2|= lm |1/z|=0. (isso indica que y = x é uma assintota obliqua)
(b) hm+ fx)=4c0 e lim f(z)=—oc. (isso indica que x =0 é uma assintota vertical)
z—0 z—0~

5.5.1 Exercicios Complementares 5.5

1. Verifique que o grafico de cada uma das fungoes y = f (z) definidas abaixo possui ao menos um

tipo de assintota.

1 2 3 22 —x+1
(@) y=z+Inz (b)y=—7 ©y=r—g Dy=rmg—7 ©O@v=—""7—
3 2 2
T e —1 T
f)y = =vVz2+1 (h)y= y= ——— (jly=a2e™
)y NS (8)y (h) y P 1)y o () y
4 — g2
2. Determine a e b, de modo que y = ax + b seja uma assintota obliqua da curva y = T
x

3. Verifique que as retas ay & bx = 0 sdo assintotas da hipérbole b?z? + a?y? = a?b?

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.1

1. c=2V2

2. Nao ha contradi¢ao, porque f nao é derivavel em |0, 3].
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10.

11.

12.

. Nao h4 contradigao, porque f nao ¢é derivavel em | — 1, 1].

. Estamos diante de um problema de existéncia e unicidade. A existéncia é consequéncia do Teorema

do valor Intermedidrio, tendo em vista que

lim (:n?’ +x— 1) = +00.

r—Fo00

Aunicidade é obtida como conseqiiéncia do Teorema de Rolle, utilizando-se, para tanto, um argu-
mento de contradigao. De fato, se existissem dois valores a e b, tais que f (a) = f (b) = 0, existiria
um nimero ¢, entre a e b, tal que f’(c) = 0. Ocorre que a derivada da fungdo f (z) = 23+ — 1

nao se anula em ponto algum.

. Se f(z)=€"+x,entao f(1) >0e f(—1) < 0. A existéncia de uma raiz segue do TVI. Para a

unicidade, use o raciocicio do exercicio precedente.

. Dados x1 e x2 no intervalo [a,b], com x; < x, entao existe, pelo TVM, um nimero ¢, entre x; e

x9, tal que

fz2) = f(z1)=f(c)(x2—21) =0= f(z2) = f(21).

Se f(x) = arctgx + arccotgx, entdao f'(z) = 0, de onde resulta que f (z) é constante. Como

f (1) =m7/2, entdo f(x) =m/2, V z, e dai segue o resultado.

. A fungao ¢ (z) = f(z)e " tem derivada nula em (a,b) e, sendo assim, ela é constante, isto é,

fx)e ™ =C.

. A funcdo f — g tem derivada nula no intervalo (a, b), sendo, portanto, constante nesse intervalo.

Se f"=¢, entao f () = g(x)+ C e o valor da constante C ¢ calculado com o dado f (1) =2. A
funcdo f &, portanto, f (z) = 2* — 4z + 5.

inicialmente, recordamos que e* > 1, Va > 0, e considerando f (z) = e® — z, temos
ff(x)y=€"—1>0, Vx>0,

e, portanto, f ¢ nao decrescente em [0,+00). Logo, se x > 0, entdao f(x) > f(0) = 1, isto &,
e® —x > 1. Para concluir que
2
x
e >1+x+ ER

22 e note que ¢ (z) > 0, Va > 0.

considere g (z) =e* — 1 —x —
x

Se$>0ef(m):1+$

—1In(1+ z), entao
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e isso indica que f é decrescente em (0, +00) . Logo,

x>0:>f(a:)<f(0):>1+%—ln(1+a:)<0.

13. Use o raciocinio de Exercicio 12, com f (z) = senz — x.

14. Se f(v) = 2% — xsenz — cosz, entdo f(0) = —1 e liI:il f(x) = +o0, e do TVI segue que
Tr— 00

f (z) tem ao menos uma raiz positiva e uma raiz negativa. Se f tivesse duas raizes positivas

(resp. negativas), entao pelo Teorema de Rolle a derivada se anularia em algum z positivo (resp.

negativo). Ocorre que derivada f’(x) é nula apenas quando = = 0.

15. Use o raciocinio de Exercicio 12, com f(0) = 0 —tgf, 0 < 6 < /2. Recorde-se que f'(0) =
1 —sec?f < 0, no intervalo 0 < § < 7/2.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.2

1. Uma maneira eficiente de comprovar que uma dada func¢ao f (z) ndo tem maximo e/ou minimo

absolutos ¢ mostrar que lim f (z) = 00 e¢/ou lim f (z) = —o0.

(a) A fungao nao tem extremos absolutos porque lil}tl f(z) = £o0.x1 = 1 e 9 = 2 sdo,
T—00O

respectivamente, pontos de maximo e de minimo locais.

(b) 21 = 0 e x9 = 3 s@o pontos de maximos absolutos, nos quais f atinge o valor 3; x3 = 2 é ponto

de minimo local com f(2) = —1; 4 = —2 é ponto de minimo absoluto com f (—2) = —17.

2. Representemos por xps e x,, os pontos de maximos absolutos e minimos absolutos, respectiva-

mente.

Max Loc Max Abs Min Loc Min Abs flzam) e f(xm)
(a) | z1=1 nao hd T =2 nao hd xkrinoof (x) = +o0
(b) | =1 =1 xy =3 x9 =2 T =0 flzap) =125 f(zm) =3
()] z1=1 xp =3 nio hd | xm=3%exn =2 f(zm)=12; f(zn) =7
(d) | niohd |zy=1lexy=3| niohd |zm=%exy=2| f(zm)=8 f(zm)=7
(e) | z1=1 xy =1 T =2 Ty = 2 flzam)=8; fam) =7

3. Veja a tabela abaixo.
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Max Loc | Max Abs | Min Loc | Min Abs flxym) e f(am)
(a) /4 /4 5r/4 5m/4 flxa) =2 f(zm)=—V2
(b) 1 1 nao ha nao hd | f(xza) =1/e; xli)r_noof = —00
(¢) | nao ha Oem nao hd /2 flzm)=3;  f(am) =-3
(d) | nao ha 0 nao hd +1 flm)=1;  f(xzm)=0
(e) | mao hd nao hd 1/32 nao hd
(f) | nao hd | £+/2/3 | naohdi | —1, 0el

4. Min. Abs. =, =1 e x,, = 2; Max. Abs. z) = 1.

5. © = —1/2 é ponto de minimo local; a concavidade f ¢ voltada para baixo no intervalo (—oo, —1)

e voltada para cima em (—1,+00).

6. Antes de esbogar o grafico nao esquega de determinar os pontos extremos , as regides de crescimento

ou decrescimento e as inflexoes da funcao, caso existam.

y A YA y A

]Y

—~~
V)
~—
—~
=3
~
—~~
(@)
~

]V

A
Y

—~~
(o
~
¥ =3
)
~—
—~~
)
~
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o

Y A Y A Y A

8Y

]\

|SY
8Y

(m) (n) (0)

7. Leitura do gréfico.

f decresce em 1 < x < 2.6 e cresce em x > 2.6.

)

b) Min. Abs. em z,, = 2.6 e Max. Abs. em zj; = 1.
)
)

8. Leitura do grafico.

(a) 2.
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(b) Em [1,2], f’ positiva e decrescente. Logo, f é crescente e seu grifico tem concavidade para

baixo.
(c) Sim, em x = 3.

(d) £ =3 é mdximo local, pois f' < 0, para x > 3, e f' > 0, para x < 3.
9. m=0oum=5/4.

10. Um ponto de maximo ou minimo de f seria um ponto critico. Ocorre que f nao tem ponto critico!

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.3

lL.z=\p e y=.b
.b=+/A/3 e h=1b/2.

3. Quadrado de lado | = /2.

[\

4. Se x é a base e p = x + 2y é o perimetro, entao a drea do triangulo é S = %\/p2 — 2pz, cujo ponto
de méximo ocorre em = = p/3. Logo x = y = p/3 e o tridngulo é equildtero.

5. Temos que 0 < 0 < 7/2 e, portanto,

al bsen3 0 — acos> 0

do (cos 0 sen 0)?

=0« tanf = (a/b)l/s.

Logo,
1 1/3
cos = ———— ¢ senf = ¢

1+ (a/b)?3 b1/34/1 + (a/b)*/?
e substituindo na expressao de [ (), encontramos | = [(a?b) V3 bJ\/1 + (a/b)*3.
6. (—1/2,+v5/2)

7. 1/2.
8. (£v2/2,1/2).
9. (1/2,1/4).
10. O problema consiste em maximizar a fungao drea A (x) = xy, sendo 2x + 2y = p.

11. Temos yp =b=4 e xg = —b/a = 6. A equagao da reta é 2z + 3y = 12.
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jaAque z,y>0.

y = 56.25.

12. 1vV2 e “2/5
13. o= /220 500.
P = o2
14. ¢ =10 e Lpyax = L(10)
15. Observando a Figura 5.7 vemos que o comprimento total do cabo é:
L =+/2500 + 22 + /900 + 32, sendo x +y = 150.
Por derivaggao implicita, e notando que v’ = —1, encontramos:
% - \/25()?) — - \/9oé/+ = = 0 < 21/900 + y2 = y1/2500 + 22
& 922 =25y & 3z — 5y) Bz +5y) =0 3z = 5y =0,
Ao comparar as equagoes = + y = 150 e 3z = 5y = 0, obtemos x = 93.75 e
16. =200 e gy =400.
17. As dimensoes da folha sdo x = 12 e y = 6. J& o cilindro tem altura h =6 e r = 6/7.
18. h=2er=+2.
19. r =25 e s = 50.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.4

1. Ap6s a indeterminagao especificada no box, aplicamos a Regra de L’Hopital.

1 1
(a) lim ne ——lm /:c =1
T—1 2T — T—1
(b) lim zl I 1” ey [T lim (2y/z) =0
im nx = lim =|-2|= = =0.
z—07t z—07t 1/\/5 s z—07t —1/2333/2 z—0
| | 1
(¢) lim z'/* = lim exp <nx> = exp < lim nx> =|exp (%) = exp ( lim ) =1.
T—00 —00 T T—00 I T—00 I
: . In(1+2) : 1
1/ _ — 0} | = =er
(d) ilg(l)(l + )" =exp |:i11}1?(l) " } =lexp (7) |=exp <i1£% T m) e~ 2.71.
x
r \" "\Tra —x
. _ . _ 0Y|_ _
(e) Jvh_)ngo <1 n x) exp wh_)n;o 1 exp () |=exp (whnolo 1ta > 1/e.

65
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1 2
(f) lim z°"% = lim exp< ne > =|exp (—%) = exp (— lim 2 m) =1.

z—0+ z—0+ 1/senz z—0+ T COST
In(1—x) -1

() s 2 — 1 | T 200 22 (1—x) 0

11— 2 -1
(h) lim (1 — cosz)cotgx = lim (1~ cos@) cosz :: lim senz (2cosx — 1) = 0.

z—0 z—0 sen T z—0 COS T
I —y)sen —seny + (2 — y) cos
(i) lim (% — y) tany = lim w = = lim y (2 y) Y _ 1.
y—/2 y—/2 cosy y—7/2 —seny
In(1+¢ tln2
(j) lim 7n( * ): 2= lim - =1n2.
t—oo logyt ©] tocol4t

. . In (z +e”) i L€
)t o7 =19 ey [P [ ()] = o (g 13 ) =

2

s
o _ _-ggﬂﬁﬁ_g_-gif—
() JYim (5 —arctanz) =00 x 0] = lim 2—r=m =[] = lim o= =1

Tr—00

2. Limite sem a Regra de L’Hopital.

v/ \/ 1
(a) lim V9z +1 = lim, oo M -9 =3.
z—00 (/x4 1 1+1/z

sec x 1
(b)  lim = lim =1
z—(r/2)” tanx gz (r/2)” senzx
x x
(¢) lim Ve =,/ lim =1. (limite fundamental: lim L 1)
z—0t /senzx r—01t senx z—0 SIn X
cotgx
(d) lim 87 _ Yim cosz = 1.

r—01T COSec T z—0t

3. O item (a) estd incorreto, porque a Regra de 'Hopital ndo se aplica. O item (b) estd correto; o

limite é calculado com a substitui¢ao x = 3.

4. Considere os seguintes pares de fungoes:
(a) f(z)=32"eg(x)=2" (b) f(z)=3a%eg(z)=2a (c)f(x)=3zeg(z)=2a>
5. A regra de L’Hopital nao se aplica.

(a) Temos que
e lim f@) _ lim zt2 =2

/!
1
i £ o L - -
a—0 g(x) a—-0x+1

x—0 g’ (:I:') o z—0 I o

(b) Esse exemplo nao viola a Regra de I’'Hopital, porque as fun¢oes envolvidas ndo sao derivaveis

em x = 0 e, portanto, a regra nao se aplica.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.5
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1. As conclusoes se baseiam em (5.6), (5.7) e (5.9).

(a)
(b)
()

x = 0 é uma assintota vertical, porque lim f(x) = —ooc.
x—0t

x = 0 é uma assintota vertical, porque lim f (z) = +00. O eixo x é uma assintota horizontal.
z—0
Temos que limi f (z) = oo e isso indica que as retas © = +2 sdo assintotas verticais. Por
r—£2

outro lado, usando a regra de ’'Hopital, temos

:1:2

e, portanto, y = 1 é uma assintota horizontal.
Ao calcular lim |f (z) — x|, obtemos
r—00
. L lz|

de onde concluimos que y = = é uma assintota (obliqua) ao grafico de f (z).
A reta z = 1 é uma assintota vertical e y = x é uma assintota obliqua.
x =1 é uma assintota vertical.
y = tx sdo assintotas obliquas.
y = 1 é uma assintota horizontal.
Temos
2

. T
lim — =4+
rz—+1t /2 — 1

e, portanto, z = =1 sdo assintotas verticais. Para verificar que y = x é uma assintota obliqua,

note que
2
. x . 1

@00 ’a: +ay/1- 1/1:2‘ JI—1/22

De modo similar, temos

I - = li ! =0
W by e =0

e ‘x — x\/l — 1/352‘ \/1 —1/x?
e isto indica que y = —x é também assintota obliqua.

Temos

lim 2% * =0
T— 00

e, portanto, a curva ¢é assintética ao eixo .
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2. O problema consiste em determinar a e b, com a # 0, tais que

4 — g2
li — =0.
Jim = (az + b)’ 0
Um célculo direto nos dé a = b= —1.

3. Se y > 0, entdao mostre que

lim 3\/ a? + 22 — (:i:ga:)‘ =0.

r—7F00

Racicocinio semelhante se aplica no caso em que y < 0.
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