CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL 7. PRIMITIVAS & INTEGRAIS

Introducao

Inicialmente, como motivagao, vamos considerar trés problemas tipicos do célculo.
B PROBLEMA I: Encontrar a curva v do plano zy que passa no ponto A (1, —1) e, no ponto genérico
P (z,y), tem declividade 3z2. Olhando a curva v como o grafico de certa funcio y = f (z), temos

y' = 322 e a curva v é governada por uma equacao do tipo y = 23 4+ C, sendo C constante, j& que:

y = % (m3+0) = 322

Considerando que a curva passa no ponto A (1, —1), encontramos:

-1=13+C&C=-2

e, sendo assim, a curva « é o grafico da funcio y = 3 — 2. O raciocinio por tras do método consiste em

encontrar uma funcdo F (z), tal que F’ (z) = 322 ¢ F (1) = —1.

B PROBLEMA II (AREA COMO LIMITE DE SOMAS): Neste problema modelo, vamos calcular a drea

da parte do plano zy entre o eixo Oz, a reta x = 1 e a pardbola y = x2, ilustrada na Figura 7.-13.

A
bl y
y=x? i
0 I x ) 1 g

Figura 7.-13: Regiao D. Figura 7.-12: Areas Elementares.
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O método consiste em particionar o intervalo [0,1] em subintervalos de comprimento Az = 1/n,

sendo n um numero natural, e aproximar a drea pela soma das dreas dos retdngulos elementares de

base Az = 1/n e altura h = (k/n)*, k =1,2,3,...n, como ilustra a Figura 7.-12, no caso n = 6. Um

retangulo genérico de base Az = 1/n e altura h = (k/n)? tem drea Ay = k/n3, k=1,2,3,...

soma Ay + As + -+ + A, é uma aproximagao, por excesso, da drea procurada, isto é:

1 22 33 n?
A(D) ~ A1+A2+---+An:$+$+$+---+$

1
= S[PH2aFhn?]
n
Agora, usando o Método de Inducdo Finita, demonstra-se que:
1
124224324424 ...n2 = 6[n(n+1) (2n+1)}

e, portanto:

1 1 1 1
AD) = —In(n+1)2n+1)| =5+ -+ —.
6n 3 2n 6n

,M, € a

(7.-20)

A aproximacao em (7.-20) serd tdo melhor quanto maior for o nimero n e é natural pensar na drea

como o limite com n — oo e, desta forma, encontramos:

. 1 1 1 1
A<D>=7}LH;O(3+%+6712>—3'

3
T
Por fim, ressaltamos que a fungao F' (z) = 3 é tal que:

B PROBLEMA III (UM VOLUME DE REVOLUCAO): A curvay:y = (H/R)z, 0 <z < R, gira em

torno do eixo Oy, produzindo um cone de revolugao de raio R e altura H, ilustrado na Figura 7.-11.

Imitando o processo usado o Problema II, deixe-nos considerar no eixo Oy a seguinte particao do

intervalo [0, H] :

H 2H 3H nH
I< —<—<—/—<.--<—=H,
n n n

onde cada subintervalo tem comprimento H/n.
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Y 4
R
H G &
de ..............................
«~—y=(H/R)x
0 >
X

Figura 7.-11: Cone de Revolugao.

O volume da fatia infinitesimal dV}, é aproximada pelo volume dV do cilindro de altura dy = kH/n
e raio kR/n, isto é:

Tk?R2H

dVi, ~  (kR/n)? (kH/n) = ——, k=1,23...n,

e o volume do cone é aproximado pela soma dos volumes elementares: dVy + dVa + dV3 + -+ - 4+ dV},.

Assim, o volume V' do cone é dado por:

V = lim (dV1+dVa+dVs+---+dV,)
2
= lim ”isH (12422 +3°+- - +n?) :éwRQH.

7.-4 Primitivas

Dada uma fungao real continua f : [a,b] — R, por Primitiva ou Antiderivada de f (x) no intervalo

[a, b] entendemos qualquer fungao derivdvel F : [a,b] — R, tal que:
F'(z)=f(z), a<z<hb.

Um fato simples, mas fundamental é que duas primitivas F'(z) e G () de uma dada fungao f (x)
diferem por uma constante. De fato, sendo F (z) e G (x) primitivas de f (x), entdo F’' (z) = f(x) e

G’ (z) = f (z) em [a,b], de modo que:

dzx
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e, portanto, F' (z) — G (x) = C, V z, sendo C uma constante.

EXEMPLO 7.-4.1 As primitivas elementares sdo obtidas a partir das regras de deriva¢do. Na tabela

abaizo exibimos a fungao f (z), sua derivada f'(x) e suas primitivas F (x).

PFuncéo Derivada Primitiva

f(z) = 22 f'(z) =2z F(z)=2%/3+C

f@)=1/z | f'(x)=-1/22 | F(z)=In|z|+C, 2 #0

f(x)=cosz | f'(z) = —senx F(z) =senz+C

f(x)=¢€" f(z) = F(z)=€e"4+C

f(x)=5z* | f (x)=2023 F(x)=2°+C

2P+l
EXEMPLO 7.-4.2 Dado um nimero real p # —1, as primitivas de f (x) = zP sao F (z) = P +C.

De fato, por derivagdo, temos:

F’(w)—pil(p+1)xp—mp—f(x), V.

EXEMPLO 7.-4.3 Para cada constante real C, a fun¢ao F (x) = lnx + %x?’ + C é uma primitiva de
f(z) = 1/x + 22, no intervalo 0 < = < oo, e a primitiva que satisfaz F (1) = 2 é determinada ao

encontrar o valor de C. Temos:

13
F()=2&2=Il+- +C&C=5/3

e a primitiva particular é F (z) = Inz + f23 4+ 5/3.
As primitivas de f constituem a Integral Indefinida de f e anotamos:

/f(:n)d:n:F(J:)+C’,

sendo C' constante e F'(x) uma primitiva particular de f (z). A seguir apresentamos as derivadas e

primitivas das fungoes usuais do céalculo.
B TABELA I: REGRAS BASICAS DE DERIVACAO

1. Regra da soma: ............coiiiiiiiiiiii (u+k-v) =u+k-v, kconstante

2. Regra do Produto: ... .. ..o (u-v) =u - -v+u-o
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/ v —u-v
3. Regra do Quociente: ... ... <E> = %
v v

4. Regra da Poténcia: ......... .o % [2P] = paP~!

5. Regrada Cadeia It ... .. . 21 f(u(@)] = f'(u(z) -/ (z)
d df d

6. Regra da Cadeia II: (Notacao de Leibniz) ..... ..o, ar = 4 du

dr du dz

B TABELA II: AS FUNGOES ELEMENTARES E SUAS DERIVADAS

1. Poténcia de T: .. .o xP;  D(zP) = paP~!
2. Logaritmo Natural de x:  ...... ... ... .ol Inzou logz; D(lnz)=1/z, x>0
3. Exponencial de @: ... . e’ ou expx; D(e®)=¢€"
4. Seno de T: L sinz ousenx; D(senz)=cosz
5. CoSSENO0 de @: oottt cosz; D(cosz) = —senx
6. Tangente de T: ...t tanz outgzr; D(tanz) = sec®x
7. Secante de 1 ... secx D(secx)=secxtanz
8. Cotangente de T ... ...oiiiiiiiii cot z ou cotgx; D(cotw) = — cosec? x
9. Cossecante de @: ... cscx ou cosecw; D(cosecx) = — cosecx cotgx

Se f (z) ¢ uma func¢ao cuja derivada nao se nula no intervalo (a, b), entao sua inversa g (y) é derivavel

no intervalo (¢, d), imagem do intervalo (a,b), com derivada:

! —L a<x = f(x -
g(y)—f,(x)7 <z<b y=f(z). (7.-19)

Com auxilio da férmula (7.-19) podemos chegar as derivadas das fungdes trigonométricas inversas,

em um intervalo adequado.

1
V1— 22’

1. Derivada do Arcoseno: ..............c.coiiiiiia... D(arcsenz) = —m/2<x <72

1
2. Derivada do Arcocosseno: .................oiia D(arccosz) = ———, 0<z <.

V1—22
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1
3. Derivada do Arcotangente: .................... ... ... D(arctgz) = 112 —m/2 <z <T/2.
x
. 1
4. Derivada do Arcocotangente: ........................ D(arccotgx) = 22 0<z<m/2
x
5. Derivada do A ¢ D ) ! 2] > 1
. Derivada do Arcosecante: —..............oiiiiiiiiii.. arcsecr) = ————, |x .
|z|vVa? —1
. 1
6. Derivada do Arcocosecante: .................. ..., D(arccosecx) = — |z| > 1.

lz|va2 =1

B TABELA III: TABELA BASICA DE PRIMITIVAS A partir das derivadas das funcoes bésicas, obte-

mos a seguinte tabela de primitivas:

01. /ccpda:: 1 +C, p#-1 02. /secQ:xdm:tanx—i-C'
p
03. da:—log|ac]+C r#0 04. /COSGC2xd1‘=—COtg$+C

05. etdr =e* 4+ C 06. /secmtanmdaz =secx +C

_ cos(kx)
k

+C 10. /cos(kw)dac = senl(f::c) +C

09. sen(kz)dx =

11. = arcsenz + C 12

€T
lfz ' /\/1:62
13. / = arctanz + C 14.
14 22

= —arccosz + C

07. /amda:——FC a>0ea#1 08. /coseccccotxdx:—cosecx—i-c

x
———— = —arccotgx + C
/\/1+$2

15. = arcsecx + C 16. —arccosecz + C

J v Iy =

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1

1. Em cada caso, determine a primitiva F' (z) da fungao f (z), satisfazendo a condigao especificada.
(@) f(x)=¥x; F(1)=2 (b) f(x) =a?+1/2% F(1)=0 (¢) f(z)=(z+1)7"; F(0) =2

2. Certa fungao derivavel f (z) é tal que f(z) > 0, Vx, e f(1) = 1. Sabendo que f'(z) = zf (z),
In[f(2)])

encontre a expressao que representa f (x). (sug.: derive a fungao g(x)
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3. Sejam f e g fungdes derivaveis em R e suponha que f(0) = 0e g(0) = 1. Se f'(x) = g(z) e
g (z) = —f (x), Yo, mostre que funcio h (z) = [f (z) —sen z]? + [g (x) — cos 2] tem derivada nula

e, portanto, é constante. A partir dai deduza que f () =senz e g (z) = cosz.

4. Em cada caso, calcule a integral indefinida / f(z)dx.

(a) f =23 — b2 (b)f:%+%+% (C)szsenx—% (d)f:(1+x2)2
(&) f=(1+2%)" () f=tas—VIta () f=Va+sec’s (h)f=2a"Vz
(i) f=2"+er™  (§) f=2+22+cos(2z) (k) f=sec?(dz+2) (1) f=cos’z

(m) f=24sen?z (n) f =sec(2z)tg(2z) (o) f=(@+Dzt (p)f=z(@+1)""

5. Mostre que F(z) = :l:%exp (£2P), p # 0, é a primitiva de f(z) = xP~lexp (£aP), tal que

F (0) = £1/p. Agora, em cada caso escolha p e calcule as integrais indefinidas:

(a) / voxp (a2) dz (b) / @(1)(\/\/?@ (©) / voxp (—a2)dz (d) / 2 exp (—a) de.

6. Determine a funcio f que satisfaz a: f” (z) =22 +e%, f(0)=2e f'(0) = 1.

7.-3 A integral como drea

Assim como a derivada, a integral, que passaremos a definir, tem origem geométrica. Deixe-nos
considerar uma funcao continua y = f (z), a < x < b, que, por simplicidade, serd suposta nao negativa,
isto é, f (z) > 0, para todo z no intervalo [a, b] . Na Figura (7.-10) ilustramos a derivada como declividade
da reta tangente ao grafico da funcao f, enquanto a Figura (7.-9) ilustra o retangulo elementar dA, de
base infinitesimal Ax e altura f (z), utilizado na aproximagao da drea sob o grafico de f.

A drea da regidao D acima do eixo Oz, delimitada pelo o grafico da fungéo f e pelas retas x = a e

x = b é aproximada pela soma das dreas dos retangulos elementares dA e, assim, temos:

AD) =Y dA=>" f(z)Az. (7.-18)
Ax Ax
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?JT YA
o4 TJ‘(X) y Tfm
=116
dA D
: —p : —P
azx b =z a / Ax'\ b =
X X+ AX
tan0 = £ (x) dA4 = flx)Ax
Figura 7.-10: A derivada f'(x). Figura 7.-9: A Area Elementar dA.

Demonstra-se que a soma do lado direito de (7.-18) tem limite finito, com Az — 0, e este limite, que é

o valor da drea A (D), sera indicado por:

/b ' flw)de = lim (% f(x)d:p) — A(D) (7.-17)

e na literatura recebe o nome de Integral Definida de f no intervalo [a,b]. E claro que se a = b, entdo

entao a regiao D se reduz a um segmento de reta e temos:
a
/ f(x)dz =0.
a

b
Ao escrever / f (z) dz estamos admitindo a < b e, por definigao, estabelecemos que:
a

/ba f(z)de = — /ab f(z)dz. (7.-16)

O sinal negativo no lado direito de (7.-16) aparece ao inverter a orienta¢ao do intervalo [a, b].
Sobre o simbolo de integral introduzido em (7.-17), destacamos:

(a) O simbolo / faz referéncia a letra S e indica soma de infinitésimos (as dreas elementares dA).
(b) Os numeros a e b sao os limites de integracao e a funcao f (x) recebe o nome de integrando.

(c¢) Normalmente se usa dx para indicar o infinitésimo no eixo Ox. Ele representa a base do retangulo

elementar dA e indica que = é a varidvel de integragdo. Assim:

/abf(x)dx:/abf(t)dt:/abf(g)dg’ e
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B PROPRIEDADES BASICAS: As propriedades da integral dadas a seguir ou sao consequéncias das
propriedades do limite ou seguem do conceito de integral como drea. No caso em que o grafico de certa
funcao g : [c,d] — R situa-se abaixo do eixo Oz, teremos g () < 0 no intervalo ¢ < x < d e, portanto,

g (x) Az < 0. Logo, dA ~ —g (z) dz e assim:

Az—0

A(D) =— lim (Zg (x) Am) =— /abg(x) dx. (7.-15)

A Figura 7.-8 ilustra os casos com f>0e g <0.

— y=/fx)

a b o @ X
L y=g)

b d
Figura 7.-8: A (Dy) :/ f(x)de e A(Dy) = —/ g (z)dz.

(P1) Linearidade: Se f(z) e g(z) sao duas fungdes continuas no intervalo a < x < b e k é uma

constante, entao:

/ab [f(:E) +g($)]d$ = /ab f(x)dx + /:g(m)da: e /ab [k; . f(:z:)]dm = k- /abf(x)d:z:. (7.-14)

(P2) Aditividade: Dado um nimero real ¢ entre a e b, entao:

" f(@)da + b f(a)de = b f(a)dz (7.-13)
[ s | a

como ilustrado na Figura 7.-7. A drea da regiao D sob o gréfico ¢ A(D) = A (D) + A(D2).

(P3) Desigualdades: Se f (z) < g(z) no intervalo a < x < b, entao:

[ e < [ o

(7-12)
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Figura 7.-7: A (D1 U D2) =A (Dl) + A (Dg) .

Como consequéncia de (7.-12) e das desigualdades — |f (z)| < f (z) < |f (z)|, deduzimos que:

‘/abf(x)dm) < /ab]f(a:)}dx. (7.-11)

OBSERVACAO 7.-3.1 Uma fungao f : [a,b] — R ¢é dita continua por partes ou parcialmente con-

tinua quando ela for continua no intervalo [a,b], exceto, possivelmente, em uma quantidade finita de
pontos x1, x2, ..., x do intervalo [a,b]. Uma tal fungdo com limites laterais finitos nas possiveis

descontinuidades 1 < xg < ... < xy, € integrdvel em [a,b] e temos:

/abf(x)dx — /jl f(z)dz + /:2 f(z)dz + /:3 flx)de +--- + /wi fl@)de. (7.-10)

A Figura 7. — 6 ilustra o grdfico de uma func¢ao f continua por partes onde vemos as descontinuidades

(f“m %

X3b5c

nos pontos ri, T € I3.

f3

Figura 7.-6: Fungao Continua por Partes

B O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO: Dada uma fungao continua f : [a,b] — R, deixe-nos
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considerar a funcao F': [a,b] — R, definida por:

F(a:):/xf(t)dt, 0<z<b (7.-9)

No caso em que f(z) ¢ uma funcdo nao negativa, o valor F'(x) é precisamente a drea abaixo do

grafico de f, entre t = a e t = x, como ilustra a Figura 7.-5.

y“ ylk
= ¢ y = A1)
—7 S0 L
F) | d4 F(x + Ax)
a > a / \ b ;t
x x\+Ax bt X X+ Ax

Figura 7.-5: F' (v + Azx) — F (z) = dA ~ f (z) Ax.

O Teorema Fundamental do Célculo estabelece que F' (z) é uma primitiva de f (z) e para comprovi—

lo, olhamos a Figura 7.-5 para deduzir que:

F(z+ Az) — F (x) 1

s ~ Az [f (x) Am] = f(x) (7.-8)

e fazendo Az — 0 em (7.-8), encontramos:

= f(x). |

F(z+ Azx) — F(:c)}
Az—0

F'(z) = lim [ s
A primitiva dada por (7.-9) ¢é tal que F' (a) = 0 e qualquer outra primitiva G (z) ¢ da forma:
G (z) :F(;c)—i-C’:/ F)dt+C

e considerando = = a, obtemos C' = G (a), de modo que:

b
/ F@)dz = G(b) — G(a). (7-7)

O Teorema Fundamental do Célculo, que é um instrumento 1til no cdlculo de integrais definidas, se

apresenta sob duas formas equivalentes:

d x
(1) Derivada sob o sinal de integral: ........................ d/ f@)ydt = f(z), a<z<b.
xz a
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(2) Integral da derivada: .................c..iiiiii... /I f'#®)dt = f(z) — f(a), a<z<b.

EXEMPLO 7.-3.2 Para calcular a drea da regiago D = D1 U Dy, ilustrada na Figura 7. — 4, usamos a

propriedade aditiva (7. — 10) e um cdlculo direto nos dd:

2 471 292
/f daj—/ 3d:c—|—/1(:C/Q)dwz[ih+;[a;L:i—{—i:l,

x/2

Figura 7.-4: Regiao do Exemplo 7. — 3.2.

EXEMPLO 7.-3.3 (Area entre duas Curvas) Calcular a drea da regiado D do primeiro quadrante,

entre as curvas y = x> ey = x. A Figura 7. — 3 ilustra graficamente a situacdo geral, onde vemos que:

a0 v . yrsn
/=y

[§8]

-y =f(x)

> >
a b X O 1 X
Figura 7.-3: Area entre duas curvas. Figura 7.-2: Area entre duas curvas.

A(D) = / b [9(@) ~ f(2)] da. (7.-6)

No caso particular das curvas y = 22 e y = x, ilustrado na Figura 7. — 2, encontramos:

A(D):/O1 (z—2?)dx = F;K— [ﬂ:zua
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ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2

1. Se k & um nimero inteiro nao negativo, calcule o valor de:
2m T /4
(a) / sen (kt)dt (b) / cos (kt) sen (kt)dt (c) / [ cos? (kt) — sen? (kt) | dt.
0 -7 0
2. Encontre a equagao da curva que passa no ponto A (—3,0) e cuja inclinagao da reta tangente, em

cada um de seus pontos (z,y), € m(z) = 2z + 1.

3. DERIVAGAO SOB O SINAL DE INTEGRAL Deixe f ser uma fungao continua em [a, b] e suponha

que « (z) e B (x) sejam fungoes de (a,b) — [a, b] derivdveis. Se
B(x)
o (@) =/( RICIE

mostre que ¢ é derivdvel em (a,b) e deduza a Regra de Leibniz:

4. Usando a Regra de Leibniz (7.-5), calcule ¢’ (x) em cada caso abaixo:

(a) o (x) = / "VTE A (b) o(2) = / TP dt () o () = / T cos (12) dt.
1 cosT z2-1
5. Em cada caso abaixo, calcule a integral definida de f, no intervalo I indicado.

z,sex <0

(a) I =[-11]; f(z)= (b) I =1[-2,2]; f(z) =z -1
22—xz+1,sex>0

(©) I=[=m,7]; f(z) = fsena] (@) I = [-m,7); f () = o +]cosa

(e) I =1[-3,5]; f(z)=|a® -3z +2| () I=[-m7] f(z)=2—|z]

6. Em cada caso, calcule a drea da regiao R.

‘tey=2a? para0 <z <1,

(a) R é delimitada pelas curvas y = =
(b) R ¢é delimitada pelas curvas y = ¢/z e y = 23, para 0 < x < 1.
(c) R é delimitada pelas curvas y = |z| e y = —22, para —1 <z < 1.

(d) R é delimitada pelas curvas y = —22 + 4 e y = 2.
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(e) R é delimitada pelo eixo y e pelas curvas y = senz e y = cosz, para 0 < z < 7 /4.
(f) R é delimitada pelas retas z = 0, z = 1, y = 2 e pela pardbola y = 2.

(g) R ¢é delimitada pelas curvas y = 2% e y = /.

(h) R é delimitada pela curva y = \/z e pelas retas y =z —2 e y = 0.

(i) R ¢é delimitada pela curva y = 23 — 622 + 8z e o eixo z.

(j) R é delimitada pelas pardbolas y = —2% + 6x e y = 2% — 2u.
7. Em cada caso, esboce o gréafico da regiao R e calcule sua drea.

(a) R={(z,y) eR%, tal que 0 < x <2ea?<y<4}.

(b) R={(z,y) €R? talque x >0 e 2? — 2 <y < —x2+ 5z}.
(c) R={(z,y) eR* talque 0 <z <1/yel <y<2}

(d) R={(z,y) €eR%, tal que 0 < x < lez?<y< x}

(e) R={(z,y) €R% tal que -1 <z <1e0<y< |z}

8. Considere a fun¢ao f : R — R, definida por:

24 23 /4, para x < 0
f@)=q 22—z —2,para0<z<3

16 — 4z, para x > 3.

Ixxxi

5
Calcule / f () dx e, também, a drea entre o grafico de f e o eixo =, de v = —2 até x = 5. Por
-2

que o valor da integral e o valor da &drea sao distintos?

9. Em cada caso, identifique a regiao do plano xy cuja édrea é representada pela integral e calcule o

valor da drea.

(a) /Oldx (b) /012:1:dx (©) /0 (4+ 32) dz (d)/_g(:c+5)d:r~|—/02dx+/04(2—\/E)dx.

-1 -5 -3

10. Suponha que f : [—a,a] — R seja uma fungao par e que g : [—a,a] — R seja uma fungao impar.

Mostre que:

_Zf@)d:c:Q/Oaf(x)dm e /_Zg(a:)d:c:O.
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11. Considere a fungao y = f (t), ilustrada na Figura 7.-1 e defina a fungao g por:

s = [ faya

Calcule g (0), g(1), g(2), g(3) e g(6). Em que intervalo a funcdo g estd crescendo? Quando g

atinge seu valor méximo?

YA y=f(t)

Figura 7.-1: Fungao y = f (t) do Exercicio 11.

7.-2 Integrais Improprias

Quando a fun¢do f(x) ndo é limitada no intervalo [a,b] ou este inetrvalo nao é limitado (isto
ocorre se a = —oo0 ou b = o0) a integral de f no intervalo (a,b) denominar-se-a Integral Impropria. A
integral imprépria de f pode ser convergente ou divergente, conforme ela tenha um valor real ou nao.
Investiguemos a convergéncia ou nao das seguintes integrais impréprias:

1 o0 0 +00
W [F o[ e T @[ e
Notamos que em (a) e (c) os respectivos integrandos nao sao limitados, tendo em vista que:

:cli%l+ (1/vz) =400 e lim (1/z) = —oc.

z—0~
e nos outros casos, o intervalo de integragao nao é limitado.

(a) Temos: ) .
LA P T, [2\/5}122111&1 (\f—x/&)=2
a

0 ﬁ - a—0t J, \/5 a—0+ a—0+
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e a integral imprépria converge e tem valor 2.

(b) Usando F (z) = arctanz como primitiva de (1+ x2)_1, lembrando que lim (arctanz) = 7/2 e
T—00

arctan 0 = 0, encontramos:

> d b d b
/ 7‘%2 = lim / T~ lim [arctan:p] = lim (arctanb) = m/2.
0 1 +x b—oo 0 1 + 1'2 b 0

—00 T—00

A integral é convergente e tem valor 7/2.

(c) Neste caso, a integral é divergente, porque:

0 d b d
Y im 2 im [ln|x|} = lim In|b| = —oc.
1z b—0—-J_1 X b—0— b—0—

(d) Um célculo direto nos da:

400 b
/ exp (—z)dx = hm exp (—z)dz = — lim {eib - eb} = +o00

PN b—oo J b—oo

de onde resulta que a integral é divergente.

EXEMPLO 7.-2.1 Usando a primitiva F (x) = —% exp (—562) da fungao f (x) = xexp (—332), estabele-

cida no Exercicio 5 da se¢do Escrevendo para Aprender 7.1, encontramos:

/0 vexp (<) dr = lim [—;exp(—xQ)]o——l/Q

—00 B——o0 a

de onde resulta que a integral é convergente e tem valor —1/2.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.3

1. Investigue a convergéncia ou divergéncia das seguintes integrais impréprias.

@ | j% o[ @[ @ [ @ [T

2. Use F (x) = (1+ )" como primitiva de f (z) = In (1 + z) e investigue a converéncia ou nao da

/0 dx
_11+IL’.

integral imprépria:
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3. Verifique que F (z) = (5 — z) " & primitiva de f (z) = (5 — x)? e estude a natureza (convergente

ou divergente) da integral imprépria:

7.-1 Mudanga de Variavel

A férmula de Mudanga de Varidvel tem sua origem na Regra da Cadeia. Se F' () é uma primitiva

de f (z) e g(x) ¢ uma funcao derivdvel nos pontos da imagem de f, segue da Regra da Cadeia que:

—[Fg@)]=F(g(x))-g () = f(9(2) - ¢ () (7.-4)

e considerando a mudancga de varidvel u = ¢ (x), lembrando que du = ¢’ (z) dx, resulta de (7.-4):

[ 6@ g @)ds = [ s =P +c. (7.-3)

A expressio em (7.-3) é a férmula de Mudanga de Varidvel'.

EXEMPLO 7.-1.1 Com a férmula de Mudan¢a de Varidvel, vamos calcular a integral:
/ xdx
2+ 1

1
SOLUCAO Inicialmente, considerando f (u) = — e g (z) = 2% + 1, obtemos ¢’ (x) = 2z e um calculo

2u
direto nos da:
1 T
/
e usando a férmula (7.-3), resulta:
d d
/xffl /f Jdu=14 [ == =4mful=§ln(e? +1) + C.

EXEMPLO 7.-1.2 Se k # 0, considerando a mudanga de varidvel u = kx e du = kdz, obtemos:

—cos (kz sen (kx ke
(a) /sen (kx)d k(k )—f—C (b) /cos (kx)dx = ]ik )—i—C (c) /ekzdx: ?—i—C’.

'A féormula (7.-3) traduz a técnica de integragio conhecida por Método de Substituicdo.
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EXEMPLO 7.-1.3 Com a substituicio u = x> + 1, obtemos du = 3z%dx e, assim:
/.TQCOS(I‘3+1) dx :/écosudu: %senu—FC: %sen(.rQ—f-l) +C.

EXEMPLO 7.-1.4 Calcular as integrais definidas:

V2 2
(a) /0 zexp (z%)dz e (b) /1 22/ 23 4 1dz.

SOLUGAO Ao usar uma mudanca de varidvel em uma integral definida, os limites de integracdo devem
ser alterados, de acordo com a mudanca. No caso (a), consideramos u = 2%, du = 2xdx e os novos

llimites de integracdo para varidvel u sdo 0 e 2, correspondentes a = 0 e & = /2, respectivamente.

(a) Temos:

V2 2 1 [? 17,12
/ T exp (x2) dr = / e (%du) = / e'du = = [6“} = % (62 — 1) .
0 0 2 Jo 2

0

(b) Neste caso, fazemos u = 2% + 1, du = 3x%dz, com 0 < u < 9, e encontramos:

9
2 ’ 19 1| u?/?
/ x2\/:1:3+1da::/ \/ﬂ(édu):?)/ udu = = = 6.
-1 0 0
0

313/2

™
EXEMPLO 7.-1.5 Com a substituicdo u = cosx, vamos calcular/ cos® zsenxzdx. De fato, por dife-
0

renciacdo temos du = — senxdx e, portanto:
7r -1 1 w41t
/ cos® x sen zdx = —/ wddu = / wddu = {] =0.
0 1 -1 4 1=
EXEMPLO 7.-1.6 Considerando v = cosz e du = —senzdz, com —n/2 < x < 7/2, obtemos:

/tanxdx:/sen:ndx :/(—du> =—Inju| +C = —In|cosz| + C.
COS T u

EXEMPLO 7.-1.7 Integrais de produtos e poténcias de senos e cossenos podem ser calculadas por uma

mudanca de varidvel e as integrais bdsicas

/cos20d0 e /sen20d0

aparecem com frequéncia e sao calculadas com auzilio das identidades:

1

cos?f = ~ (1+cos20) e sen’0 = - (1 — cos26) (7.-2)

O |
N
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Temos:
1 0 in(26
/cos2 0o = 3 /(1 + cos 20)d0 = 3 + Smi ) e (7.-1)
De modo stmilar, encontramos:
1 0 in (260
/sin2 66 = - /(1 — cos 26)d9 = 3 - Smi ) ic (7.0)

Por exemplo, para calcular a integral de cos® x, procedemos assim:

/COS3 xdr = / (1- sen? ) cos wdr = (usar u = senz) = / (1- u2) du

3

1
= u—%—i—C:senx—gsen?’x—i—C.

EXEMPLO 7.-1.8 Clalcular a integral definida:

w/2
/ sen? zdz.
0

sOoLUGAO Usando o que foi estabelecido no Exemplo 7.-1.7, obtemos:

/2 w/2 9 1 [~ 5
/ sentzdr = / [5 (1 —cos2z)|” dz = (usar 0 = 22) = 3 / (1 —cosh)”do
0 0 0

</ d9—2/ cos@déH—/ 00529d9>
0 0 0

1
8
T 1 ™ 1 T T

8_4[86110}0_‘_16[/0 d¢9—|—/0 cos(29)d9]:37r/16.

Substituicao Trigonométrica

As integrais que envolvem as expressdes V2 + a2 e Va2 &+ 22 podem ser calculadas com auxilio de
substitui¢oes trigonométricas especiais. As substitui¢bes mais comuns sdo z = atgf, x = asenf e

x = asecl, sugeridas a partir das relacoes nos tridangulos retangulos da Figura 7.0, onde vemos que:

2

(a) a mudanga x = atgf substitui a® + 22 por a?sec?f e dx por asec? 0d6.

2

(b) a mudanca x = asen 6 substitui a? — 22 por a?cos? @ e dz por acos §db.

2

(c) a mudanca = = asecf substitui 22 — a? por a?tan®6 e dz por asec tan df.
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& ) 0 o ™7

x = atgh ¥ = gsen X = asech

Figura 7.0: Substituicdo trigonométrica.

EXEMPLO 7.-1.9 Calclular a integral indefinida:

I z? dx
Vi— 22
SOLUGCAO No intervalo onde cos# > 0, com a substitui¢do x = 2senf e dx = 2 cos 0df, encontramos:
4sen? 6 (2cos6) df 20 cos Odb
I = e cosf) =4 Sencos—4/ser129d9—29—sen(29)+0
V4 —4sen? 0 cos
VA~ 22
= 2arcsen (z/2) — % +C.

EXEMPLO 7.-1.10 Com a substituicao x = 4tan0, calcular:

1:/.
V2 + 16

SOLUCAO Temos dx = 4sec?§ e por substituicdo, obtemos:

3046 1-— 20 0do
I:64/se09tan39d6’:64/sen:64/( cos )sen
cost 0 cost 0

e considerando t = cos 8, resulta:

R IEE

= (16+22)** —16V/16 + 22 + C.

EXEMPLO 7.-1.11 Calcular a drea da regiGo R do plano xy delimitada pela elipse:
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SOLUGAO Se D representa a drea da parte da regiao R situada no 1° quadrante, como ilustrado na

Figura 7.1, entao a drea A (R) da elipse é dada por:
b
AR)=4-A(D) = 4/ a\/a2 — 22dx
0

e com a substituicdo x = asen f, obtemos:

4b w/2 w/2

AR) = — / Va? — a?sen? 6 (acos 0df) = 4ab/ V1 —sen?6 cosfdb
a Jo 0

/2
= 4ab/ cos? 0df = (usar 7.-1) = mab.
0

D
mm
Ky E:

Figura 7.1: Area da Elipse.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.4 (click aqui e veja a lista completa)

1. Com a substituigao u = g (x) sugerida, calcule as seguintes integrais.

(a) /ekwdm; U= KT et (resp.:  fexp(kz) +C, k #0)
dx 1
(b) m; U= 3L oo (resp.:  —3cotg(3x) + C)
dz L
(c) ﬁ; U= BT — T (resp.: 3z In |3z — 7|+ C)
(d) /x\/:c2 Flde; u=a24+ 1. (resp.:  3(2? +1)*2 4 C)

2d
(e) /\/%, W= L (resp.: Va3 +1+0C)
x
s xd
(f) /CSO::E $; U T SEILT vet ettt et e e e e e e (resp.: —cosecz + C')
n?
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1)d
(g) /m, =22 42T+ 3 (resp.:  In(z? + 22 +3) +C)
1 1
(h) /nix_:_l)dx; u=In(x4+1). oo (resp.: % |[In(z + 1)]2 +C, z>-1)
S5x S5x
: 5x 5 . — e a
(i) /(e +a )dx, a>0; U=DT ... (resp.: 5 +5lna—|—C)
() /e$2+4x+3 (x+2)dr; u=2>+4x+3......... (resp.: 3 exp(z? +4z+3) + C)
(k) /21’3\/1132 +lde; wu=a?+1....... (resp.: 2(z?+1)°2 - 2(22+1)%2 + C)

2. Calcule as seguintes integrais envolvendo fungoes trigonométricas.

(a) / SenB TAT (resp.: —cosz + 3 cos®z + C)
(b) / costasendwdr ... (resp.:. —21cos’z+ Lcos"z+C)
(c) /C(S)Zifim ................................................ (resp.: cosecz — gcosec’z + C)
(d) / tand AT (resp.: % tan?z + log|cosz| + C)
(e) / cot@® TdT .. (resp.: —jcosec’z + cosec’z + log [senz| + C)
(f) / COSAT COSTITAT oo (resp.:  &sin(3z) 4+ 5 sin(11z) + C)
(2) / Cos2 X SeN3 TAT .o (resp.:  $cos®x — & cos®z + O)
(h) /\/seTxcos TAT o (resp..  Zsin®?z +C)
(i) / SeNP T COSS TAT  + oottt (resp.: (ST fr):rp — (Si; ?;ﬂ +0C)
() /sen2msec3 xdr oo (resp.:  3sin®zsec?z + Lsinz — Llog|secz + tanz| + O)
(k) / cos2zsendrdr ... (resp.: —5 cos bz — 1 cos2z + O)
(1) / SEN T SEN 3TAT o oo ettt (resp.: i sin 2z — % sinda + C)

3. Use uma substituicao trigonométrica e calcule as integrais.

............................................. (resp.:  §sin2z — §sindz + O)

(a) /alzﬁda:
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22
® [ st
xdx
(c) Var? +8x +5

() /dw
vz +2x+2
dx

() Vix?2 —4x — 3
. dx

) /x2\/a:2 +9
) (x +3)dz
] Vax? + 4z + 3

zdr

(k) V8 — 2x — x2
) /1}2\/4 — 22dx

... (resp.: —

—2/4 — 22 4 2arcsen(z/2) + O)
1VA22 + 8z +5 — FIn(2+ 2z + V42® + 8z + 5) + C)
In (1+z+ Va2 +2z+2) +C)
.................................................. (resp.: In(z+V22+1) +0)

In(—2 42z + Va2 -4z —5)+C)

In(z+ Va2 +4) +C)

iln (22 — 1+ V422 — 4z —3) + C)

Va2 49
9z

+0O)

VA2 +4x+ 3+ 32In |1+ 22+ V42 + 42+ 3) + O)
—V—2? =2z + 8 — arcsin 3 (z + 1) + C)

—12(4—2%)%2 + Lav/4 — 22 + 2arcsin(z/2) + C)

7.0 Integracao por Partes

A Férmula de Integragdo por Partes tem como alvo as integrais do tipo:

[t@)d @

e é deduzida a partir da Regra do Produto para derivagao. De fato, temos:

—|f@ 9@ =F @g@+ (@) @

de onde resulta, apds a integracao, a seguinte regra:

[t@d @d=fwg - 9@ @ i
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A relagao (7.1) é a Férmula de Integragao por Partes, onde observamos que a derivada passou da fungao
g, na integral do lado esquerdo, para a fungdo f na integral do lado direito. Normalmente, a férmula

(7.1) aparece na literatura sob a forma classica:

/udv =uv — /vdu (7.2)

onde consideramos u = f(z) e dv = ¢’ (x)dzr e para integral definida a Férmula de Integracao por

/ab udv = [uv]z - /ab vdu. (7.3)

O roteiro para integrar por partes consiste no seguinte:

Partes torna-se:

(i) Olhamos a integral sob a forma / udv e identificamos v e dv. Por diferenciacao encontramos u e

por integragao encontramos v.
(ii) Usamos a férmula de integragao por partes (7.2).
(iii) Calculamos a integral resultante no lado direito de (7.2).
EXEMPLO 7.0.1 Calcular a integral indefinida de x sen x.
soLUGAO Notando que d(— cosz) = sen xdz, temos:
/msenxda: = /xd(—cosa:) = —zcosx + /cos:cda: = —xcosz +senz + C.

Para chegar ao resultado, escolhemos u = = e dv = senxdx. Por diferenciacdo obtemos du = dx e por

integracao v = — cos x.
EXEMPLO 7.0.2 Calcular, usando integra¢ao por partes, as integrais:
2
(a) / (ze®) dx (b) / (Inz)dx.
1
soLUGCAO No caso (a), temos:
/(:L‘ex)dx :/xd(e‘r) =(wsaru=xev=e")=urxe’ —/exdx: (x—1)e* + C.
No caso (b), consideramos v = Inz e dv = dx, o que nos dd du = (1/z)dzx e v = x. De (7.3) resulta:

2 2 2
/ (ln:z:)dx:{xlnx}l—/ dr =(2In2—-Inl) - (2—1)=2In2—1.
1 1
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EXEMPLO 7.0.3 No cdlculo de integrais do tipo /f (z)dz, a escolha natural é u = f (x) e dv = dx.

Por exemplo:

/arctan xdx = (usar u = arctanx e v = x) = rarctanx — /

T dx

_ 1 2
m—xarctanx—iln(1+x )

EXEMPLO 7.0.4 Em alguns casos é necessario aplicar o método duas vezes. De fato:

/ex senxdr = —/exd (cosz) = —€” cosm+/e$ cos zdx

= —e"cosx + / e’d(senz) = —e” cosx + e* senx — /ez sen xdz

e da7 resulta:

2 / e’senxdr = €” (senx — cosxz) ou /ex senzdr =

e.'L'
5 (senz — cosx) .

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.5

( click aqui e veja a lista completa)

1. Usando o Método de Integragao por Partes, calcule as seguintes integrais indefinidas.

@)/xmﬂm ................................

(b) /x sen (kx)dr, k=1,23,................

()
(d)

(22 + 1)

§) /fc arctan (m) AT e

xcos (kx)dr, k=1,2,3,................

ArCSEN TAL oo et

..................... (resp.: iz%lnz — 122 +C)

sen (kz)  xcos(kx)

............... (resp.: 2 B +0O)
cos(kx xsen (kx
............... (resp k(Q ) k( ) +0O)

................... (resp.: :n”+1 (Inz — n}H) +0C)
.............. (resp.: % (2% + arctgz — 3z + C)

......... (resp.: xIn(1+ 2?) — 2z + 2arctgz + C)

........... (resp.: 2y/rarcsen/z + 21—z + C)
. x arctan xdx
(i) e PO

x — (1 —z?)arctgx
4(1 4 22)

+0)

[x2 arctg Va2 — 1 — a2 — 1] +O)

—
-
@
9]

il

N
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1—+1—2a2

arcsen rdx arcsen
(k) /$2 ..................................... (resp.: In . - +O)
(1) /ln<x+\/1—i—x2)d:c .......................... (resp.: xln(z+V1+22) —V1+22+C)
2. Calcule as seguintes integrais definidas.
1
(a) /0 T2ETALT (resp.: e—2)
m _1\k
(b) /0 22cos (k) dz, k= 1,2,3, 0 0t (resp.: 27T(k21) )
2m —47?
(c) / w2sen (k) dm, k= 1,2,3, i (resp 2 )
0

7.1 Decomposicao em Fracoes Parciais

Antes da descrigdo do método, deixe-nos considerar algumas integrais bédsicas, ja calculadas por

substituicao, que normalmente aparecem ao aplicarmos o método.

dz 1
1./ax_'_b—(usarU—aa:—f-bedU—ad:L‘)—aln|am+b’—|—C. (a #0)
d 1 by P
2. /(ax‘—fb)p:(usaru:ax+bedu:adx):a/updu:%+C- (a%oep%]‘)
3 /m—( u=ar’+b du—2a:cdx)—iln‘a$2+b‘+0 (a #0)
. a$2+b—usar = e = =2 .
dx 1 dx 1
4. /M = b2/1_'_($/b)2 = (usaru:m/b) = g&f(ﬁt&ﬂ(ﬁ/b)"‘C. (b#())
dx dx du
5. = = =x+b/2 —/. DeA<O
/am2+bx+c /a(g;_|_2ba)2_4ﬁa (usar w =z /a) aUZ—ﬁ (a#0e )

A qltima integral em (5) é do tipo / = arctant + C, como mostrado no Exemplo 7.1.1.

t
1+t

EXEMPLO 7.1.1 Calcular a integral indefinida:

/ dzx
244z 45
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SOLUGAO Temosa=1,b=4, c=6¢ A =0b?>—4ac = —8 < 0 e completando o quadrado no trinémio
do denominador, encontramos 22 + 4z 4+ 6 = (z — 2)* 4 2 e temos:
/ dz B / dz 1 / dz 1 / dz
PHde+s ) (@-2P+2 2 46020 2], (%2)2
Agora, considerando t = (z — 2) /v/2 e v/2dt = dx, resulta:

dx 1 \/idt \/5 \/i T — 2
_— - = — t t = — t _— .
/$2+4$+5 5 11p 5 arctant + C 5 arctan 73 +C

O método de decompoicao em Fragoes Parciais é direcionado ao cdlculo de integrais de fungoes
(z)
Q(z)’

em que o grau do numerador P (z) é menor do que o grau do denominador @ (z); o outro caso se reduz

racionais, isto é, integrandos do tipo

sendo P (z) e @ (=) dois polinémios. Vamos tratar o caso

a este, ap6s a divisao de P (x) por Q ().

O método se inicia decompondo o denominar @) (z) em produtos de fatores irredutiveis do 1° grau
(z —a)" e/ou do 2° grau (az®+ bz +c)", com A = b? — dac < 0. No caso em que A > 0 o trinomio
ax? + bz + ¢ se expressa como produto (z — z1) (z — x2), sendo x1 e 3 as raizes reais. O fator (z — a)”

produz as fracoes parciais:

Aq Ao As A
) 2 ) 3 AR “ n? (7'4)
r—a (r—a) (xr-—a) (z —a)
enquanto o fator irredutivel (aa:2 + bx + c)m produz as fragoes parciais:
Bix + Cq Box + Cy Bsx + Cs Bz + C,, (7 5)

az?+bx + ¢’ (amQ—f—bx—}—C)z’ (az? —i—b:c—i—c)?”.“7 (az? + bz +c)™
As integrais das fragbes parciais sdo calculadas com auxilio das integrais bésicas introduzidas no inicio

desta secao. Na sequéncia veremos alguns exemplos para ilustrar o método.

/ zdxr
2 -3z 42

SOLUCAO Temos P (z) =z, de grau 1, e Q () = 22 — 3z +2, de grau 2, com A = 1 eraizes #1 = 1 e

EXEMPLO 7.1.2 Calcular a integral:

To = 2 e, assim:
P (z) x B x
Q(r) 22-3z+2 (v—1)(z—2)

e a decomposicao:
x A n B  (A+B)x—-2A-B
(z—1)(x—-2) z—-1 z-2  (z—1)(z—2)
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nos conduz a identidade polinomial (A + B)z — 24 — B = z e igualando os coeficientes, chegamos ao

sistema linear:

A+B=1
2A+B =0

S A=—-1e B=2.

Logo, se x # 1 e x # 2, teremos:

zdx —1dzx 2dx
—_— = =1 — 1|+ 21 -2 .
/$23$+2 /1:14-/3:2 nlr—1]+2mnjz—-2/+C

EXEMPLO 7.1.3 O polinémio Q () = 2%+ 2z + 2 ¢é irredutivel (ndo tem raiz real) e pode ser expresso

como Q (z) = (x +1)* + 1 e, portanto:

/(:U_?))ahj - /MZ(usaTt:x+1):/(t‘*“Mf

x? + 2z + 2 z+1)72+1 144
tdt dt 1 2
_ /w+4/Ht2—21n(1+t)+4arctant+0

e retornado com a varidvel x, encontramos:

(x—3)dx )
/m2+2x+2_21n[1+($+1) | +4arctan (z 4+ 1) + C.

EXEMPLO 7.1.4 Calcular a integral definida:

/2 (22 +2) do

3+
SOLUGAO Fatorando o denominador como x (:E2 + 1), obtemos a decomposicao em fragoes parciais:

2?42  2*+2 A Bz+C (A+B)2*+Cz+ A

B+r x@2+1) x  a2+1 z(x241)

e igualando os numeradores, obtemos 22 +2 = (A+ B)2? + Cx + A e daf segue A =2, B = —1le
C =0. Assim:

2

1

2 (2 2 2 _
/ (z? +2) dz — 2d:z:+/ zdz :2[lnac}2
1 1

1
— Z[in (22 1}
3+ 1T 2 +1 1 2{11(30—1—)

= 22— (/5/2) = In (8/V/10).

EXEMPLO 7.1.5 Calcular a integral indefinida:

/ x3dx
(22 +1)%
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SOLUGAO Considerando a decomposicao em fracoes parciais:

Az +B  Cx+D A*+Ba?+(A+C)z+B+D
(12+1)° 2%+l (@24 1)° (22 +1)°

encontramos 7° = Ax3 + Ba? + (A+C)z+ B+ Dedafresulta A =1, B=0, C = -1e D = 0.
Assim, com a substituicao t = 2% + 1, obtemos:
/ ?de / wdx +/ wdx _1/dt 1/dt
(22+1)2 ) a?+1 (x2+1)% 2) t 2]
1

1 1 1 ,
2[ln|t|—|—t2} +C’=2[ln(x +1)+

] O

EXEMPLO 7.1.6 Neste exemplo, abordaremos o caso em o grau do numerador é maior do que o grau

do denominador. Calcular a integral:
/ (:133 — 2:13) dx
?4+z+1°

SOLUCAO Temos P (z) = 23 — 2z, de grau 3, e Q (z) = 22 + z + 1, de grau 2. Efetuando a divisdo de

P (z) por Q (x), obtemos:

onde ¢ (z) =z — 1 & o quociente e R (x) = —2x + 1 & o resto da divisdo. Assim:
®) i (7.6)

[ateyt=Jowe [ o0

Ressaltamos que na iltima integral em (7.6) o numerador R (z) tem grau menor do que o denominador

Q@ (z) e o célculo da integral se reduz ao caso anterior.
3 2
(2% — 22) dx (—2z+1)dx = 20 4+1—-2
A = —-1)d ———— =2 [ 5———d
/m2+x+1 /(x )1‘4—/ 24+x+1 9 7 /x2+m+1m
z? / 2z + 1 +2/ dx
= — —x— PR — I
2 z? +x+1 w24z +1

2
x—m—ln(m2—|—$+1)—l—2/ de .
(x+1/2)"+3/4

2

A ultima integral pode ser calculada com a substituicao ¢t = = + 1/2 e, finalmente, encontramos:

(m3—2x) dr 22 ) 4 9 4 1
/M:2—x—ln(x +x+1)+\/§arctan<\/§>+c,

EXEMPLO 7.1.7 Calcular as integrais: (a) /sec0d9 (b) /sec3 0do
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sOLUGCAO No caso (a), iniciamos com a substituigdo t = senf e em seguida fazemos a decomposigao

em fragoes parciais. Temos:

/sec@d& / do _/cos@d@_/ cos 0d6 _/ dt
cosf cos20 ] 1—sen26 | 1—1¢2

1 dt 1 dt 1 1+1¢
ln‘+’+0—ln\se09+tan9]+0.

s 1re T2 )1t 21 ¢

No caso (b), integramos por partes, notando que d (tan ) = sec? #df, e obtemos:

/sec3 0do = /sec 0d (tan ) = secftanf — /tanQQSec 0de

= secftand — / (8602 0 — 1) sec 0df = secOtan b — /sec 0do — /sec3 0do

/sec3 0do =

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.6 ( click aqui e veja a lista completa)

e daf resulta:

[SeCGtan9+ln|secﬁ+tan9|} +C.

N | =

1. Integrais por Decomposi¢ao em Fragoes Parciais.

(2z — 1) .y
(a) /(:B—l)(x—?)dx .................................. (resp.: —In|z—1]+3njz—2|+C)

zdxr

(b) /(m+1)(:c+3)(a:+5)
1’5 x4— X
(C)/( + 8)d

................ (resp:. —tlnjz+1[+3Injz+3|- 2|z +5/+C)

............ (resp.: 4z +2Inz+ $2° + 2%+ 5In|z — 2| — 3|z + 2|+ C)

3 —4x
(d) / 2 _3314)%: Ty e (resp.: Sz?—22z+1ln ZT + L Injz+2|+C)
(e) /(q:—l)céx(:c—2) ......................................... (resp.: xilﬂn;_i’JrC)
(f) /m ................................ (resp.: —21n|£\+%+21n|$—2|+0)
(g) / (z* (J; im;;)? R (resp.: _lec? + arctgz + C')
() / :c2+d2:ic—i—5 ............................................. (vesp: aretg [A( + 1)] +C)

. dx 3x —1
(1) /31‘2_21‘_’_4 .......................................... (resp.: \/%arCtg < \/ﬁ ) +C)


http://www.mpmatos.com.br/Calculo2/Lista07.pdf
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() /332_‘2‘7;% ................................................... (resp.: 1n i_i’+0)
(k) / 23;2—d§x+1 ................................................ (resp.: arctg (2z — 1)+ O)
1) /?m ............................................ (resp.. In|32% — Tz + 11| + C)
(m) /m ...................................... (resp.: +In[2z+ 1|+ 2In|3z — 1|+ C)

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1
1. Recorde-se que F' (z) é primitiva de f (z) quando F' for derivdvel e F’ (z) = f (), em cada z.

(a) F(2) = 3254 4 8 @ﬂﬂ@:%ﬁ-%+§(@p@o:m@+n+z
2. f(x)= ex(®®-1) = exp (3 (22— 1)).

3. Usando as regras de derivagao e considerando que f' = g e ¢ = —f, encontramos:

W(z) = 2[f—senz][f —cosz]+2[g—cosz] ¢ + senz]

= 2[f —senz|[g —cosx]+2[g—cosz|[—f +senz] =0
e, portanto, h (z) é constante. Como h (0) = 0, segue que h () = 0 e temos o resultado.

4. Antes de iniciar, ndo esqueca de lembrar as regras béasicas de integracao.

1
(¢) —2cosz+-— +C
z® 223
d) —+ — .
(d) =t +z+C

(e) arctgz + C.
(f) tgz —z—2(1+2)%2 +C.

(g) %:p3/2 +tgx + C.
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(h) 2292 4 C.
21‘
(i) ;5 e +C.

(j) 2z 4 23 + §sen (2z) + C.

(k) itg (4z +2) + C.

D[

(x—i— 25en2w) +C
(

S5r — §5en2m) +C

N[

(n) %sech—i—C’
(o) x+Injz|+C

(p) z+1—Inlz+ 1|+ C.

5. Com a primitiva F' (z) = %exp (zP), p # 0, encontramos:

2

(a) 3¢ +C (b)2eV* +C —ie® 4O

6. Integrando duas vezes a funcao f (x), encontramos

4

f@) =" +e"+ka+C
12
A
e, substituindo os dados f (0) =2 e f/ (0) = 1, obtemos k = 0 e C' = 1. Assim, f (z) = ﬁ—i-e +1.

7. Recorde-se das regras bésicas de integracao e de algumas identidades trigonométricas.

(_1)7171

(a) 0 (b)0 (c)m/4, sek=0, e e

se k=2n—1.
8. Sendo a declividade no ponto (z,y) igual a 2z + 1, entao:
Yy =2z+1=y=a’+az+k

e, considerando que y (—3) = 0, encontramos y = 22 + x — 6, que é a equacio da curva.

9. Se F' (z / f(t)dt,entdo ¢ (z) = F (B (x))—F (a(x)) e, usando a Regra da Cadeia e o Teorema

Fundamental do Célculo, obtemos o resultado.

10. (a) V1+a2% (b) [In(senz)]®cosz + [In(cosz)’senz  (c) €® cos(e?*) — 2z cos(x? — 1)2.
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11.

(a)1/3 (b)5 ()4 ()4 ()43 (f) —n2.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2

1.

2.

10.

11.

()0 (b)0 (c)1/2.

Fazer em Sala de Aula

. Fazer em Sala de Aula

. Fazer em Sala de Aula

. Fazer em Sala de Aula

@) )z (©35 (@16v23 (v2-1 (3 (35 )F B8 O)F
(a) 16/3 (b) 9 (c)In2 (d) 1/3 (e) 1/2.

. / f(z)dx=32; A=73/6. Aintegral de uma funcio continua por partes y = f (), no intervalo

[a,b] , coincide com a &rea entre o grafico de f e o eixo x, no caso em que a funcdo é ndo negativa

no intervalo.

()1 (b1 (c)5/2 (d)32/3.

Com a mudanca z = —t e observando que f é uma fungao par, encontramos:

0

/f £ dt = f()da:: if(a:)da:—i—/oaf(x)da::2/0af(a;)d:c

Na figura abaixo ilustramos a situacdo geométrica em que A representa o valor da integral no

intervalo [0,a] A Figura 7.2 mostra uma funcao par e a Figura 7.3 uma fungao impar.

(a) g(0)=0, g(1) =2, g(2) =5, g(3) =Teg(6) =3 (b) em (0,3) (c)emz=3.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.3

1.

Recorde-se que a integral imprépria convergir significa que ela tem um valor numérico. Do con-

trdrio, ela denomina-se divergente.
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y A y A
A o A
_ TC Ll —’J’[ Tc »
n x = T
Figura 7.2: Funcgao Par. Figura 7.3: Funcao Impar.
(a) Temos
/1 da i /1 dz b dw
= lim — 4 lim
-1 1/|x’ a—0t Jq \/5 b—0~ J_1 vV—2
. 1 . b
= 1 2 1 —2¢/— 242=4.
S, (Ve + Jim [22v=e]l, 2+
Logo, a integral é convergente e tem valor 4.
(b) Divergente (c) Divergente.
(d) A integral é convergente, porque
*© dx .
——— = lim (arctanb — arctan0) = 7/2.
0 ]. + X b—oo
(e) Considerando a primitiva F (z) = —3exp (—2*), determinada no Exercicio 5 da se¢do 7.1,

com p = 4, obtemos:

b b

< 3 4 s 3 4 Y 1 !
/0 xexp( m)da: = blggo Oxexp( x)da:—blig)lo[ 4e:x;p( x)]o

1. 4
= —th_glo lexp (—b%) — 1] =1/4.
A integral é convergente e tem valor 1/4.

2. Divergente.
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3. Temos:

5 dx . b dx . 1 7°
—_— = lim — = lim
1 (b—1x) v—5-J1 (b—x) b—5- D — x|,
li 1 L +
= lim (——— -] = +oc0.
b—5— 5 — b 4

Assim, a integral é divergente (nao tem valor numérico).
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