CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL 8. APLICACOES DA INTEGRAL

Introducao

Neste capitulo faremos algumas aplicacbes da integral, tais como:

(1) Area de uma regiao plana, nas formas cartesiana e polar.
(2) Comprimento de curvas nas formas cartesiana, paramétrica e polar.

(3) Volume e édrea de uma superficie de revolugao.

Ao definir a integral como drea tinhamos em mente uma primeira

aplicagao da integral: o cdlculo de dreas planas. Suponhamos que Ya
(- y=f(z)
certa regiao D do plano xy seja delimitada pelo eixo Ox, pelo grafico
de uma fungao continua e nao negativa y = f (x), a < x < b, e pelas D
retas © = a e x = b, como ilustra a Figura 8.43. A drea da regiao D
é denotada por A (D) e calculada com auxilio da férmula: > T
T

b
A(D):/ f(x)dx.

Figura 8.1: Area da regiao D

8.1 Comprimento de Curvas

Consideremos uma curva v no plano zy, descrita por y = f (z), a < x < b, sendo f uma fungao
continua juntamente com a derivada primeira f’(z). Na Figura 8.2 ilustramos uma tal curva v e a
porgao elementar (infinitesimal) ds.

O comprimento elementar ds é aproximado, via Teorema de Pitagoras, por:

2
ds = \/(dz)* + (dy)* = /1 + (Zi) dx (8.1)
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Yy, ds

ds

Figura 8.2: O comprimento Elementar d-y.

e obtemos, na forma cartesiana, a seguinte expressao para o comprimento da curva =:

b
L(y) = / V1+ f(z)?dx. (8.2)

Na forma paramétrica a curva 7 é descrita por um par de equagoes:

(8.3)
y=y(t), t1<t<to,

sendo z (t) e y(t), juntamente com as derivadas z’ (t) e ' (¢), continuas no intervalo t; < t < to.
Considerando que:

de =2 (t)dt e dy=vy (t)dt

encontramos:

dy =\ (dn)? + (dy)* = \Ja' (0 + o/ (1) do

e, assim, obtemos a seguinte expressao para o comprimento da curva =y, agora na forma paramétrica:

L(7) = /tt \/(fg)Q + (%)th. (8.4)

EXEMPLO 8.1.1 Como ilustra¢do, vamos calcular o comprimento de uma circunferéncia de raio R.

SOLUGCAO Nao hd perda de generalidade em considerar a circunferéncia de centro na origem, como
ilustra a Figura 8.3. A parte da circunferéncia no 1° quadrante é descrita por y = v R? — 22, com

0 <z < R, e usando (8.2), obtemos:
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=V

Figura 8.3: Curva 2 + y? = R?.

No célculo da integral usamos a substituicdo x = Rsenf e encontramos:

7r 2
— 4R / cosbdf  _ g / 6 = 27R.
1— sen2

O célculo torna-se mais simples se usarmos a forma paramétrica. De fato, se o parametro ¢ representa

o angulo orientado do raio OP com o eixo Ox, como na Figura 8.3, obtemos a parametrizagao:

T = Rcost

y= Rsent, 0<t<2m,

e usando (8.4), encontramos:

27 27
= / \/(—R sent)? + (Rcost)?dt = R dt = 27 R.
0 0

EXEMPLO 8.1.2 (Parametrizando a Elipse e a Hipérbole) O mesmo pardmetrot usado na para-

metrizacao da circunferéncia pode ser usado na elipse e na hipérbole.

2 2

(i) Parametrizando a Elipse: % + Z—Q =1
Observando a figura ao lado, notamos que as coordenadas do YA
ponto P(x,y) da elipse sao: x = OC ey = DB e set repre- A
senta o dngulo entre o eixo x e o eixo OA, obtemos a sequinte i P
parametriza¢ao para o elipse: Z a

xr=acost, y=bsent, 0<t<2m.




MODULO 8 APLICACOES DA INTEGRAL 273

2 2
(ii) Parametrizando a Hipérbole: — — :2—2 =1
a
Na figura ao lado, ilustramos a hipérbole YA
22 g2 .
a2 0 C

| s

onde OB =beOA = a e temos a sequinte parametriza¢do:

xr=asect, y=>btant, 0<t<2r,

NN
X

onde t representa o dngulo entre o eixo x e o eixo OC.

EXEMPLO 8.1.3 Qual o comprimento do arco da pardbola y = 2%, entre t =0 e x = 17
SOLUCAO Um célculo direto nos da:

L(y)z/oller(tidx:/ol\/mdx

e com a substituicao 2x = tan @, resulta:

1 [0 1 (03
L(y)= 2/0 V1 + tan? @ sec? 0dH = 2/0 sec? 0df

onde tan a = 2. No Exemplo 7.6.7, calculamos a integral de sec?® f e usando o resultado, obtemos:

1 a
L(y) = Z[SeCHtaDG+ln]sec€+tan0|]0
1 1
= 1 [secatana + In [sec a +tana|}: 1 [2\/5+1n (2 + \/5)} .
EXEMPLO 8.1.4 Calcular o comprimento do arco da pardbola semictiibica y* = 23, entre y = —1 e

y = 8, ilustrada na Figura 8.4.

Com a parametrizcio v = t2, y =13, —1 <t < 2, encontramos:
2 2
L(y) = / V4t2 + 9t dt:/ [t| V4 + 9t dt
-1 -1
0 2
= —/ tv 4+ 9t2 dt+/ tv 4+ 92 dit
1

0

e usando a substituicio u = 4 + 9t2, obtemos du = 18tdt e assim:

1

1 4 1 40
Vudu+ — | Vudu=— (80\/ﬁ+ 13v13 — 16) ~ 10.52.

L(7)=——
M=-15/, 18 /, 27



274 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS
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Figura 8.4: Pardbola y? = 23. Figura 8.5: Pardbola y® = 22.

EXEMPLO 8.1.5 Em alguns casos, o cdlculo do comprimento de wma curva torna-se mais simples
quando ela é descrita sob a forma x = g (y), ¢ <y <d. A pardbola semicibica ~y:y> =2, 0<x <8,

ilustrada na Figura 8.5, pode ser vista sob a forma x = g(y) = 2, 0 <y <4, eo comprimento é

L(W)=/04\/1+g’(y)2 dy=/04x/1+9y/4 dy.

Com a substituicao u =1+ 9y/4, chegamos a:

L(y):;l/lm\/ﬂdu:;@o\/ﬁ—l).

dado por:

8.1.1 Deducgao das Férmulas do Comprimento

A cuva v ilustrada na Figura 8.6 representa o grafico de uma fungao continua y = f (z), a < x < b,
com derivada f’(x) continua.
Dada uma partigdo a = 9 < 1 < x2 < -+ < Tp_1 < T, = b do intervalo [a, b], o comprimento da

curva y é aproximado pelo comprimento da poligonal que liga os pontos:

A (av f (a)> s A (331, f (xl)) , As (x27 / (5[;2)) . As (:L‘g, f ($3)> A (xn—lv f (:L‘n_1>) , B (b> f (b))

e o segmento genérico Ag_1Ag, k=1,2,...,n, tem comprimento:

At A = \(@n—ze0)? + (f (@) — f (@0e1))?

= \/(fb‘k —wp1)? + F () (o — 25-1)” = (v — 2p-1) 1+ (cr)?
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=V

a X1 X2 X3 X4 e X b

Figura 8.6: Comprimento do arco +.

onde cada cg, entre x;_1 e xy, é determinado pelo Teorema do Valor Médio 6.2.2. O comprimento da
poligonal que aproxima a curva 7y €, portanto:

n—Z!Ak 1Ak = Z( o —zpo1) \J 14+ 1 (e)? = D1+ ' (ar)? Axy
g

k=1

com Az =t —ty_1, e fazendo n — oo, chegamos ao comprimento da curva ~:

n b
L6 = Jim YAl = [ V14 @R do
k=1 a

Na forma parametrizada, a curva ~y ¢ descrita por um par de equagoes a um parametro ¢ :
x =z (t)
y=ylt), c<t<d
e o ponto genérico Ay da poligonal tem coordenadas = (t;) e y (tx), a =to <t1 < ... < tp_1 <tn =Dh.

Mais uma vez usamos o Teorema do Valor Médio e encontramos:

|Ap—14k| = \/[33 (te) — = (tr-1)]* + [y () — y (tr-1)]?
= (= ten) ' () — o ()2 = /o () — o (@) A

onde ¢ e di estao entre t;_1 e tg, e, sendo assim:
d 2
L(y) = hm |Ak LAyl = / \/ df) dt.

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.1 ( click aqui e veja a lista completa)

2 2

1. Calcule a drea de um circulo de raio R e da elipse x— + 3;2 =1. (resp.: TR? e Tab)


http://www.mpmatos.com.br/Calculo2/Lista08.pdf
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2. Calcule a &rea da regiao delimitada pelo eixo x, pelas retas * = £B, B > 0, e pelo grédfico da

funcio y = 2% exp (— ‘x3D Verifique que a 4rea limite, com B — o0, é 2/3. (resp.: 2(1— e_Bz))

3. Considere B > 2 e calcule a drea sob a curva y = z~! (lnx)_2, entre as retas z =2 e x = B.

Esta drea tem um limite, com B — oco? (resp.: 1/In2—1/In B, com é&rea limite 1/1n 2)

4. Em cada caso, calcule o comprimento do arco indicado.

(a) y= i + %, 1<z <2 (resp.: 13/12)
(b) y=2(1+22)"%, 0<z<s. (resp.:  21)
(d) z= y; + Gly, 1<y<3. (resp.:  V6(2 +1n3))
(e) y=vx(l—2/3), 0<xz<3. (resp.:  2v/3)
(f) 822 =273, 1<z <8. (resp.:  62/3)
(8) y=1a2, 1<az<4 (resp.:  62/5)
(h) ¥+ ﬁ + ‘f =0, 2<z<3. (resp.: 53/6)
() y+1)*=(x—-4)>, 5<z<8. (resp.:  80v/10 — 13v/13)
@) y="5 - 296;/2, 0<z<l. (vesp.: 1(30v3 —7)

2/3

5. Calcule o comprimento da hipocicldide de equacio z2/3 + y2/3 = a (resp.: 6a)

6. Calcule a distancia percorrida por uma particula entre os instantes t = 0 e ¢t = 4, se sua posicao

P (z,y) no instante ¢ vem dada por: z = §t* e y = 1 (2t + 1)%/2. (resp.:  12)
7. Em cada caso, calcule o comprimento do arco v indicado:

(@) y:o=1t3 y=1t3, —1<t<3. (resp.:  5-[(85)%/% — (13)%/?))

(b) v:x =¢elcost, y=elsent, 0<t<1. (resp.:  v2(e —1)

(¢) y:z=2(1—sent), y=2(1—cost), 0<t<m. (resp.: 2m)

(d) v:x=tcost, y=tsent, 0<t<mw/4 (resp.:  ZV1+m2)

(e) v:x=cos(2t), y=sen?t, 0<t<m. (resp.:  2v/5))

() 7:$=%t2+t, y:%tQ—t, 0<t<1. (resp.: 1—§1n(\/§—1))



MODULO 8 APLICACGOES DA INTEGRAL 277

8. Seja v a curva descrita por: x =3 —3t, y =13 — 5t — 1, t € R. Verifique que r : 7o — 9y =41 ¢ a
reta tangente & curva « no ponto correspondente a t = 2. Note que nos pontos correspondentes a

t = +1 a reta tangente é vertical e serd horizontal nos pontos correspondentes a t = +4/5/3.

8.2 Comprimento & Area na Forma Polar

Com origem num ponto O, denominado Pdlo, consideremos um eixo, denominado FEizo Polar. Um
ponto P (z,y) do plano zy estard determinado quando s@o conhecidos o angulo 6, entre o eixo polar e
o raio vetor OP, e o comprimento r desse raio vetor.

Normalmente considera-se o eixo polar coincidindo com o eixo cartesiano Oz e, dessa forma, obtemos

as relacoes entre as varidveis cartesianas x e y e as varidveis polares 7 e 6:

xr =rcost r=+/x%+y>?

ou (8.5)
y = rsenf 0 = arctan (y/x)

As quantidades r e 6 sdo as coordenadas polares do ponto P. E claro que as coordenadas (r,0) e

(r,0 4+ 2km), k € Z, representam o mesmo ponto e convencionaremos que r > 0 e 0 < 0 < 27.

y A
P(r.,0) Yop P
r r
y
0 0
0 — —
Eixo Polar O &
(@) (b)

Figura 8.7: Coordenadas Polares r e 6.

Alguns autores admitem a possibilidade r < 0 e, nesse caso, o ponto (r,6) é localizado na diregao

contréria ao eixo polar, como ilustra a Figura 8.8 onde o ponto @ (r,0 + 7) é identificado por @ (—r,0) .

EXEMPLO 8.2.1 O ponto P de coordenadas polares r = 1 e 0 = w/2 tem coordenadas cartesianas
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P(r,0)

4. .................... :
O Eixo Polar

Figura 8.8: Os pontos (£r,0).

x =0 ey=1.Ja as coordenadas polares do ponto Q (2,2) sao:

r=v224+22=2V2 e 0 =arctanl =7/4.

8.2.1 Lugar Geométrico (LG) na Forma Polar

B A LINHA RETA: Fixado 6y no intervalo [0, 2], a equagdo polar § = 6, representa a reta que passa

pelo pélo, formando um angulo de 6y rad com o eixo polar (o eixo Oz). Em coordenadas cartesianas a

equacgao deste LG é y = (tanfp) .

Eixo Polar

Figura 8.9: A linha Reta.

Dada uma reta [ que nao passa no pélo, seja N (p, ) o pé da perpendicular tragada da origem a

reta [, como ilustra a Figura 8.9. Um ponto P (r, ) estd sobre a reta [ se, e somente se, r cos (¢ — 0) = p

e em simbolos, temos:
)

P(r)eler=

Acosf + Bsenf’

(8.6)
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onde A = cosp e B =seny. Temos os seguintes casos particulares ilustrados na Figura 8.10.

279

rcosf = —p rcosf = p
4_._..- ..... >
O Eixo Polar
P, P
(a)

l—rsenO =p

p

»
) i

Eixo Polar

p

(b)

Lrsen@ =—p

Figura 8.10: (a) Reta Vertical | (b) Reta Horizontal.

(i) Reta Vertical: Se p =0 ou o =7 e p > 0, a equacao (8.6) é do tipo rcosf = £p e representa a

reta perpendicular ao eixo polar, distante p unidades do pélo, ilustrada na Figura 8.10(a).

(ii) Reta Horizontal: A equagao rsen = £p, decorrente de (8.6), com ¢ = £7/2 e p > 0, representa

a reta paralela ao eixo polar, distante p unidades do pdlo, ilustrada na Figura 8.10(b).

B A CIRCUNFERENCIA: A Figura 8.11 ilustra a circunferéncia 7 de centro C (p, ¢) e raio a.

-
Ll

Figura 8.11: A Circunferéncia

Decorre da Lei dos Cossenos que:

P(r,0) cyer?+p*—2rpcos(f — @) =a

e temos os seguintes casos particulares:

Eixo Polar

2
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(i) Circunferéncia I: A Figura 8.12 ilustra o caso p =0 e ¢ = 0 em que a equagao se reduz a r = a

e representa a circunferéncia de raio a e centro no pélo. A equacio cartesiana é z2 + y? = a?.

A 0=nmn/2

v 0=3n2

Figura 8.12: A Circunferéncia r = a.

(ii) Circunferéncias IT: No caso p = a e ¢ = 0 temos as circunferéncias r = +2a cos 6 ilustradas na

Figura 8.13, com equagao cartesiana (x £ a)2 + 1% = a?.

r =2acos0 r=—2acos0

Figura 8.13: As Circunferéncias r = £2a cos 6.
Por exemplo, para descrever a circunferéncia de equagao cartesiana (z — 1)2 + 92 = 1 na forma polar
basta observar que:

(z—17°+y* = 1o+’ =20

& ¥ =2rcosf & [r=2cos0]
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(iii) Circunferéncias III: No caso p = a e ¢ = 7/2 temos as circunferéncias r = +2a sen 6, ilustradas

na Figura 8.14, com equagio cartesiana 22 + (y & a)? = a2.

A A
a a
© [ ]
a a
N v - v
7 = 2asenf r=-2asend

Figura 8.14: As Circunferéncias r = +2asen 6.

B As cONIcAS: Dados uma reta [ e um ponto F' fora da reta [, a equacao:

|[FP| = e dist(P;1) | (8.7)

representa a conica com diretriz | e foco F. O ntimero real e, denominado excentricidade da conica,

mede o achatamento da curva e a reta que passa no foco, ortogonal & diretriz, é o eixo focal. A conica é:
(a) uma pardbola, se e=1 (b) uma elipse, se e <1 e (c) uma hipérbole, se e > 1.

Vamos investigar as situacoes mais frequentes:
SITUAGAO I: O foco F' coincide com o pélo e o eixo focal é o eixo polar. Dado um ponto P (r,6) da

conica, temos:

r=|FP|=e-dist (P;l) =e-|PQ|

e, por outro lado:

|PQ| = |BD|=|FD|—|FB|=p—rcos(m—0)

= p+rcosh,
onde p = |F'D| = dist (F;1). Assim, temos r = e (p + 7 cos ), isto é:

e-p
= £ 8.8
1—ecosb (8.8)
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1 2 T l
| P |
Ot Yotnd 0
<« 1 ‘36 n < .“\e I D >
) D, V\BF eixo polar F B |y : eixo polar
i I
! I
@ 7 v

Figura 8.15: As conicas r = ep (1 +ecosf) ™ ".

que representa a conica com foco no pélo e diretriz [ & esquerda do foco, como ilustra a Figura 8.15(a).
No caso em que a diretriz [ situa-se a direita do foco, como na Figura 8.15(b), entao |F'B| = rcosf

e a equacao da conica é:
e-p

"= 1+ ecosf’ (8.9)

SITUAGAO II: O foco coincide com o pélo e o eixo focal ¢ § = 7/2. Existem dois casos a considerar
a depender da posicao da diretriz I, que pode estar acima ou abaixo do pdélo. Supondo que a diretriz

esteja abaixo do foco, como ilustra a Figura 8.16(a), entao:

Figura 8.16: As conicas r = ep (1 + esenf) ™"

|PQ| = |BQ|+ |PB|=p+rsenf

e de (8.7), chegamos a equagao da conica:

e€-p

_ .1
1 —esenf (8.10)
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No caso em que a diretriz [ situa-se acima do foco, como ilustra a Figura 8.16(b), a equacao da

cOnica é:
e-p
= — 8.11
" 1+ esenf ( )
EXEMPLO 8.2.2 Considerando p=a = /2/2 e ¢ = 7/4, a equagdo:
2+ p* — 2rpcos (0 — @) = a? (8.12)

é equivalente a r = senf + cosf e representa uma circunferéncia de raio a = /2/2 e centro C (p,¢).
Em coordenadas cartesianas, a circunferéncia r = senf + cos é descrita por:
(z—1/2)% + (y —1/2)* = 1/2.

EXEMPLO 8.2.3 A equacio r = 4 (2 +sen6) ' se enquadra no modelo (8.11), comp =4 ee = 1/2.
Trata-se, portanto, de uma elipse com um foco no pdlo, eixo focal @ = w/2 e diretriz 4 unidades acima

do pdlo como ilustra a Figura 8.17. Com 0 = 7w/2 e 0 = 31/2 obtemos, respectivamente, r = 4/3 er =4

) A
4 4
1 4 T
/i(?ﬁ
Pl o
Bz C Bl
8 3
3
A v 49 ZL

Figura 8.17: A Elipse r = 4 (2 +senf) ' .

e com isso encontramos os vértices Ay (4/3,7/2) e Az (4,37/2). O centro da elipse, que corresponde
ao ponto médio do eixo maior AjAs, é o ponto C (p,3w/2), com p+4/3 =4 — p, isto é, p =4/3. Os
outros dots vértices sao:

By (r,3r/2+60) e By(r,3w/2—0)

com r e 6 dados por:

1
r = |FB;| =dist(B;;l) = 3 (44+4/3)=8/3 e 60=mn/3.
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EXEMPLO 8.2.4 A equagio polarr =2 (1 —cos) ™, 0 < 6 < 2m, é do tipo (8.10) come=1ep=2.

Trata-se, portanto, da pardbola de equagdo cartesiana y? = 4 (x + 1).

B (IV) AS CARDIOIDES: Seja a > 0 um nimero real fixado e consideremos a curva 7 descrita pela

equagao polar 7 = a (1 — cosf), 0 < 6 < 27. Vejamos alguns aspectos gréficos da curva 7.

(i) Intersecao com o eixo polar: Se § =0, entdo r = 0 e se § = 7, entdo 7 = 2a e a curva passa nos

pontos (0,0) e (2a, ).

(ii) Intersecao com os eixos § = 7/2 e § = 37/2: Com 0 = /2 e # = 37/2, encontramos r =a e a

curva passa nos pontos (a,7/2) e (a,37/2).

(iii) Simetria: A equagdo nao ¢ alterada ao trocarmos 6 por —0 e isto indica que a curva ¢ simétrica

em relagdo ao eixo polar. Se 0 < 6 < 7/2 entao:

a(l—cosb) #all —cos(mr—0)] e a(l—cos)#all—cos(m+0)]

e isto indica que a curva nao é simétrica nem ao eixo # = 7/2 nem ao poélo.

(iv) Extensao do Lugar Geométrico: Considerando que |cosf| < 1, segue que r ¢ finito, seja qual
for o valor real assumido por 6 e isto indica que a curva é fechada. Os valores maximo e minimo

assumidos por r sdo r = 2a e r = 0 e ocorrem para 6 = 7 e § = 0, respectivamente.

(v) O Gréfico: A Figura 8.18 ilustra a cardidde descrita pela equagao polar 7 = a (1 — cosf).

Figura 8.18: Cardioide r = a (1 — cos®).
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Uma anélise similar é feita para as cardioides:
r=a(l+cosf), r=a(l—send) e r=a(l+send)

cujos graficos estao ilustrados na Figura 8.19.

0=m/2 A 0=1/2

e:o =
6—‘7: — = J 4 0=n/2
a 0=0 8=27c
2a =/ 2a

N\ 0=0
a p

0=2n a /

0=3n/2 v 0=n - \
0=3m1/2 0=2n
r=a(l+cosH) r=a(l-send) r = a(l + senf)

Figura 8.19: Outras Cardioides.

8.2.2 A Foérmula do Comprimento em Coordenadas Polares

Uma curva «y descrita em coordenadas polares pela equagao r = f(6), 01 < 6 < 63, pode ser

visualizada na forma paramétrica por:
x = f(0)cosf
y=f(0)send, 01 <0<0
e um célculo direto nos da:

dzx @_

@:f'(Q)COSG—f(Q)seHH e de—f'(ﬁ)sen9+f(9)cosé?.

Usando a férmula (8.4) para o comprimento, encontramos:

L(v) = /:2 \/(%)2 + (%)Qde - 992 VO + F1(0)2 do. (8.13)

EXEMPLO 8.2.5 Com a féormula (8.13), vamos calcular o comprimento da cardioide r = a (1 — cos )

tlustrada na Figura 8.18.
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SOLUCAO Temos r = f () = a (1 — cosf) e aplicando a férmula (8.13), considerando que 1 — cos =

2sen? (0/2), obtemos:

27 2 21
L(y) = /0 \/ (0% + f(0)* do :/0 V/2a2 (1 — cos0) df = a\/i/o V/2sen? (0/2) df
2 2
0

- Qa/o sen (6/2) d9:2a{—2cos(0/2)} = 8a.

8.2.3 A Férmula da Area em Coordenadas Polares

A férmula para o cédlculo da drea em coordenadas polares tem sua origem na drea do setor circular.

A Figura 8.20(a) ilustra um setor circular S, cuja drea corresponde a fragao da drea do circulo:

(a) A(S)=1r20 (b) dd=Lr2(do)

Figura 8.20: Area em Coordenadas polares.

A drea da porcao elementar dA é aproximada por dA = %r2d9 e por integracao encontramos:

92 62
A(D):/e dA:% [ sy, (8.14)
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EXEMPLO 8.2.6 Como primeira ilustra¢ao, vamos calcular a drea da regiao delimitada pela cardioide
r=a(l —cosf) da Figura 8.18. Aplicando a férmula (8.14) com f(0) = a (1 — cos®), encontramos:
2m CL2 2m
A(D) = / §a2(1—00s9)2d6:2/ (1—20089+cos29)d9
0 0

a? 1 sen (20)\1*"  3ma?
= 2[9—28en9+2<9+2)]0 =3

No caso em que a regiao D é delimitada por duas curvas, como ilustra a Figura 8.21, ela é descrita

pelas desigualdades D : g (0) <r < f(0), 61 <0 <0,

Figura 8.21: Area entre duas curvas.

e a férmula para o cdlculo da drea torna-se:

1

02
A(D) = 2/9 [£(0)* — g(0)?] do. (8.15)

EXEMPLO 8.2.7 Para ilustrar a férmula (8.15), inicialmente vamos calcular a drea da regico D sug-

erida nos sequintes casos:

(a) D ilustrada na Figura 8.22(a), é exterior & cardioide r = a (1 — sen @) e interior ao circulo r = a.
De (8.15), seque que:
™ ™
A(D) = / i [a2 —a?(1 - sen@)ﬂ do = / (2senf — sen? 0) df = a’(2—-7/2).
0 0

(b) D é a regiao comum as cuvas y; : 7 = 2acos8 e vy : v = 2asend, ilustrada na Figura 8.22(b).
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v

\ /
N 2a 3
\'\..— o~
v
r=a r = 2acosf
"""" r=a(l —sen6) ——— r=2asend

Figura 8.22: Regides do Exemplo 8.2.7.
Neste caso, encontramos:
w/4 m/4
A(D) = 2/ 1 (2asen 0)? do = 4a2/ 2 [1— cos (20)] df
0 0

=a?(-1+7/2).

w/4
_ o2 [0_ sen(2c9)}

2 0

EXEMPLO 8.2.8 Calcular a drea da regido R interior a leminiscata v, : r* = 2a%cos (20) e exterior

ao circulo vy : v = a tlustrada na Figura 8.23.

A

_____ = a
7 = 2a*cos(28)

Figura 8.23: Regiao do Exemplo 8.2.8.

SOLUCAO Os pontos de intersecao das curvas 7y, e 79 sao aqueles para os quais:

2a” cos (20) = a®. (8.16)
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Resolvendo a equacao (8.16) encontramos § = £7/6 e um célculo direto nos dé:

/6 /6

% [2a” cos (20) — a®] df = a2/ [2 cos (20) — 1] db
—7/6

AR) = 2A(D)—2/

—7/6

= a2 (\/g—w/?)).

EXEMPLO 8.2.9 Calcular a drea da regiao D interior a cardioide v, : r = a (1 +senf) e exterior ao

circulo vy 1 7 = asenf.

SOLUGAO A Figura 8.24 ilustra a situacio gréfica.

A

A

— r:aseng
—— r=a(l +senb)

Figura 8.24: Regiao do Exemplo 8.2.9.

Para usar a férmula (8.15), com f () = a(1+senf) e g (0) = asen @, primeiro separamos a regiao

D em duas partes: a porcao D; acima e a por¢cao Dy abaixo do eixo polar. Temos:

/2 1
A(Dy) = 2/ 5 [aQ (1 +senf)? — a2 sen? 0} do =a®(2+7/2),
0
0 1
A(Dy) = 2/ §a2 (1+sen6)®dd = a® (=2 + 37 /4)
—7/2
e, dessa forma, encontramos:
5ra?
A(D)=A(D1)+ A(Dy) = 1
ESCREVENDO PARA APRENDER 8.2 ( click aqui e veja a lista completa)

1. Localize no plano cartesiano os seguintes pontos dados em coordenadas polares e, em seguida,

determine suas coordenadas cartesianas:


http://www.mpmatos.com.br/Calculo2/Lista08.pdf
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(a) (2,7/4)  (b) (2,37/2)  (c) (3,7/6) (d) (1, —m/4)
(e) (2,57/6) (f) (=1,—7/4) (g) (=2,7x/6) (f) (—3,137/6)
2. Determine as coodenadas polares dos pontos cujas coordenadas cartesianas sdo:
(a) (1,1) (b) (2,0)  (¢) (—v2/2,v2/2) (d) (3,3V3)
(e) (~1,-1) (f) (1,V3) (») (—V7,3) (h) (0, —4)
3. Passe para a forma polar r = f () as seguintes curvas:
(a) zy = 2 b) 2?2 +y>—3y=0  (c) 322 +5y° =15
(d)z+1=0 (e) 22 —y? =1 (f) y? — 4z = 0.

4. Passe para forma cartesiana F'(z,y) = 0 e esboce o grafico de cada curva abaixo:
4

(a) r=2+sen20 (b)r=sen20 (c)r= 1+ cosf

(d) r=acosf (e)r=>5
(f) r=5+2cosf (g) r=3secd (h)r=1++v2cosf (i)r=2tan6 (j)r=20
5. Determine, caso exista, a intersecdo entre os seguintes pares de curvas:

(a)y;:7=2 e 79:7=4cosb (b) vy:r=14cosf e ~y:7=1/3(1—cosh)
(c) y;:72=4sen20 e ~vy:7 =2v2cosf (d)y,:0=m/4 e ~y:7=2cos0

6. Calcule o comprimento das seguintes curvas dadas na forma polar:

(a) y:r=3cost, 0<0<5 (b)y:r=2sect, 0<0<% (c)y:r=1-cosf, 0<0<

[NERIE]

(d)y:r=0/3,0<0< 75 (&) y:r=|senf|, 0<0 <21 (f)v:r=3cos?(§), 0<0<

7. Calcule a drea da regiao interior a cada curva y dada abaixo:

(a) v: 72 = a%cos20 (b) y:r=a(2—cosf) (c)v:r=2asenfd

(d)y:r=a(l+cos20) (e)y:7>=1-cosd (f) v : 12 = 2a? cos? (6/2)

8. Em cada caso, esboce graficamente a regiao D e calcule a drea A (D).

(a) D é interior ao circulo 7 = a e exterior a cardidide r = a (1 — cos6). (resp.: a*(2 — 7/4))
(b) D é delimitada pelas curvas r =2, § =7 /4 e 6 = 7/2. (resp.: m/2)
(c) D é interior & cardidide r = a (1 4 sen f) e exterior ao circulo r = asen6. (resp.: 5ma?/4))
(d) D é comum aos circulos r = 2acos e r = 2asen 6. (resp.: a?(—1+7/2))

(e) D é interior & leminiscata r2 = 8 cos 20 e exterior ao circulo r = 2. (resp.: 3(3v3 —m))
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(f) D é interior ao circulo r = 3 cos e exterior & cardiéide r = 1 + cos 6. (resp.: )
(g) D é delimitada pela rosdcea de 4 pétalas r = a|sen 26 (resp.: a’m/2)
(h) D é interior ao circulo r = cosf e exterior a cardidide r = 1 + sen. (resp.: 1 —7/4)
(i) D é interior ao circulo r = sen @ e exterior a cardiéide r = 1 — cos 6. (resp.: 1 —7/4)

8.3 Volume de Revolucgao

Consideremos uma curva 7 no plano zy, aqui denominada geratriz, descrita pela relagao F (z,y) =0
e denotemos por S a superficie obtida pela rotacdo da curva v em torno do eixo Oz. E claro que
cada ponto da curva « ird descrever uma circunferéncia de centro no ponto C (z,0,0) e a superficie S

é caracterizada por

% H . . —
C’PH = HC’QH , onde P (x,y,z) é um ponto genérico da superficie S e Q (z,7,0) é
o ponto de interse¢ao da curva v com o plano que passa por P, perpendicularmente ao eixo z (eizo de

rotag¢ao), como sugere a Figura 8.25.

=V

Figura 8.25: Superficie de Revolugao.

= |l Vola! : =2 2 2
A equacao HC’P H = HC’QH que descreve a superficie S se reduz a ¥° = y° + z° e como o ponto

Q (z,7,0) jaz sobre a curva 7, temos F' (x,y) = 0 e a equacao de S é:

S: Fz,£Vy? +22) =0.

No caso em que a curva vy é o grafico da funcao y = f (x) a equagao da superficie S é:

‘S: y? + 2% = [f(:z:)]z‘
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EXEMPLO 8.3.1 Ao girar o arco de circunferéncia y = v R? — 2% encontramos a esfera S, de centro

na origem e rato R, descrita por:

2
y2+z2:( RQ—a:Q) @‘S: 2 +y? + 22 = R%

8.3.1 Volume de Revolucao - Método das Fatias

O Método das Fatias, ou dos Discos Circulares, tem sua origem na férmula cldssica V = mR2h que
representa o volume de um cilindro circular reto de raio R e altura h. Para decrever o método, deixe-nos
considerar um corpo {2, gerado pela rotacao de certa regiao D do plano xy, em torno do eixo Oz, e por

simplicidade consideremos a regiao:
D={(z,y)eR?®:a<a<b e 0<y<f(x)}

ilustrada na Figura 8.26.

X +dx /

Figura 8.26: Volume de Revolugao.

4

Q

=
N\
S
P
= v

O volume elementar dV produzido pela rotacao da fatia dA entre x e x + dx assemelha-se ao volume

do cilindro de raio R = |f (z)| e altura h = dz e, portanto:
dV o~ W[f(a:)]gdx.

Por integracao, encontramos:

b b
vol(Q) = / dv = / ©[f(2)] de. (8.17)
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EXEMPLO 8.3.2 (Volume da Bola Esférica.) A bola esférica de raio R é gerada pela rotagao em

torno do eizo Ox da regigo D : —R < x < R; 0 <y < VR2— 22, como ilustra a Figura 8.27.

3
)\
—
A

Figura 8.27: Volume da Bola Esférica.
Temos y = f (x) = VR? — 22 e de acordo com (8.17), encontramos:

vol (£2) —/wa(mfdm—w/

- -R

R

3
(R?—a?)do =7 (R%;\R v \RR) —[4rR?/3.

-R 3

EXEMPLO 8.3.3 (Volume do Cone Circular Reto.) A rotagao em torno do eizo Oz da regico tri-

angular D, ilustrada na Figura 8.28, produz o cone circular reto de raio R e altura H.

VA y
R

] X
z

Figura 8.28: Volume do Cone Circular Reto.

=
{
=V

Agqui D :0<x < H; 0<y < Rx/H, de modo que dV = 7T(Ra:/H)2 dx e, assim, temos:

vol (Q) = /OHﬂ[f (x)]*de = W/OH (52) 22dr = | nR2H/3.

OBSERVACAO 8.3.4 No caso em que a rotagdao se processa em torno do eixo Oy, como sugere a Figura

8.29, a regido D deve ser descrita sob a forma:
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><V

Figura 8.29: Rotagao em torno do eixo Oy.

O volume elementar dV é aproximado por:
2
dV ~ W[g (y)} dy.

e o volume do corpo 2 é a "soma" dos volumes elementares dV e vem dado por:

d d
VOI(Q):/ dV:/ w[g(y)fdy. (8.18)

EXEMPLO 8.3.5 (O volume do Paraboloide) A Figura 8.30 ilustra o paraboloide ) gerado pela

rotacao da regico D em torno do eixo Oy.

Ya _ 4
P x =4y 1
|y —
H [ ————— _’
D @) X
X Z

Figura 8.30: Paraboliode de Revolgao.

Se D ¢ a regiao do plano zy, descrita por D :0<y<H e 0<z<.,/y, entdo o paraboloide ) ¢é

descrito por:

Q:x2+z2§y§H
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e tem volume dado por:

H H
VOI(Q):/O de/O W[\/gfdy: TH?/2.

EXEMPLO 8.3.6 (Volume do Elipsoide de Revolugao) A regido D do plano xy, entre o eizo Oy

€ a curva.

A
yL) Y y N
b ,

'
dy$

v
N

Figura 8.31: Elipsoide de Revolcao.

A curva geratriz x = g (y) e o volume elementar dV sao dados por:
2

a
gy) =3V —1? e dV:W[bz(beQ)]dy

e de acordo com (8.18) o wvolume do corpo S é, portanto:

b a2 b
vol () = /de = /b (b2 - y2) dy = | 4ma’b/3.

Rotagao em torno de um Eixo Horizontal

Vamos, agora, considerar o caso em que a regiao D do plano xy gira em torno do eixo horizontal
L : y = p, situado acima ou abaixo da regiao. A Figura 8.32 sugere o caso em que o eixo L estd abaixo

da regiao D, a qual é descrita por:
D:a<z<b e f(z)<y<g(x), (8.19)

sendo y = f(z) e y = g(z) fungdes continuas no intervalo a < x < b. E oportuno ressaltar que o

processo se inicia medindo-se as distancias dos gréficos das fungoes f e g ao eixo de rotacao e, dessa
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forma, o volume elementar dV aproxima-se de um cilindro vazado de raios R e 7 e altura dzx, isto é:
dV ~ [RQ - 7“2] dzx, com R=dist(A;C) e r=dist(B;C).
Em coordenadas, temos A (z,g (z)), B (z, f(z)) e C(z,p), de modo que:

R =g(@)~pf, P2 =[f @)~ e dV=r](g()~p)~(f(2)~p)] do.

Figura 8.32: Rotacao em torno de um eixo horizontal.

e, assim, o volume do corpo €2 é, dado por:

vol(Q2) = /ab dv = /abﬂ[(g(:c) —p)2 — (f(z) - p)ﬂdw. (8.20)

Rotagao em torno de um Eixo Vertical

No caso em que o eixo de rotagao é vertical, digamos L : x = ¢, situado & direita ou & esquerda
da regiao, o processo é similar ao caso anterior, com uma ressalva: as fungoes que delimitam a drea D

devem ser postas na forma z = g (y) e x = f (y), isto &, D é descrita por:
Dic<y<d e f(y)<z<g(y), (8.21)

sendo f (y) e g (y) fungdes continuas no intervalo ¢ < y < d. A Figura 8.33 ilustra a situacado em que
o eixo de rotacao situa-se & direita da regiao, onde vemos o cilindro vazado dV de altura dy e raios
R = dist (A;C) e r = dist (B;C) . Neste caso, temos dV ~ m [R? — r?] dy, e considerando os pontos

A(f(y),y), B(g(y),y) e C(q,y), encontramos:

v == [(f W)~ = (9 (y) - 0)°] dy.
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Figura 8.33: Rotacao em torno de um eixo vertical.

O volume do corpo €2, que é Soma dos volumes elementares dV, é calculado pela integral:

vol(2) = / “av = / dw[(f(y)—qf— (9(v) — 0)*|dy. (8:22)

EXEMPLO 8.3.7 A Figura 8.34 ilustra duas regioes D1 e Do e desejamos calcular o volume do corpo

Q, sugerido nos sequintes casos:

L, »t
W 2'\ 2
_x:
e y
D,
1
y D, \
K g E
b Ly

Figura 8.34: Ilustracao grafica do Exemplo 8.3.7.

(1) Q ¢é gerado pela rotagao da regiao Dy, em torno do eixo Ly :y = —1/2.
(ii) Q ¢é gerado pela rotagao da regiGgo D2, em torno do eixo Lo : x = —1.

(iii) Q é gerado pela rotagao da regiao Do, em torno do eizo Ly :y = —1/2.
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(iv) Q é gerado pela rotagao da regigo D1, em torno do eixo Lo : x = —1.
SOLUGAO As regioes Dy e Dy s&o descritas por:
Di:0<z<1;Va<y<2-z e Dy:0<y<Ly?<z<2-y

e assim, temos:

() R2=(5/2—2)%, P =(/z+1/2)% e dV=n [R? — r?] dz = 7 (2? — 4z — \/z + 6) dz. Logo:

vol(Q)—/OldV—w/l (22 — 4z — /& + 6) do =| 117 /6.

0

(ii) R? = (3 —y)?, T2:(y2+1)2 e dV =n[R?—r?dy=m(y*—y?— 6y +8)dy. Logo:

1 1
VOI(Q):/dV:ﬂ'/ (y4—y2—6y+8)dy:
0 0

(iii) Aqui é necessério dividir a regiao Dy em subregides Ry e Ry do tipo (8.19) e aplicar a cada uma

delas a férmula (8.20). Sejam entao:
Ri:0<2<1;0<y<+Vz e Ry:1<2<2,0<y<2—2
e 21 e Qs os respectivos volumes gerados por Ry e Ro. Temos:
VOl(Ql):ﬂ'/ [(Vz+1/2) —Z]d$:77[‘/6 e VOI(QQ):TF/ [(5/2—1:5) _4} dx = 5m/6
0 1

e, portanto:
vol () = vol (1) + vol () =

(iv) A situagao ¢ semelhante ao caso anterior, com uma ressalva: as subregides R e Ry devem descritas

sob a forma (8.21). Temos:
Ri:0<y<L0<z<y® e Rp:1<y<20<a<2-y
e usando (8.22), encontramos:
vol () = 77/01 {(yz +1)2 - 12] dy=137/15 e vol (Qy) = 7r/12 [(2 g+ 1)? - 12] dy = 47 /3.

Logo:

vol (2) = vol (1) + vol (Q2) =
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8.3.2 Volume de Revolugao - Método das Cascas Cilindricas

Ao contrario do que ocorre no Método das Fatias, em que a fatia dA é perpendicular ao eixo de
rotacdo, agora a fatia dA é paralela ao eixo. Primeiro, suponhamos que o sélido 2 seja gerado pela
rotacdo da regido vertical simples D em torno do eixo (reta vertical), distante p unidades do eixo Oy,

como ilustra a Figura 8.35.

A 7 [ =d)
@ A
i D
2 H =g(x) —fx)

y=fx) Ax

e
=

S

=V

r=xX+p

R=Xx+p+Ax

'
A

Figura 8.35: Volume por Cascas Cilindricas.

O volume infinitesimal dV é aproximado por dV ~ & [R2 — 7"2] -H,onde R=z+p+Azer =z+p,

e assim temos:

AV = n|@+p+d2) = (@+p)] [9@) - f @)]
= 2r(z+p) (Ax) [g(2) = f (@) ] + (A2)* [g () = f (2)]
de onde resulta:
A —aratp) [9@) — @) +(Aa) [g (&) ~ £ (@), (8.23)
Fazendo Az — 0 em (8.23) encontramos V' (z) = 27 (z + p) f (z) e dai segue o volume elementar:

dV =2m (z+p) [g (z) — f (2) |dz.

O volume de €2 é a Soma desses volumes infinitesimais, isto é:

b
vol(Q2) = / 21(z + p)[g9(z) — f(z)]dw. (8.24)
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EXEMPLO 8.3.8 Deize-nos reconsiderar a situagao (iv) do Exemplo 8.3.7 e calcular o volume do corpo

Q pelo Método das Cascas Cilindricas. Neste caso, temos:

1 1
VOI(Q):/O 27T(x+1)[2—a:—\/5]dx:2ﬂ'/0 <2+:E—\/5—$2—x3/2)dx:

Outra situacao ocorre pela rotacao da regiao horizontal simples D : ¢ <y <d; f(y) <z <g(y) em

torno de um eixo horizontal, distante ¢ unidades do eixo Ox, como ilustrado na Figura 8.36.

ya

x=1)
d

}
Y

Ay D —x=gy)
C

eixo_ _?l S

B R S e S

Figura 8.36: Volume por Cascas Cilindricas.

Para esta situagao, o volume elementar dV' vem dado por:

dvV =2m(y+q) [g(y) — f(v)|dy

e o volume do corpo €2 é calculado pela férmula:

d
vol(Q2) = / 21(y + q)[9(y) — f(y)] dy. (8.25)

EXEMPLO 8.3.9 Com relagio ao Exemplo 8.3.7, o volume do corpo Q na situagao (iii) pode ser cal-

culado pelo Método da Cascas Clilindricas. Da fato, neste caso o volume elementar é:
dV =2m(y+1/2) (2 —y—y?) dy = 27 (1 + 3y/2 — 3y*/2 — y*) dy
e um célculo direto nos da:
vol () = /Oldvz/o1 (1+3y/2 - 3y%/2 —y*) dy = |27

EXEMPLO 8.3.10 (Usando uma Rotacao de Eixos) Calcular o volume do corpo 2 obtido por ro-

tagao, em torno da reta y = x, da regiao triangular D de vértices O (0,0), A(1,0) e B(1,1).
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QT
~1
_\k
=1V

Figura 8.37: Usando uma rotagao.

SOLUGAO A Figura 8.37 ilustra a situacio gréfica antes e apds a rotacao.

No sistema zOy a regiao D, situada no 4° quadrante , é delimitada pelo eixo T e pelas retas:
71:f:g+\/§/2 e VT =-y
e usando (8.25), com ¢ =0, g(y) =7+ v2/2 e f(y) = —¥, encontramos:

0 0
vol (Q) = /_ﬁ/2 219 () — f () ]dg = 27 /_ﬁﬂg (217 + \/5/2) dyj = | m/2/6.

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.3 ( click aqui e veja a lista completa)

1. Identifique o eixo e a geratriz da superficie de revolucao, cuja equacgao cartesiana é:
(a) z = 22 + 92 (b)z=9y>+22 (c)y? =22+ 22
() 22 +y?*+22=0a® (e)2?+y?=1 (f) 42?4+ 9y* — 22 = 36.
2. Em cada caso abaixo, esboce a regiao D delimitada pelas curvas sugeridas e em seguida calcule o

volume do sélido gerado pela rotagao da regiao D em torno do eixo indicado.

(a)y=a*—22% y=22% 2>0; eixoy (b)y=a2—4z, y=0; eixox
(c)y=+vz, y=0, x=4; eixox =4 (d) 22 +y?=1; eixox =2

(e)y=+z, y=0, z=4; eixoy=2 (f)y—:v y=0, z=2; eixoy
(g)y=2a2 y=4—2% ecixox (hyzy=1,y=0, z=1ex=2; eixo .

3. Uma regiao D do plano xy ¢ delimitada pelo triangulo de vértices (0,0), (h,0) e (h,r), sendo h
e r nimeros positivos. Calcule o volume do sélido resultante da rotacao da regiao D em torno do

eixo z (resp. mr2h/3). E se a rotacdo fosse em torno do eixo y? (resp.: 2mrh?/3))
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4. Qual o volume do sélido obtido pela rotagao em torno do eixo x da regiao do plano zy delimitada

pela parabola y = 22, pelo eixo x e pelas retas y =2z —le y =z + 2? (resp.: 137/6))

3

5. Considere a curva de equacdo y? = x> e as regioes R; e Ry, ilustradas na figura.

Determine o volume do sélido em cada situacao a seguir:

ylk
(a) Re gira em torno do eixo x; B c(,))
(b) R; gira em torno do eixo y; R,
(¢) Rg gira emtorno do eixo BC} R,
A =z
(d) R; gira em torno do eixo AC.

6. O arco AB ilustrado na figura é o gréfico de certa funcao y = f (z), a <z <b.

Identifique o sélido de revolugao cujo volume é:

b d B
@ [ wfapa ) [ s Py

e b
(c)/d 27ryf_1(y)d:c (d)/ 7rf(:1:)2d:v—7re2(b—c)/3

b b Ry
() / o7 f(z)da () 7(be? — ad?) — / () 2da. —

7. E feito um orificio de raio 2v/3 pelo centro de um sélido esférico de raio R = 4. Calcule o volume

da porgao retirada do sélido. (resp.: 2247/3)

8. Calcule o volume de um tronco de cone circular reto de altura h, raio da base inferior R e raio da

base superior r.

9. Calcule o volume de uma calota determinada em uma esfera de raio r por um plano cuja distancia

ao centro da esfera é h, h < r. (resp.: 2mR3/3+ mwh3/3 — wr?h)

10. Calcule pelos dois métodos (Fatiamento e Cascas Cilindricas) o volume do sélido obtido por

2

rotacao em torno do eixo y da regiao delimitada pela curva y = 2o — z° e o eixo x.
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11. Ao girar em torno do eixo y uma certa regido do plano zy, obteve-se a seguinte expressao para o

volume do sélido resultante:
/4
V:27r/ (xcosz —xsenx)dx.
0
Identifique a regiao e calcule o volume V.

12. Calcule o volume do sélido gerado pela rotagao da regiao delimitada pelas retas y =0, z =2 e

x = 2y, em torno da reta y = x (Hint: use uma rotagao de eixos).

13. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo y do disco delimitado pela

circunferéncia (z —a)> + 42 = b2, 0 < b < a.

8.4 Area de uma Superficie de Revolugao

Antes de deduzir uma férmula para a drea de uma superficie de revolugao, vamos calcular de maneira
simples as dreas de duas superficies bastante familiar: o cilindro e o cone circular reto. Para o cilindro de
raio R e altura H, quando cortado e aberto, sua drea lateral é calculada como se ele fosse um retdngulo

de altura H e base 27 R, como sugere a Figura 8.38.

H A(S) = 2nRH

P>
|

2nR

Figura 8.38: Area do Cilindro Circular Reto.

Para o cone o procedimento é andlogo. Aqui usaremos a férmula bésica da drea do setor circular:
A(D) = %Rs, sendo R o raio e s o comprimento do arco. Um cone circular reto de altura H, geratriz
de comprimento g e raio da base R, apds cortado e aberto, se identifica com o setor circular de raio g e

comprimento do arco s = 2w R, como ilustra a Figura 8.39(c).
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(a) (b) (c)
S |
‘
‘ g

AD) = 1 Rs g=VH* - R? A(S) = 2nRg = 2rtR\H? — R?

Figura 8.39: Area do Cone Circular Reto.

Em uma situacao geral, suponhamos que S seja obtida por rotacao, em torno do eixo Ox, do grifico
de uma fungao suave y = f (x), a <z < b. Por funcdo suave entendemos um funcdo f que é continua
e tem primeira derivada continua no intervalo [a,b]. A drea infinitesimal dS é aproximada pela drea do

cilindro de raio f (x) e altura ds, sendo ds o comprimento do arco sobre o gréfico de f, como sugere a

Figura 8.40.
Iy = f(x) a b X
ds
Figura 8.40: Area da Superficie S.
Temos que dS = 27 f (z) ds e, como vimos em (8.1) o comprimento elementar é ds = /1 + f’ (x)2 dx,

e por integracao encontramos a seguinte férmula para o cédlculo da drea de S :

b b
A(S) :/ 27 f(x)ds :/ 21 f(x)\/1+ f(x)? dx. (8.26)
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EXEMPLO 8.4.1 Como ilustra¢do, vamos calcular a drea de uma esfera de raio R. A esfera é obtida

por rotacdo, em torno do eixo Oz, do arco de circunferéncia

vy:iy=VR?—22 —R<z<R,
e considerando em (8.26) : f(z)=vVR2—22 e \/1+ f'(2)* =R (R? — :132)_1/2, encontramos:

R
A(S) = / 21 Rdx = 4T R%.
—R

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.4 (click aqui e veja a lista completa)
1. Em cada caso, calcule a drea da superficie S.

(a) S é gerada pela rotagao da curva y = /z, 1 <x <4, em torno do eixo z.
(b) S é gerada pela rotagao do segmento de reta y = 3z + 2, 0 < z < 3, em torno do eixo z.
(c) S é gerada pela rotagio da curva 8z = y* +2/y2, 1 <y < 2, em torno do eixo .

(d) S é o paraboloide y = 2% + 22, 0 <y < 4.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.2

1. Como ilustracao, veja os itens (a) e (h).

(a) (2,n/4) (h) P(3, 1/6)
3
o (ﬁy\/i) TC/6
4. .................... 4’
0 3 0 Eixo Polar
Eixo Polar=
0(-3, 1371/6)

() (V2v2) (b) (0.-2) () (3.9 () (2.2 (o) (V3.1 () (%2.9)


http://www.mpmatos.com.br/Calculo2/Lista08.pdf

306

CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

(®) (v3,2) (h) (32, 3).

(@) (R.7/4) (b) (2,0) (c) (1,37/4) () (6,7/3) (e) (V2.5m/4) (f) (2,7/3)

(8) (2v3,7/3) (h) (4,-7/2).

(a) r?sen20 =4 (b) r =

(@) Vat+y?—2zy=2 (b) F(z,y) =

. Os pontos de intersecao sao apresentados em coordenadas polares. Localize-os no plano zy.

(a) A(2,£1/3) (b) A1(1/2,21/3) e As(1/2,47/3) (c) A1 (0,7/2), A (0,37/2) e A3 (2,7/4).

(d) A1(1++2/2,7/4), Aa(1 —+/2/2,3r/4), Az(1 —/2/2,51/4) e Ag(1 ++/2/2,731/4)}.

. (a)3r/2 (b)) 2v3 (c)2v2-2 (d) HVA+72+ tIn(\/I+n2/d+7/4) (e)2m (f) 3V2

(8) & (16+72)** —8a/3 (h) 2(27 —3V3) (i) V2r/2.

. Veja a ilustragao gréfica no final do capitulo.

(a) a®> (b) 9ma?/2 (c) ma® (d) 3ma?/2 (e) © (f) 27wa?.

. Gréficos.

A

(a) yt (b) y (c) y 1

o (D
N ZN :

r<aer<a(-cosd) r<2emn/4<6 <m/2 asen® <r<a(l+senb)

€T
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(d) Ys (e) Ys ® v
a
" 7
»> ‘& 3“,
\_/" S \NA
r=2acosO e r=2asend a<r<2a?®cos?20 a(l+cosB)<r<3acosO
(®) m Y1 (1) y
2 1
‘ 2 £
v 1z

r=alsen20 | 1+send <r<cosf 1 —-cosf < r < senf

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.3

1. Em geral, a geratriz é determinada pela intersecao da superficie com um plano coordenado.

(a) geratriz: y = /z; eixo z. (PARABOLOIDE)
(b) geratriz: y = +/z; eixo z. (PARABOLOIDE)
(c) geratriz: y = z; eixo y. (CONE)
(d) geratriz: 22 +y? = a?; eixo z. (ESFERA)
(e) geratriz: z =1; eixo y. (CILINDRO)
(f) geratriz: 9y? — 22 + 36; eixo z. (HIPERBOLOIDE)

2. Em cada figura abaixo apresenta-se o grifico da regiao que ird produzir o sélido.
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(@ , by o, (©) 4,
J ~ | "
< x
m»
(d) ¥4 i ©)y, ® o,
e.
° eixo Gt \P
R =T
\ 2 :c; m; 4
\}

9 (h)

Yy Ya

™
<

(a) V=321/3 (b) V=512r/15 (c) V =2561/15 (d) V = dr?

() V=40r/3 (f) V=167/3 (g) V =(30.1)7/2 (h) V ==/2.
3. vol (Q) = mr2h/3. Se a rotacao fosse em torno do eixo Oy, o volume do corpo seria 2wrh?/3.
4. vol (Q) = 137/6
5. (a) 7/4 (b) 3x/7 (c) 117x/20 (d) 277/35.

6. O corpo (2 é gerado pela rotagao da regiao D em torno do eixo indicado.
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(a) D= RyURy; eixo Ox.
(b) D = Rg3; eixo Oy.
(¢) D= Rs; eixo Ox.
(d) D= Ry; eixo Ox.
() D= RyURy; eixo Ox.
(f) D= R3; eixo Ox.
7. vol (Q) = 2247 /3.
8. vol (Q) = 7h/3 (R*+r? + rR).
9. vol (Q) = 2rhR3/3 + wh3/3 — 7r?h.
10. Usando fatias, encontramos:
2 2
vol () = 7r/ (—2% +22)" dz = 167/15.
0
Por outro lado, usando cascas cilindricas, obtemos:

1 1
VOI(Q):27T/ 2y\/1—ydy:47r/ (1 —t)Vt dt = 167/15.
0 0

11. A regidao D é delimitada pelo eixo Oy e pelos graficos de y = cosz e y = senx, entre z = 0 e

x = m/4. O volume do corpo ( é:

vol () = (71'2\/5 - 47r> .

N

4371/2

12. vol () = o7

13. O sélido 2 tem o formato de uma rosquinha e seu nome é Toro de Revolugdo. Temos:

47b3

vol (Q) = ab®m? + 3

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.4

1. (a) A(S) = 4 {(17/4)** — (5/4)*/*] ~36.18 (b) A(S) =397v10 (c) A(S) = 11797/256.
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(d) A(S)=4{(17/4)*? — 1/3] ~ 36.18.

B ALGUMAS CURVAS ESPECIAIS EM COORDENADAS POLARES

As curvas em coordenadas polares que aparecem com mais freqiiéncia sao apresentadas abaixo, com

as respectivas equagoes. Acompanhe a figura com os valores de 6 : 0, «/6, w/4, n/3, 7, 37/2, e 2.

Leminiscata Rosacea de 4 Pétalas Rosacea de 3 Pétalas
y? ..' yﬂ ". 5 yﬂ

r* =a*cos20 r=alsen20 | r=2sen30

Hipocicloide Espiral de Arquimedes Linha reta

) 0=n/2

A
N

) N
x=acos’0, y=asen’0 r=af reos(0 —0y) =r,
Limagon I Limagon II Limagon III
o eizo
e1ro
(0]
r=a+bsend,a<b r=a+bsend, b<a 7=1+2cos0
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A Cardioide | Cardioide II Cardioide 111
A ﬂk 0=m/2
a 06=0
2a =/ 2a
" N\ 60
0=2n u /
a .
6=ﬂ y} \
0=31/2 =2 0 _ 0=2n
r=a(l+cos0) r=-2asen r=a(l+sen0)

Cardioide IV

A O=n/2 0=0

0=t _~a N a il

N\
0=2n

2a
0=31/2 v
r=a(l-sen0)

Cardioide V
4 0=n/2

1 0=0
&_/ -
1 0=2m

r* =1-cos6O

Cardioide VI

0=r/2

0=27

r* =2a’ cos’(0/2)

Circunferéncia [

Circunferéncia II

A P 4 >
a a
[ ] ®
a a
h v ’ v
¥ =—2asen0
r=2asen®
Circunferéncia IV Extral

h

4
‘aga_,
\

r=—2acos0

<

A

>
j P
y

r=a(2—cos0)

Circunferéncia 111
A

r=2acos0

Extra II

@
‘W'

r=a(l+cos20)
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o0
_ 2
” A mathematician is one to whom / e " 2dy =2r
—0o0
is as obvious as that twice two makes four is to you.

Liouville was a mathematician.”

Lord Kelvin
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