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CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL 1. NUMEROS REAIS

1.1 Propriedades Basicas

Adotaremos as seguintes notagoes para os conjuntos numeéricos:

N = {1,2,3,4,...} (conjuntos dos nimeros naturais)
Z = {..,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} (conjuntos dos nimeros inteiros)
Q = {p/q, p,q€Z, q#0} (conjuntos dos nimeros racionais)

No conjunto Z dos nimeros inteiros, destacamos o subconjunto Zp dos nimeros pares (muiltiplo de

2) e o subconjunto Z; dos nimeros impares, isto é:
Zp =12k, keZ} e Zr={2k+1, keZ}.

No Exemplo 1.1.1 a seguir veremos como provar que um determinado nimero inteiro é par.
EXEMPLO 1.1.1 Se p é um niumero par, entdo o nimero p*> também é par. De fato, sendo p um

numero par, entao p = 2k, para algum inteiro k e, sendo assim:
p? = (2k)% = 4k? = 2 (2k?)..

Ora, sendo 2k? wm nimero inteiro, deduzimos que p? é wm maltiplo inteiro de 2 e, portanto, é um nimero
par. Como consequéncia, deduzimos que se p?> é um niimero par, entio p também é par. De fato, se
p fosse impar, entdo p = 2k + 1, para algum inteiro k, e, portanto, p? = (2k + 1)2 =2 (2k2 + Qk) +1

também seria tmpar, contradizendo a hipdtese de ser p*> wm nimero par.

DEFINICAO 1.1.2 A fragao p/q, sendo p e q nimeros inteiros positivos, é dita irredutivel quando os
numeros p e q forem primos entre si, isto é, ndao possuem fator comum diferente de 1. Por exemplo, 2

e 3,3 ed sao primos entre si.

EXEMPLO 1.1.3 Como provar que o nimero p = 413 é um niumero impar? Basta expressar o nimero

p sob a forma 2k + 1, sendo k um nidmero inteiro. Temos:

p=413=2x206+1=2k+1, com k= 206.
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Os numeros racionais p/q (quociente de dois nimeros inteiros ou fragoes ordindrias) também se

expressam como fragoes decimais exatas ou dizimas periédicas. Por exemplo:

2
— = 04 (decimal exata).
5
10
3 = 3.33333... (dizima periédica de periodo 3).
Ja o nimero m = 3.14156365..., que é a razao entre o comprimento da circunferéncia e o seu

didmetro, nem é decimal exata nem dizima periédica. Ele é classificado como nidmero irracional.

EXEMPLO 1.1.4 (o mimero /2) Este exemplo nos convencerd da necessidade de ampliar o conjunto
Q dos niumeros racionais. Representemos por x o valor numérico da diagonal de um quadrado de lado

1, como tlustrado na Figura 1.1.

Figura 1.1: O nimero v/2.

O Teorema de Pitdgoras nos ensina que:

22 =124+ 1% = 2| (1.1)

e isto sugere definir a raiz quadrada de 2 e anota-se v/2, como sendo o tdnico nimero positivo, cujo
quadrado é 2, o que nos leva a concluir a partir de de (1.1) que x = V2. Como veremos adiante, o
ndmero V2 nao pode ser expresso como quociente de dois nimeros inteiros e, portanto, /2 nio é um

nimero racional; outros nimeros irracionais (nao racionais) sao: \/3, 7 e5.

Representaremos por R o conjunto de todos os nimeros reais (racionais ou nao), o qual serd nosso
conjunto universo. E claro que todo nimero natural é, também, um nimero inteiro e neste sentido temos
N C Z. Além disso, qualquer nimero inteiro p pode ser visto como um nimero racional, bastando olhar

p sob a forma fraciondria, com denominador ¢ = 1, isto é:

_b
p—leQ



MODULO 1 NUMEROS REAIS 3

e temos a seguinte cadeia de inclusoes préprias:
NcZcQcCcR.

EXEMPLO 1.1.5 (O niimero /2 é irracional) Uma Demonstragio por Absurdo consiste em negar a

Tese e chegar a wma contradi¢ao da Hipotese. Isso nada mais é do que a equivaléncia entre as sentencas

[Pl=1[Q]| ¢ |[~Q]=[~P] (1.2)

(em (1.2) ~ Q indica a negativa da afirmacio Q). Se \/2 fosse racional, ele se escreveria sob a forma

irredutivel \/2 = p/q, sendo p e q inteiros e g # 0, e, consequentemente:

2= (V2) =& o p? = 24% (1.3)

De (1.3) resulta que p?, e portanto p, é um nimero par. Ezpressando p = 2k, k € 7Z, encontramos

2q% = 4k? e dai resulta ¢° e, portanto q, é par, contradizendo a irredutibilidade da fra¢io p/q.

» OPERAGCOES ALGEBRICAS COM FRAGOES No conjunto Q dos nimeros racionais (fragoes), temos

as seguintes operagcoes:

a ¢ ad+bc
1. Soma g—l-& vl b#0,d#0
a ¢ ac
2. Produto: 3 X 7= 5 b#0, d#0
3. Quociente: g—E:gxg—a—d, b#0, c#0ed#0.
b d b ¢ b

1.1.1 Intervalos da Reta R

O conjunto R dos nidmeros reais pode ser representado por um eixo orientado, no qual destacamos
os diversos tipos de intervalos, que representam subconjuntos especiais da reta real. Sejam a e b, dois
nimeros reais, com a < b.

(I1) Intervalo Fechado de extremos a e b:

o>

+Q

[a,b) ={z eR:a<x<b}
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(I3) Intervalo Aberto de extremos a e b:
a b
(a,b) ={zeR:a <z <b} >
(I3) Intervalo Semiaberto de extremos a e b:
a b
(a,b) ={zreR:a<z<b} + —>
(I4) Intervalo Semiaberto de extremos a e b:
a b
¢ >

[a,b) ={zeR:a <z <b}
Todos esses intervalos sao ditos limitados, por terem comprimento finito; o comprimento de cada

um deles ¢ b — a. O centro do intervalo de extremos a e b é o ponto médio = = (a + b) /2 e o raio é o

ndmero real R = (b—a) /2.
Além desses intervalos, temos os seguintes intervalos ilimitados, isto é, de comprimento infinito.

v

(Is) Intervalo Aberto Ilimitado de extremo superior b
b

(—o0,b) ={z e R:z < b}

(Is) Intervalo Fechado Ilimitado de extremo superior b:
b
(—o0,b) ={z eR:2z <b} & —»
(I7) Intervalo Fechado Ilimitado de extremo inferior a:
a
[a,+o0) ={rx e R:x >a} ¢ >
(Ig) Intervalo Aberto Ilimitado de extremo inferior a:
a

(a,+0) ={z €R:z > a}

0 ++++++

(Ig) A reta real R se identifica com o intervalo ilimitado:

(—00,+0) =R

EXEMPLO 1.1.6 (operagoes com intervalos) Consideremos os intervalos I = (1,3], J = [2,4] e
K = (-3,1], representados em eizos paralelos, como ilustrado na Figura 1.2. Algumas operagoes entre

conjuntos devemos ter em mente:
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(i) Interse¢cao: ANB={x:x € Aexe€ B} (x estd no conjunto A e no conjunto B)

(ii) Unidgo: AUB={x:x€ Aouxz e B} (z estdno conjunto A ou no conjunto B)

(iii) Complementar: A\B ={z:x € A ex ¢ B} (x estd no conjunto A e ndao estd no conjunto B)
Por observagdo da figura, deduzimos que:

(a) INJ=123|={zecR:2<z<3}.

(b) INK =@ (conjunto vazio; nao ha ponto comum aos intervalor I e K).

(c) IUK =(-3,3]={zeR:-3<z<3}.

d) NJ=(1,2)={zeR:1<z<2}.

s 4

L 2

L 2

L 2

—-—
L 2

v
—

R 2
L 2
L 2
L 4
R 4
: 3
L 2
v
[

v
=~

Figura 1.2: Operacoes com intervalos.

Usaremos os intervalos para representar o conjunto-solucao de uma desigualdade e também o domfnio
e a imagem de uma fungdo do Calculo. Alids, fungdo é um dos entes matemaéticos mais importantes,
senao o mais importante, do Célculo Diferencial e Integral.

Encerrando esta secao, vejamos algumas propriedades algébricas no conjunto R dos niimeros reais.

Se x, y e z sdo nimeros reais, temos:
(P1) Comutativa: z+y=y+x.
(P2) Associativa: z+ (y+2)=(z+y)+ 2.
(P3) Distributiva: z-(y+z2)=z-y+zx-z.

(P4) Existéncia do Simétrico : z+ (—x) =0.
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(P5) Existéncia do Inverso: =z-(1/x)=1, z#0.
(P6) Associativa: z-(y-2)=(z-y)-z.
(P7) Existéncia do Elemento Neutro :
(i) Na Adi¢ao: = +0==z.
(ii) No produto: z-1=z.
(P8) Produtos Notaveis :
(i) Quadrado da Soma: (z+y)? =22 +2 z-y+y>
(ii) Quadrado da Diferenca: (z—y)> =a22—2-z y+y%

(iii) Produto da Soma pela Diferenca: (z +y) - (z — y) = 2% — 2.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1. Classifique as afirmagoes em verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando cada resposta.

(a) Se z < 2, entdo 22 < 4. (b) Se #?2 < 4, entdo x < 2. (c) Se 0 <z < 2, entdo 2? < 4.

(d) Se z < 2, entao x < 3. (e) Sex =3, entdaox <3. (f) Se |z| > 2, entdao z > 2.

2. Se p é um nimero fmpar, entdo p? também o é. Como consequéncia deduza que se p? é par, entio

p também é par.

3. Se p é um numero inteiro, tal que p? é divisivel por 3, mostre que p também o é. Use este fato

para mostrar que o niimero /3 nao é racional.

4. Mostre que a soma e o produto de dois niimeros racionais ¢ um nimero racional. Dé exemplo de

dois nimeros irracionais z e y, tais que = + y e x - y sejam racionais.

5. Sejam r um nuimero racional e x um nimero irracional. Mostre que:

(a) A soma z +r éirracional (b) Se r # 0, o produto x - r é irracional.
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2

6. Sejam z e y dois nmimeros irracionais, de tal forma que 22 — 42 seja um racional nao nulo. Mostre

que os nimeros  — y € x + y sao irracionais. Por exemplo, V3412 e v/3 — /2 sdo irracionais.

7. Reduza os nimeros z = 5,2121... e y = 0,21507507 ... & forma de fracao ordindria.

1.2 Desigualdades

» IMPLICACAO & EQUIVALENCIA

Na sentenga matemética A = B (lé-se: ”A implica B”) dizemos que a afirmagdo A é condigao

suficiente e a afirmacao B é condigao necessédria. A sentenga nos diz que:

Se [A] ocorrer, entao [B] OCOTTer4.

ou, de forma equivalente:

‘Se [B] nao ocorrer, entao [A] nao ocorrera.

(é este o raciocinio por traz de uma "demonstracao por absurdo")

Jé a sentenga A < B (lé-se: A se, e s6 se, B”) diz que as afirmagoes A e B sao equivalentes, isto é:

A=B| ¢ [B=> A

EXEMPLO 1.2.1 Se p é um nimero inteiro, a sentenca:

p é divisivel por 9 = p é divisivel por 3
é uma sentenca verdadeira, enquanto a reciproca:

p € divisivel por 3 = p é divisivel por 9

é falsa; basta observar que 6 é divisivel por 3, mas ndo por 9.
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EXEMPLO 1.2.2 (Duas sentencas equivalentes) As sentencas ¢ +2 = —4 e x = —6 sdo equiva-
lentes, porque:

r+2=-4sr=-4—-2< x=—0.

> RESOLVENDO DESIGUALDADES
Quando resolvemos equacoes, em geral, transformamos ela, sucessivamente, em outras equivalentes,

como fizemos no Exemplo 1.2.2. No caso de desigualdades, o processo é semelhante, com a ressalva:

‘ uma desigualdade tem o sentido invertido ao ser multiplicada por uma constante negativa.

Em simbolos, temos as seguintes equivaléncias:

:U<y<:>—a:>—y‘ e ‘xﬁy@—xZ—y.

EXEMPLO 1.2.3 Para resolver a desigualdade: 2x —4 > 6, notamos que:
10
2r—-4>62z>4+6=2x>10 2> ?<:>:E>5.

Observe que nao houve multiplicacio ou divisao por nimero negativo, de modo que a desigualdade ndo

foi invertida. O conjunto solu¢ao S da desigualdade é: S ={z €R:z>5} ou S =(5+00).

EXEMPLO 1.2.4 Estudar o sinal da expressao —4x+8. Uma expressao pode ser positiva (> 0), negativa

(< 0) ou nula (= 0). Primeiro, notamos que —4x +8 = 0 < x =2 e, por outro lado:

-8
—4x+8>0<:>—43:>—8<:>x<—4<:)m<2.

Notamos que dividimos a desigualdade por —4 e, por isso, ela foi invertida. Portanto, a expressio é

nula se x = 2, € positiva se x < 2 e, naturalmente, serd negativa se x > 2. Graficamente, temos:

o o b b o o e e B e

» sinal de — 4x + &
0 2

Figura 1.3: O sinal de —4x + 8.
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EXEMPLO 1.2.5 (Sinal de um Produto) Para estudar o sinal da expressao (x—3)(2x+4), recordemos

uma regra basica do ensino fundamental:

‘ o produto de dois fatores serd positivo se, e somente se, 0s fatores possuirem o mesmo sinal. ‘

(i) Para analisar o sinal do fator x — 3, observamos que:
r—=3=0&2=3 ¢ z-3>0&2>3.

Assim, x — 3 serd positivo no intervalo (3,+00) e negativo no intervalo (—00,3). Em z = 3 a

expressao se anula.
(i) Ja o sinal da expressao 2z + 4 ¢é determinado notando que:
20+4=02=-2 e 20+4>0&20> 42> -2
Portanto, a expressao 2x+4 serd positiva no intervalo (—2,400) e negativa no intervalo (—oo, —2).

(iii) O sinal do produto (x — 3)(2x + 4) é determinado observando a ilustragdao grifica.

=St esssefate— —Sreses | ++++++++++++

-2 b §3

—» sinaldex—3

e B o s B

» sinal de 2x + 4

2! 0 3
2 S Gt el e = s el e G S el
> O =O 1‘3 » sinal de (x - 3)(2x + 4)

Figura 1.4: Figura do Exemplo 1.2.5..

As expressoes x — 3 e 2@ + 4 tém mesmo sinal se x < —2, neste aso ambas sio negativas, ou x > 3,
caso em que ambas sio positivas. Concluimos, portanto, que a expressio (x — 3)(2x + 4) serd positiva
sex >3 oux < —2, isto é, no conjunto (3,4+00) U (—o0, —2) e negativa se —2 < x < 3, isto é, no

intervalo aberto (—2,3). Em x = 3 ou x = —2 a expressao se anula.
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EXEMPLO 1.2.6 (Sinal de um Quociente) O mesmo argumento do Exemplo 1.2.5 pode ser usado
3z +4

x—1"

para estudar o sinal do quociente

‘ Uma fragao serd positiva se, e somente se, numerador e denominador possuirem o mesmo sinal.

. . . . +4
A ilustracdo grdfica para este caso nos diz que a exrpressao

serd positiva se x < —4/3 ou x > 1,

isto €, no conjunto (—oo,—4/3) U (1,+00) e serd negativa caso contrdrio, isto €, no intervalo aberto

(—4/3,1).

= === +5F -+t FF+ bR S SRR RS
{43 0 1

———————————— +++++++++ +++

» sinal de 3x +4

4 ° : — sinal dex — 1
—4/3 0 1
++++——————————— bbbt
- & b & x+4
® S » sinal de 1
—4/3 0 1 X—

Figura 1.5: O sinal do quociente

EXEMPLO 1.2.7 (Sinal de um Trinémio do Segundo Grau) Por trinémio do sequndo grau en-
tendemos qualquer expressio da forma ax?® + bx + ¢, com a # 0. O sinal do trinémio depende exclusi-

vamente dos coeficientes a, b e ¢ que compéem o Discriminante A, dado por:

‘A:b274ac.‘

Hd trés casos a considerar.

1° Caso: A < 0. Neste caso, o sinal do trindmio coincide com o sinal de a. Por exemplo, no
trinomio —x? + 2x — 4, temos que A = 4 — 4(—1)(—4) = —12 < 0 e sendo a = —1 negativo, entdo o
trinémio é negativo (mesmo sinal de a), isto é, —x? 4+ 2z — 4 < 0, seja qual for o valor de x.

2° Caso: A = 0. Neste caso o trindomio tem uma Unica raiz real, digamos xg, e o sinal do
trindmio é o mesmo de a, em todo x # xg.

3° Caso: A > 0. FEste € o caso em que o trinémio tem duas raizes reais e distintas, digamos xy

e xo, dadas por:

b+ VA
2¢
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e o trinémio terd o mesmo sinal do coeficiente a, nos pontos x que nao estiverem entre as raizes T
e xa; o sinal do trindmio serd contrdrio ao do coeficiente a, se o ponto x estiver entre as raizes. Nas
raizes x1 e To o trindmio, é claro, se anula. Na figura abaizo, ilustramos algumas situacoes e o leitor

pode simular outras.

++++ ++++ X, +4++++FH+++++
R 2 e B e

a>0¢e A>0 a>0¢e A<O

Figura 1.6: O sinal do Tiinomio ax? + bz + c.

EXEMPLO 1.2.8 Em cada caso, vamos encontrar o conjunto-solucao da desigualdade.

(a) 22 -32+2<0 (b)2?+z+1<0 (c)4z?—-4x+1<0.

Solucao:

(a) O trindmio do tem coeficientes a = 1, b = =3 ¢ ¢ = 2 e o discriminante ¢ A = 1 > 0. As
raizes sao r1 = 2 e xo = 1 e, como vimos no 2° Caso do Exemplo 1.2.7, o trindmio serd negativo

(sinal contrério ao de a) se o x estiver entre as raizes. Assim, o conjunto solugdo é: S =

{reR:1<z<2}oulS=(1,2).

(b) Neste caso,a=1>0e A = -3 <0. O trindomio serd positivo (mesmo sinal de a) em qualquer z.

Portanto, a desigualdade nao tem solucao, isto &, S = @ (conjunto vazio)

(c) Agora temos a =4 > 0e A =0. O trindmio tem raiz (tnica) g = 1/2 e serd positivo (mesmo
sinal de a) em qualquer = # 1/2. Assim, a desigualdade ¢ atendida apenas em = = 1/2, onde o

trinoémio se anula.
EXEMPLO 1.2.9 Resolver a desigualdade: 22 + 12 —3 < (z —1)%.

Solucgao: O primeiro passo é deixar o segundo membro igual a 0 e, assim, o problema se reduz a

andlise do sinal do primeiro membro. Temos:

202+ -3<(z—-1)2 o2 +z-3<2’—2r+1e2®+3x-4<0.
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O trinémio 2%+ 3z — 4 tem discriminante A = b? —4ac = 25 e as raizes sdo 1 = 1 e x9 = —4. Portanto,
o conjunto solugdo é S = [—4,1], constituido dos valores entre as raizes, incluindo as raizes, ja que

estamos lidando com o quantificador < ("menor ou igual").

EXEMPLO 1.2.10 Resolver a desigualdade:

@ —4a® + 52— 6 < 0. (1.4)

Solucédo: Primeiro, notamos que x = 3 é raiz do polinémio z — 422 + 5z — 6, o que pode ser verificado
por uma substituicao direta, de modo que:
2® —4a® +52— 6= (z—3) (2> —z+2).

2 _ x4 2 é sempre positivo (A < 0), resulta que:

Considerando que o trinémio x
3 2 2
2’ —42” +55—-6<0& (z—-3) (2 —2+2) <0z < 3.

Assim, o conjunto-solugao da desigualdade (1.4) é S = (—o0, 3].

1.3 Valor Absoluto

Do ponto de vista geométrico, o que significa o valor absoluto ou mddulo de um niimero real 7 Con-
sideremos sobre o eixo real os niimeros inteiros —2 e 2, representando os pontos x1 e s, respectivamente,

como ilustra a figura abaixo.

Eixo Real _

X1 0 X9

Figura 1.7: O Médulo como Distancia

Vemos que a origem é o ponto médio dos pontos x1 e z2 e isto significa que os pontos x1 e x2 sao
simétricos em relacao a origem e a distancia de cada um deles a origem é duas unidades de comprimento.
O médulo ou valor absoluto de um nimero real z, indicado por |z|, é definido como sendo a distancia

do ponto z & origem. Consequentemente, temos:
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(i) |—z|=|z|, V&, (ze —z estdo a mesma distancia da origem).

(ii) Em se tratando de distancia, segue que |z| > 0, V x.

(iii) || =0« 2 =0. (o unico ponto cuja distancia a origem é 0 é a prépria origem).
(iv) Dado qualquer nimero real z, entao:

z, se x>0
|z| = 0, se x =

-z, se x<O0.

Com base em (iv) é comum dizer que |z| = £z, lembrando que sera z, se x > 0, e —z, se x < 0.

(v) PRODUTO & QUOCIENTE Dados z e y nimeros reais, entao:

x| x|

-yl =[] -ly| e = V7O

Nao caia na armadilha ao usar a relacao: |z + y| = |z| + |y|, que néo é vélida em geral. Por exemplo:
|[-3+5|=12|=2 e |-3|4+[5|=3+5=28.

(vi) RAIZ QUADRADA & VALOR ABSOLUTO Quando nos deparamos com o nimero va? somos in-
duzidos a pensar que seu valor é x. A raiz quadrada de um nimero real a, positivo ou zero, é o

linico numero positivo ou zero cujo quadrado é a. Seja qual for o nimero real z, temos:

o? = |2? = |z 2| = |2] - |z] = |2

e, sendo assim, |z| é o tinico numero > 0, cujo quadrado é z%. Logo: | Va2 = |z|.

» EQUACOES ENVOLVENDO VALOR ABSOLUTO
Expressoes envolvendo equacoes e médulo podem causar alguma dificuldade e devem ser tratadas
com cuidado. Suponhamos que u e v sejam expressoes envolvendo a varidvel z. Para se "livrar"do

médulo, as seguintes equivaléncias sao geralmente usadas:
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EXEMPLO 1.3.1 Resolver a equagio |4z —5| = 2.
Solugao: Considerando u =4z — 5 e v = 2, temos por (1.5); :
|[dx — 5| =2 & 4o — 5 = £2.

O que temos acima s&o duas equagoes algébricas, que serao tratadas separadamente. primeiro, a equacao
4x — 5 = 2 nos dé a solucao x = 7/4; a segunda equagao 4z — 5 = —2 nos d4 a solugao z = 3/4. O
conjunto-solugdo da equagao original é: S = {3/4,7/4} (nao é intervalo, mas um conjunto com dois

elementos)
EXEMPLO 1.3.2 Resolver a equagao: |z — 5| =1—2z.

Solugao: Como |z — 5| > 0, devemos ter 1 — 2z > 0, isto é, x < 1/2. Com essa ressalva, a equagao

original é equivalente a:

r—5 = 1—2x ou

x—5 = —(1-2x)
Sex—5=1—2z,entdo z =2;se x —5 = —1+ 2z, entao z = —4. O valor z = 2 é incompativel com a
ressalva x < 1/2 e, portanto, a dnica solu¢do é r = —4.

EXEMPLO 1.3.3 Resolver a equagio: |z —2| = |z + 3|.
Solugao: Usando (1.5)2, com u =z — 2 e a = x + 3, obtemos:

[z -2/ =lz+3] & (z—-2)°=(+3)
s P —dr+4=2+6x+9
& 100 = =5

& r=-1/2.

EXEMPLO 1.3.4 Resolver a equagao: (2—x)2=4
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Solugdo: Lembrando que vVu? = |u|, obtemos:
VR2-z)P=4c2—2|=42—-cr=+4&2x=-20uz=06.

O conjunto-solugao é S = {—2,6} (conjunto com dois elementos).

» INEQUACOES ENVOLVENDO VALOR ABSOLUTO

Vejamos duas equivaléncias envolvendo desigualdade modular que aparecem com frequéncia e cujas

demonstragoes serao concebidas a partir da ilustragao gréfica abaixo:

o e, .
o 0 x '
¢ p p »

Figura 1.8: [z| <a& —a <z <a.

Dado um niimero real a > 0, entao:

‘\u|§a<:>fa§u§a‘ e ‘|u|2a|<:>u2aouu§fa.‘ (1.6)

Equivaléncias similares ocorrem se tivermos < no lugar de <. Assim:

‘\u|<a<:>—a<u<a‘ e ‘|u|>a|<:>u>aouu<—a.‘ (1.7)

EXEMPLO 1.3.5 Resolver a desigualdade: |2x — 1| < 2.
Solugao: Da desigualdade bésica (1.6), com uw =2z — 1 e a = 2, vem:
20-1/<2& -2<2—1<2& 241<20<2+1e—1/2<2<3/2
As desigualdades podem ser analisadas separadamente. Temos:
(i) 2<2z—-1e-1<2z& -1/2<z. (S1=[-1/2,+0))
(i) 2z —-1<2& 22 <3&2<3/2. (S2=(-00,3/2])

O conjunto-solugao S ¢ a intersegao dos intervalos Sy e Sa, isto é: S =51 NSy =[-1/2,3/2].
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EXEMPLO 1.3.6 Resolver a inequagdo: |z + 3| > 1.
Solugao: Temos por (1.6) que:
lt+3|>1<x+3>1 ou xz+3<—1.

Ora, t +3 > 1 nos dd = > —2, isto ¢, x € [—2,+00), enquanto z + 3 < —1 nos dd = < —4, isto &,
x € (—o00,—4). Na teoria ingénua dos conjuntos, o conectivo "ou" refere-se & unido, enquanto o conectivo

"e" refere-se & intersegao. Assim, o conjunto-solugao da desigualdade é: S = (—o0,4] U [—2, +00).
EXEMPLO 1.3.7 Resolver a inequagdo |x + 1| < |2z — 1.
Solugao: Para eliminar os médulos, elevamos a desigualdade ao quadrado e obtemos:

(z+1)< -1 e +2r+1 <42’ -4z +1< 322 — 62> 0.

Resta-nos analisar o sinal do trinémio 3z2 — 6z, com raizes 0 e 2, e selecionar o conjunto onde ele &

positivo.

tt+t+ i ——— {t+++++++
0 2

» sinal de 3x° — 6x

Figura 1.9: O sinal de 322 — 6x.

Observando o gréfico, encontramos os conjunto-solugao S = {x € R: z < 0 ou z > 2}. Com a

notacao de intervalo, temos: S = (—00,0) U (2, +00).

» DUAS DESIGUALDADES CLASSICAS Sejam x e y dois niimeros reais arbitrarios.

DESIGUALDADE TRIANGULAR: ‘ |z +y| < |z|+ |y ‘

Prova: Em um contexto mais geral em que z, y e  + y representam os lados de um tridngulo, esta
desigualdade estabelece que o comprimento de um lado nao excede a soma dos outros dois. Daf o nome

Desigualdade Triangular. Considerando que x < |z|, ¥ x, temos:

(z+y)? = 2® + 9> + 22y < 2> + 22| |y + [y = (2| + [y])?

e daf resulta \/(z + y)2 < /][22 + [y[?, isto &, |z +y| < |z + |y].
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CONSEQUENCIA: ‘ | = |yl| < |z —y| ‘

Prova: Diante de (1.6), com u = |z| — |y| € a = |z — y|, é suficiente mostrar que:

e —yl < el =yl < e -yl (1.8)

Da desigualdade triangular, segue que:
() [zl =lz—y+yl<|lz—yl+lyl & |zl =yl < |z -yl
(i) [yl — [z <y -z < [z] = |y| = |z —y].

Combinando (i) e (ii), chegamos a (1.8).

> ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. Estude o sinal de cada uma das expressoes abaixo.

() 2= 0) e+ @-2) (%

(d) z(z—1)(2z+ 3)
(e) 2z —1) (22 +1) (f) z (2% + 3) () 2% (2% +3) (h) —z (2* — 4) .
2. Resolva as desigualdades.

(@) 22—4>0 (b)22—1<0 (c)22<4 (d)z2>1 (o) (x—a)® <72 r>0.

3. Resolva as equagoes.
(a) |z| =2 (b) lx+1=3 (©)]2z -1 =1 d) |z —2| =
(e) 2z +3|=0 (f) |z] =2z +1 (g) |1 —2z| = |3z + 5| (h) a:—4)2

—4 \/7

4. As desigualdades abaixo, envolvendo produtos e quocientes, podem ser resolvidas por meio do

T
1—b5x

/- 12 =5 () /@27 =4 (k)\

estudo do sinal, como no Exercicio 9 da Segao 1.1.
2z —1

(a) 4z +7)* 2z +8)<0 (b)) zRz—1)(z+1)>0 (c) Vz2—1<0 (d) >
(€) 5g <3 0 @-DE+3) <0 (@ 2—t<0 ()3 <
(d) -9 §) @z-1)(2—4)<0 2% 55 (')ﬁm

x+1 )= v - z2+1 ! x2 44 '



18 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

5.

10.

Resolva as Desigualdades.
(a) 22 =32 +2<0 (

(d) 42 —42+1<0 (e) 224+3>0

(g) 22 =52 +6>0 (h) 22 +5<0

()22 +1<3z—22-3 (K z@+4)>*@x-2)"<0

b))z +x+1<0 c)3z2+2-2>0
f)a? 4+ +1>0
(—=2)(x+3)(1—2)>0

(a2~ 4) (2 — 32 +2) <0

1

(
(
(i
(1

)
)

. Dé o conjunto solucao de cada uma das inequacoes modulares abaixo.

(a) |z| <1 (b) 122 —1| <3 (c) |z| >3 (d) |3z + 3| <1/3
(e) [22%2 - 1| <1 (f) |3z — 1] < —2 (g) |z +3|>1 (h) 2z — 1| <z
i) Jz+1<2e—=1 (G)|lz—2|—|z—5>= (k)‘(x—1)3‘<1 (D) |z =1+ |z + 3| < |4z|

Duas desigualdades sao ditas equivalentes, se possuem o mesmo conjunto de solugoes. Com base

nesta definicao, classifique os pares de desigualdades abaixo.

2
(a) Vz—1<vV2—2 e z-2<1-2 (b)z?>1 e 1+j>0

. Resolva os sistemas de inequagoes.

8r—2<x—1 402 —4r -3 <0
(a) b
w2 —x <1 1/33221
. Mostre que:

1
x+—2>2, Vx>0
x

Mostre que nao existem nimeros reais = e y, tais que:

1
Ty 4y

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1.

Uma sentenca falsa pode ser justificada com um contra-exemplo, o qual consiste de dados que

atendam & hipdtese, mas, nao a tese. Por exemplo, se a sentenca

r<?2 = 22<4
~—— ——

hipdtese tese



MODULO 1 NUMEROS REAIS 19

fosse verdadeira, ela seria vilida em qualquer valor atribuido & varidvel x. Note que para x = —3

a hipétese é atendida, mas a tese nao.

Por outro lado, uma sentenga verdadeira deve ser justificada usando conceitos e/ou regras, sem

particularizar os dados. Por exemplo, a sentenca

?<4 = x<?2
—— ——
hipétese tese

é verdadeira. De fato:
<4Vl <Vi=z| <26 2<2<2
e, em particular, conclui-se que x < 2, que é a tese.
(a)F b))V (¢c)V (dV (e)V (f)F.
2. Se p é fmpar, entao existe um inteiro k, tal que p = 2k + 1. Logo,
p?=(2k+1)>=2m+1, ondem = 2k*+ 2k,

e, portanto, p? é um nimero fmpar.

Para provar que v/2 nao é um nimero racional, raciocinemos por absurdo. Se v/2 fosse racional,

ele se escreveria sob a forma irredutivel v/2 = p/q, sendo p e ¢ inteiros e ¢ # 0. Assim,
2 =" & p? =2¢° (1.9)
De (1.9) segue que p e g sdo nimeros pares, contradizendo a irredutibilidade da fracao b
q

3. Mais uma vez usaremos a Demonstracao por Absurdo. Se p néo fosse divisivel por 3, entéo o resto

da divisdo de p por 3 seria um inteiro r # 0, isto é, p = 3k 4+ r e, por conseguinte, teriamos
p® =3 (3k* + 2kr) + 1% = 3m + 1 (1.10)

Segue de (1.10) que o resto da divisdo de p? por 3 nio é zero, contradizendo a divisibilidade de p?

por 3, que ¢ a hipétese da sentenca a ser provada.

4. Sejam r = p/q e s = m/n dois nimeros racionais. Temos:

_mptmg e
nq ngq

r+s
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sd0 niimeros racionais (quociente de dois nimeros inteiros). Considere os irracionais z = v/2 e

y = —+2. Entdo,  +y =0 e -y = —2 sdo ambos racionais.

5. Seja r = p/q um nidmero racional qualquer.

(a) Se z + r fosse racional, entdo existiriam inteiros m e n, n # 0, tais que = +r = m/n. Assim,

m m —
phr=L =" _P_T4TNP
n n o q ng

de onde deduzimos que x é racional (quociente de dois inteiros), contradizendo a hipétese.

(b) Se o produto x - r fosse racional, entao

T-r= =>r=—

m mq

n np
e dai resultaria x racional, contradizendo a hipdtese.

6. Por hipétese, x e y sdo irracionais e 22 — 32 é um racional ndo nulo, de modo que podemos escrever
p

(x—y) ($+y)=5- (1.11)

Se, por exemplo, x —y fosse racional, segue de (1.11) que = +y também seria racional e, portanto,

€r =

[(z —y) + (= +y)]

N[ =

seria racional, contradizendo a hipdtese.

7. O numero racional x = 5,212121 ... tem periodo T' = 21 e temos:

21 516
=5,212121... = — = .
x =05, 5+ 99 99
De forma similar, encontramos:
1 1 507 21486
=0,21 o= —(21 =— 214+ — ) = —.
y = 0,21507507 100( ,507507) 100 < + 999> 99900

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2
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1. Como ilustragao, veja na figura abaixo como se obtém o sinal da expressao (z —1) (v — 2).

———————————————— Rk ) ek ot o o

. » sinaldex —1

0 1 2
—______——__—:—_—___——+++++‘ sinal de x — 2

0 1 2
++++++++++++++ HHE T+ A+

-0 1 5 » sinal de (x — 1)(x — 2)

Vemos que a expressao (r — 1) (z — 2) € positiva se z < 1 ou 2 > 2 e é negativa se 1 < z < 2.

positiva negativa 7ero indefinida
(a) (—00,1) U (2,400) (1,2) {1} x=2
(b) | (=00, -1/2) U (2, +00) (=1/2,2) {-1/2,2}
(c) (—2,2/3) (—00, —2) U (2/3,+00) {2/3} xr= -2
(d) | (=3/2,00U(1,00) (—o0,=3/2)U(0,1) | {0,1,-3/2}
(e) (1/2,+00) (—00,1/2) {1/2}
(f) (0, +00) (—00,0) {0}

2. ()2’ >4 & x| >22>2 ou z< -2

(b) ’<lez/<le-1<z<1.
(c) P’ <d4e|z|<2& -2<z<2
(d) z>1ouz<—1.

() (x—a)l<r=|z—al<rea—r<z<a+r

3. Decorre da defini¢cao de Valor Absoluto que || = a < [0 = +a. Esta é a propriedade a ser usada.
(a) o = £2 (b)x=20ouz=-4 (c)z=0ouz=1 (d) @
(e) x =—-3/2 (f) c =-1/3 (g)z=—-4/boux=-6 (h) o
)z=6ouzx=-4 (jJz=—2o0ux=6 (kjz=4/21ouzx=4/19 (1)z=4

4. Expressemos as respostas na forma de intervalo.

(a) Na expressao (42 + 7)%° (22 4+ 8) vemos que o primeiro fator é positiva e a expressio serd

negativa quando 2z — 8 < 0, isto é, x < —4.
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(b)
()
(d)
(e)
(f)
(8)
(h)

—~1 <z <0ouxz>1/2 Naforma de intervalo, temos (—1,0) U (1/2,+00) .
—1,1].

(3,14/3) .

(3/2,9/5].

(—00,3/2) U (9/5, +00) .

(—1,1/2).

(—00,2/3] U (2,400).

5. O sinal do trinémio az? + bz + ¢, a # 0, estd associado ao sinal do discriminante A = b? — 4ac.

Se A < 0, entao o trindmio terd o mesmo sinal do coeficiente a, seja qual for o valor que se

atribua a z.

Se A > 0, ent@o o trindbmio terd o mesmo sinal do coeficiente a, se o x nao estiver entre as

raizes x1 e xo e terd sinal contrdrio ao de a, se o x estiver entre as raizes.

Se A =0, o trindbmio terd uma tnica raiz real zy e o sinal coincide com sinal de a, se z # xg.

22 —-3x4+2<0, A=1>0.

As raizes sdo 1 = 2 e 2 = 1 e o trinémio serd < 0 quando 1 < z < 2. O conjunto solugao é
S=(1,2) ou S={reR:1<z<2}.
Veja a ilustracao na figura abaixo.

+++++++++++++ ++i————é+++++

®
L 4 O O >

0 1 2

224+ 2+1<0, A= -3<0.Conjunto solucio S = @ (conjunto vazio).

322 +2x—-2>0, A =25>0. Conjunto solugio S = (—oc, —1) U (2/3,+0c0) .
422 — 4z +1 <0, A = 0. Conjunto solugio S = {1/2} (conjunto unitério).
r24+3>0, A= -12< 0. Conjunto solu¢io S =R ou S = (—oc0, +00).

224+ 2+1>0, A=-3<0.Conjunto solucio S =R ou S = (—o0, +0).
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(g) 22 —5x+6>0, A =1>0.Conjunto solugio S = (—o0,2] U [3, +00).
(h) 224+5<0, A= —20< 0. Conjunto solugdo S = @ (conjunto vazio).

(i) (x —2)(z+3) (1 —x) > 0. Para comecar, veja a ilustragao na figura abaixo.

o Bl e e Ll o 4
; ° 5 — sinal de (x — 2)(x + 3)
3 0 142

ek b T e B
: - : » sinal de (1 —x)
0o 1 2

O conjunto solugao é S = (—o0, —3) U (1, 2).

(j) A desigualdade proposta é equivalente a 222 — 3z +4 < 0, onde temos a = 2 e A = —23 < 0.
O trinomio serd sempre positivo (tem o mesmo sinal de ) O conjunto solugao S = @.

(k) O termo (x + 4)% (z — 2)~* é ndo negativo, exceto quando z = 2. O sinal de = (z + 4) (z — 2)~*

depende tao somente do sinal de x. Assim,
c(z+4)2(z-2)t<0ex<0

e o conjunto solugao é S = (—00,0).

(1) Veja na figura os sinais dos trinomios 22 — 4 e 22 — 3z + 2 e deduza que o conjunto solucio

68 =[-21U{2}.

++4+++ T il L i e o S .
° ° » sinal de x™ — 4
5 0 1 42

+4+++++H+++ R

° » sinalde x” — 3x +2
0 1 2

6. Quando possivel, é oportuno escrever a resposta na forma de intervalo.
(a) S=[-1,1] ou S={zeR:-1<z<1}.

(b) S=(-1,2) ou S={reR:-1<z<2}.

(¢) S=(-00,-3)U(3,40) ou S={rzeR:z<-3 ou z>3}.
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(d) S=1[-10/9,-8/9] ou S={zreR:-10/9 <z < -8/9}.

(e) S=(-1,00U(0,1) ou S={zeR:-1<z<1 e z#0}.
(f) S=o (conjunto vazio).

(g) S=(—00,—4]U[-2,+0)ou S={zeR:z < —-4ouzxz>-2}.
(h) S=(1/3,1) ou S={zeR:1/3<z<1}.

(i) S=(—00,00U(2,400) ou S={zecR:z<0 ou xz>2}.
(G) S=(-00,-3) ou S={reR:x<-3}.

(k) S=(0,2) ou S={reR:0<z<2}.

1) S=(-o00,-1)U(l,4+0) ou S={zeR:z<-1 ou z>1}.
7. (a) Nao equivalentes.
(b) O conjunto-solugao das desigualdades é S = (—oo, —1) U (1, 4+00) . Elas sao equivalentes.

8. Em cada caso, o conjunto-solugao do sistema é a intersecao dos conjuntos que representam as

solugoes de cada desigualdade.

(@) S=[-3,3)ouS={zeR:-1/2<z<1/7}.

1
29
(b) S=[-1,00U(0,]]ouS={zeR:-1/2<z<00ul<z<1}.
9. Basta observar que se x > 0, entao
1
T+->2&2-204+1>0
x
e esta iltima desigualdade é vdlida seja qual for o valor real que se atribua a .

10. Se existissem tais nimeros « e y satisfazendo

1 1
Ty xty
terfamos
oy +y* =0 (1.12)
e, olhando (1.12) como uma equacio do segundo grau em x, vemos que A = —3y? < 0 e a equacio

nao tem solucao.




CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL 2. EQUACOES & GRAFICOS

2.1 O Plano Cartesiano

Os numeros reais representaram os ponto de uma reta (o eixo x) e cada nimero é a coordenada
do ponto que ele representa. Para associar aos pontos de um plano duas coordenadas, consideremos
nesse plano dois eixos orientados (duas cépias de R) e mutuamente perpendiculares, se interceptando no
ponto O, denominado origem. Graficamente, consideramos um dos eixos (o eixo x) horizontal, orientado
da esquerda para a direita, e o outro vertical (o eixo y), orientado de baixo para cima. Por um ponto
genérico P do plano, tracamos retas paralelas aos eixos Oz e Oy, interceptando-os nos pontos A e B,

respectivamente, de coordenadas x e y, como ilustra a Figura 2.1.

- R S
4

.

2. R

Figura 2.1: O Plano zy

A cada ponto P associamos o par ordenado de numeros reais (x,y) e essa correspondéncia é bi-
univoca, isto é, cada ponto P determina e é determinado por um unico par ordenado (z,y). O nimero
T, que aparece em primeiro lugar e mede, em valor absoluto, a distancia do ponto ao eixo Oy, recebe
o nome de abscissa do ponto P, enquanto y é a ordenada de P e mede, em valor absoluto, a distancia
do ponto ao eixo Ox. Um tal sistema de eixos recebe a denominagao de sistema cartesiano ortogonal e

determina no plano quatro quadrantes, assim caracterizados:
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1° QUADRANTE  (I): Constituido dos pontos (z,y), com z >0 ey > 0 (ponto P).
2° QUADRANTE  (II): Constituido dos pontos (z,y), com z <0 e y > 0 (ponto Q).
3° QUADRANTE (III): Constituido dos pontos (z,y), com z < 0 e y <0 (ponto R).

4° QUADRANTE (IV): Constituido dos pontos (z,y), com x > 0 e y < 0 (ponto S).

2.1.1 Coordenadas do Ponto Médio

Sejam A(z4,ya) € B(xp,yp) dois pontos do plano zy e

deixe M (x 7, yar) ser o ponto médio do segmento AB, como rt
B
ilustra a Figura 2.2 ao lado. A partir da semelhanca dos JB -
Vu 004D
triangulos M AC e M BD, deduzimos que: yZ A
C

BD MB

—— =——=1&BD=MC, "

MC AM o X4 ™M xp x

de onde resulta que: ypr = % (ya + yB) . De modo similar,

obtemos z; = % (x4 + zpB) e o ponto médio M tem coorde- Figura 2.2: O Ponto Médio

nadas:

A+ B :yA+yB

Ty = ———| € |Yu 5 (2.1)

2.1.2 Distancia entre dois Pontos

No eixo real R (em dimensao n = 1), dados dois nimeros x4 e x g, representando, respectivamente,

os pontos A e B, ilustrado na Figura 2.3, a distancia d entre os pontos A e B é dada por:

d=lzp—zal | (2.2)

Em dimensdo n = 2 (no espaco R? ou plano cartesiano zy), consideremos dois pontos A(x4,y4) e
B(zp,yB), como ilustrado na Figura 2.4, onde vemos que AC' = |xp — x4| e BC = |yp — y4|. Decorre

do Teorema de Pitdgoras a seguinte férmula da distancia entre os pontos A e B:

d=+/(zp —z4)>+ (yp — ya)?. (2.3)

Se em (2.3) considerarmos y4 = 0 e yp = 0, obtemos a férmula (2.2).
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yu
VB B
d
Y4 ¢
A f A
X4 d ‘0 Xz o X4 XB X
Figura 2.3: Distancia em R Figura 2.4: Distancia em R?

EXEMPLO 2.1.1 Calcular a distdncia entre os pontos A(—1,3) e B(2,—4).

Solucao: O calculo é feito por substituicao direta das coordenadas dos pontos na férmula. Temos:

d=+[2— (=12 +[(—4) —3]2= /32 4+ 72 = V/58.

2.1.3 Translagao de Eixos

Suponhamos que o sistema cartesiano Oy seja transladado para uma

i 2 P(f’y) nova origem O, de coordenadas (h, k), como ilustrado na Figura 2.5
h ............... 5 . IY ao lado. Sejam (z,y) e (7,y) as coordenadas de um ponto P nos
i > sistemas xy e T y, respectivamente, e determinemos as relagoes entre
ko x‘ essas coordenadas. Observando o gréfico, deduzimos as equagoes de
O E mudanca de varidvel produzidas pela translacao:

Figura 2.5: Translagao

T=xz—h| e |y=y—k. (2.4)

EXEMPLO 2.1.2 Como aplicacdo, vamos mostrar que a translacio: T=x—4 ey =y+ 2 elimina os

L .

termos do primeiro grau na expressio: x>+ y? — 8x 4+ 4y + 5. De fato, essa expressio é equivalente a:
(r—4)°—-16+(y+2)>—4+5

e usando a mudanga de varidvel, chegamos & expressio: T> + §° + 15, a qual ndo contem termos do

PTIMEITo grau em T ou Y.
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Para entender melhor as equagoes de translagao (2.4), ressaltammos que o novo sistema Zy tem
origem no ponto O(h, k) e a translagio indica que o eixo x foi deslocado h unidades para cima ou para
baixo, conforme A seja positivo ou negativo, e o eixo y sofre um deslocamento de k unidades para direita
ou para esquerda, conforme k seja positivo ou negativo. O fato é que ao deslocar o eixo y para a direita
a coordenada z de um ponto P(z,y) diminui e ela aumenta se o deslocamento do eixo y se processar
para o lado esquerdo da origem. Isto ocorre porque a coordenada x mede, em valor absoluto, a distancia
do ponto ao eixo y. Considerando que a coordenada y mede, em valor absoluto, a distdncia do ponto
P ao eixo x, vemos que o deslocamento do eixo x para cima (resp. para baixo) faz a coordenada y

aumentar (resp. diminuir).

2.1.4 Pontos Simétricos

Dado um ponto A(z,y) do plano zy, uma mudanga no sinal de uma coordenada do ponto A, acarreta
uma reflexdo do ponto A em torno do eixo x ou y e, caso haja mudanca no sinal de z e y, o ponto A
sofrerd uma reflexao em torno da origem.

Na Figura 2.6 ilustramos algumas reflexées de um ponto A (z,y). O ponto C(—z, —y) é o simétrico
do ponto A(x,y) em relagao a origem; os pontos B(—x,y) e D(x, —y) sado os simétricos do ponto A (x,y)

em relagao aos eixos Oy e Ox, respectivamente.

vt Pab)

" 0ba)

=V

Figura 2.6: Pontos Simétricos
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> ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

1. Encontre o ponto médio do segmento AB, sendo A (2,1) e B (4,-5).

2. Represente no plano cartesiano zy os pontos: A(1,—-2), B(2,4) e C(—2,0). Calcule a distancia

do ponto A ao ponto médio do segmento BC.

2.2 A Linha Reta

Normalmente, o eixo cartesiano Oy é desenhado na posigao vertical , enquanto o eixo Ox na posigao
horizontal. Por esta razao, as retas paralelas ao eixo Oy costumam ser chamadas de retas verticais e
as paralelas ao eixo Ox de retas horizontais. O fato é que todos os pontos de uma reta paralela ao
eixo Oy tém a mesma abscissa x e os pontos de uma reta paralela ao eixo Oz tém a mesma ordenada
y. A Figura 2.7 ilustra duas retas perpendiculares, a horizontal passando no ponto (0,b), do eixo Oy
e a vertical pelo ponto (a,0) do eixo Oz. A reta vertical é descrita pela equagdo © = a enquanto a

horizontal por y = b.

v

Figura 2.7: Reta Vertical e Reta Horizontal

No caso em que uma reta r nao é vertical nem horizontal, é comum dizer que ela é inclinada em

relacdo aos eixos coordenados e para determinar sua declividade, vamos fixar dois pontos A(z4,y4)
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e B(xzp,yp) sobre a reta r, como ilustra a Figura 2.8, onde Ay = yp —ya e Az = xp — x4 sa0 0s
acréscimos nas varidveis y e x, respectivamente. Note que yp = ya + Ay e xg = x4+ Az e isso justifica

0 nome acréscimo nas variaveis.

ylk r
B
A
P e
0 Ax B
= .
) o XB X

Figura 2.8: Reta Inclinada

Considerando que a reta nao é vertical, temos z4 # zp e a quantidade

DY _YB—Ya
Ax  zp—x4

recebe o nome de declividade da reta r. No tridngulo ABC vemos que m = tanf, onde 6 é o dngulo
que a reta r faz com o eixo x.

Deixe-nos, agora, considerar um ponto genérico P(z,y) sobre a reta r e determinemos a relagao
entre as coordenadas x e y do ponto P. Esta relacao, denominada equacao da reta r, descreve todos

pontos da reta. Se na expressao da declividade usamos o ponto P no lugar do ponto B, encontramos:

m=2"94 Sy=ys+m(x—x,)
T—TA

e, portanto, a reta r é descrita pela equag¢do cartesiana: ‘y =ya+m(z—xz4). ‘

EXEMPLO 2.2.1 Vamos encontrar a equagao da reta r, que passa nos pontos A(1,1) e B(—2,4).

Solugao: A reta tem declividade:

e sua equacao é:
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EXEMPLO 2.2.2 Certa reta r do plano xy forma um dngulo de w/4 rad (45°) com o eizo x e passa no

ponto A(—3,2). Qual a equagio da reta? O ponto B(2,—5) estd sobre a reta r?

Solugao: A declividade da reta é m, = tan(nw/4) = 1 e ela passa por A(—3,2), de modo que sua

equacao é:
y=ya+m@—za) Sy=2+1x(z+3)& y=a+5
O ponto B estard sobre a reta r se, e somente se, as coordenadas = 2 e y = —5, do ponto B, atendem

a equagao da reta. Substituindo os valores de z e y, encontramos —5 = 2 + 5 que é uma sentenga falsa

e isso indica que o ponto B nao pertence a reta r (a reta nao passa pelo ponto B).
> ALGUNS COMENTARIOS

(a) A forma geral da equagao cartesiana da reta no plano zy é: ax +by+c=0 e quando b # 0 a

equagao pode ser posta na forma reduzida: y = mx 4+ n, com m = —a/ben = —c/b.

(b) No caso em que a reta nao é horizontal, isto ¢, com declividade m # 0, entao:

(i) = = 0=y = n e isto indica que a reta r passa no ponto B(0,n) do eixo Oy. Alids, os pontos

do eixo Oy sdo da forma (0,y), com y € R.

(i) y = 0 = = = —n/m e isto indica que a reta passa no ponto A(—n/m,0) do eixo Oz. Os

pontos do eixo Ox sao da forma (x,0), com x € R.

(iii) n = 0 = y = mx e esta é a forma da equacdo de uma reta que passa pela origem O(0,0).

2.2.1 Forma Paramétrica da Equacao da Reta

Uma reta 7 no plano xy pode ser representada por um par de equacgoes a um parametro, denomi-
nadas equagdes paramétricas da reta r. Suponhamos que a reta r nao seja vertical nem horizontal e

consideremos sobre ela dois pontos A (x4,y4) € B(xp,yn). A reta r tem equagao cartesiana:

Ys — YA
B —TA
que pode ser posta sob a forma:
Y—Yya T—TA

= , (2.5)
YB — YA B —TA



32 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

que ¢é a forma simétrica da equacao da reta r, e se designarmos a razao comum em (2.5) pelo parametro

real ¢, descreveremos a reta r pelo par de equagoes:

T=xA+ (B —xa)l
o =) (2.6)
y=yA+(yB—yA)t, —o00 < t < +o0.

Parametrizar a reta r significa descrevé-la em funcdo de uma unica varidvel: o parametro t. As
equagoOes paramétricas (2.6) estabelecem uma correspondéncia biunivoca entre os pontos P (z,y) da
reta e os parametros reais ¢, isto é, a cada nimero real ¢ corresponde um tnico ponto P (z,y) da reta r,
com coordenadas x e y dadas por (2.6). Por exemplo, o ponto A (x4,y4) corresponde a t = 0 enquanto
o ponto B (xzp,yp) corresponde a t = 1. O segmento de reta AB, com ponto inicial A e ponto final B,

é descrito pelas equagoes paramétricas (2.6), com 0 <t < 1.

EXEMPLO 2.2.3 Considere as retas:

r=1-—1
r:2z—y+4=0 e s:
y=—1+ 2t

(a) Encontrar dois pontos A e B da reta r e outros dois C' e D da reta s.

(b) Descrever a reta r na forma parametrizada e a reta s na forma cartesiana.

(c) Determinar, caso exista, o ponto de intersegao das retas r e s.

Solucgao:

(a) Na forma cartesiana, caso da reta r, pontos da reta sdo encontrados atribuindo valores & varidvel
x e calculando, a partir da equacao, os correspondentes valores de y. Por exemplo:

r=0=y=4; A(0,4)
r=1=y=6; B(1,6).

Na forma paramétrica, caso da reta s, pontos sao encontrados atribuindo valores ao parametro ¢

e calculando os correspondentes x e y, a partir das equagoes paramétricas. Por exemplo:

t=0=z=1 e y=-1; C(1,-1)
t=1=2z=0 e y=1; D(0,1).
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(b) Existem vdrias formas de parametrizar uma reta. Usando os pontos A e B ja encontrados e as
equagoes (2.6), obtemos:
r=0+t=1
y =4+ 2t.
Para passar da forma paramétrica para a forma cartesiana, eliminamos o parametro ¢ nas duas

equacoes. No caso da reta s, temos:

1 1
=1—xz e t:%él—w:%@%&i—y:l.

(c) O ponto de intersegao, caso exista, ¢ a solu¢ao do sistema constituido das equagoes das retas r e s:
2 —y=—4
20 +y=1

cuja solugao ¢ o ponto E (—3/4,5/2) .

2.2.2 Posicao Relativa de duas Retas

> RETAS PARALELAS

Duas retas s@o paralelas quando forem verticais ou pos-

y suirem a mesma declividade. Dada uma reta r descrita pela
r equacao:

r:y=mz+n, m#0,

/ as retas paralelas & reta r s@o aquelas governadas pela

L
%/ X equacao y = mx+k, onde cada valor atribuido a constante k

produz uma reta paralela a reta r, como ilustrado na Figura

v

2.9.
Figura 2.9: Retas Paralelas

EXEMPLO 2.2.4 Qual a reta que passa no ponto A(2,—3) é paralela a reta r: 3x 4+ 2y —4 =07

Solugao: A declividade da reta r é m = —3/2 e procuramos a reta que passa em A(2,—3) e tem

declividade m = —3/2. Tal reta é descrita por:

y:—3+(—3/2)(x—2)<:>
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EXEMPLO 2.2.5 Qual valor de m faz com que as retasrT: mx+5y+6=0es:4dx+(m+1)y—5=0

sejam paralelas?

Solugao: As declividades das retas r e s sdo, respectivamente, m, = —% ems = — T e igualando
as declividades, encontramos:

Tg:ﬂil@)m2+m—20:0.
Resolvendo a equacao do segundo grau, encontramos as raizes m; = 4 e mgo = —b e obtemos os seguintes

pares de retas paralelas:
(i) a raiz m; = 4 produz as retas paralelas:

r1:4c+5y+6=0 e s;:4x+5y—5=0.
(ii) a raiz mg = —5 produz as retas paralelas:

ro:bhxr—5y—6=0 e so:4x—5y—5=0.

> RETAS PERPENDICULARES
Consideremos as retas r : y = mixz +ny € s : y = max + no e determinemos a condicio para que elas
sejam perpendiculares (ou ortogonais). Por simplicidade, vamos supor que as retas r e s passam pela

origem, como sugere a Figura 2.10.

A
Y r
S
mi
A(l,m,)
0 1 x
my B(1,my)

Figura 2.10: Retas Perpendiculares

Aplicando o Teorema de Pitdgoras ao triangulo retangulo AOB, resulta:

|AB|?* = |0A)? + |OBJ)?
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e, considerando que |AB|? = (mg — m1)?, |OA]? =1+ m? e |OB|? = 1+ m2, obtemos:
(mg — m1)2 =2 +m% —I—m% < mimo = —1.
A condigao de ortogonalidade (perpendicularismo) é, portanto: |mimg = —1.

OBSERVACAO 2.2.6 E oportuno ressaltar que o caso geral se reduz a este, bastando para isto considerar

duas retas ' e s’ passando pela origem e paralelas as retas r e s, respectivamente.

EXEMPLO 2.2.7 Encontrar a equagao cartesiana da reta que passa no ponto A(—1,1) e é ortogonal

(perpendicular) a reta r:y = 2x — 4.

Solugao: A declividade da reta r ¢ m = 2 e qualquer reta ortogonal a reta r terd declividade m’, tal

que mm’ = —1, isto é, m' = —1/m = —1/2. Assim, a reta procurada é descrita por:

y= 1 1) 2=

EXEMPLO 2.2.8 (Distancia de Ponto a Reta) No plano xy fizemos a retar:ax+by+c=0 ¢ o

ponto A(xa,ya). Vamos deduzir a sequinte formula para a disténcia do ponto A a reta r :

. la-za+b-ya+c|
dist(A;r) = . 2.7
B = 27

Solugao: Primeiro encontramos a reta s que passa no ponto A e

é ortogonal a reta r; em seguida determinamos o ponto B (zp,yp)
de intersecao das retas r e s. A distancia do ponto A a reta r é,
por definicdo, o comprimento do segmento AB. As declividades
das retas r e s s@o, respectivamente, m, = —a/b e ms = b/a,

sendo s descrita pela equagao:

b
S y—yA+E($—xA)- Figura 2.11: dist(A;r)

Considerando que o ponto B é a interse¢ao das retas r e s, temos que:

b
yB:yA—FE(xB—xA) e arg+byp+c=0
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e por substituicao, encontramos:
b
axg +b yA—i-a(a:B—xA) +c=0

e apds as simplificagoes, chegamos a equacao:

a’ + b2

(xp—x4) =—(aza+bysa+c). (2.8)

Ora, a distancia do ponto A a reta r é:

. 2 2 2 CL2 + b2 2
dist (A, B)" = (zp —z4)" + (yp —ya)” = 22 (rp —7a)

e usando (2.8) chegamos ao resultado (2.7).

EXEMPLO 2.2.9 Calcular a altura do tridngulo de vértices A (0,—3), B(—4,0) e C(2,1), relativa ao
lado BC.

Solugao: A reta r que passa nos pontos B e C é descrita

pela equagdo: 71 :x — 6y +4 = 0 e a distancia do ponto A & y
p ! ¢

reta r é: B___—9 |
-4 2 x

_ |1 x 0+ (—6) x (—3) + 4| _ 22

h = dist (4;7) JIZ 162 V3T 4

Figura 2.12: Altura h = |AD]

2.2.3 Simetria em Relagao a Bissetriz

A reta y = x que divide os quadrantes I e III em setores de 45°, recebe o nome de 1* bissetriz; jé a
reta y = —x, que divide ao meio os quadrantes II e IV, é conhecida como 2* bissetriz. Ao permutar as
coordenadas de um ponto P(a,b), obtemos um novo ponto Q(b,a), o qual é o simétrico do ponto P em
relagao & 1? bissetriz. Isto fica evidente a partir dos seguintes fatos:

(i) O segmento PQ tem declividade mpg = —1 e, portanto, é ortogonal a reta y = x.

(ii) O ponto médio M do segmento PQ jaz sobre a reta y = x e, portanto, P e () sdo equidistantes da

reta bissetriz y = z.
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y1 Plab)

Figura 2.13: Reflexao na Bissetriz.

(iii) Usando um argumento similar, concluimos que o ponto R(—b,—a) é o simétrico do ponto P(a,b)

em relagao a 2* bissetriz y = —x.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

1. Em cada caso, determine a declividade da reta que passa nos pontos A e B.
(a) A(-2,1)e B(2,3) (b) A(2,1)e B(-2,-1).

2. Esboce o grafico das retas sugeridas, identificando os pontos de interse¢ao com os eixos Ox e Oy.
(a) 3z —4y+6=0 (b)y=-22+4 (c)2z=-y+1.

3. Em cada caso, descreva a reta nas formas paramétrica e simétrica.
(a) 2¢+3y=6 (b) -3z+2y—5=0 (c)y—2z=4.

4. Determine a equacao da reta r que passa no ponto A (1,2) e é ortogonal a reta x +y = 2.

5. Calcule a distancia do ponto A (2,3) a reta r : y = 2z — 5.

6. Determine a equacao da reta r que passa no ponto médio e é perpendicular ao segmento de

extremidades A (1,1) e B (—2,3). Faga uma ilustracao grafica.
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7.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Encontre o quarto vértice de um paralelogramo, sabendo que trés vértices consecutivos sao:

A(=2,-1), B(2,3) e C(~1,4).

. Mostre que a reta s que passa no ponto A (xg,yp) e é paralela a reta r : ax + by + ¢ = 0 tem

equagao a (x — zg) + b (y — yo) = 0. Agora, escreva a equagao da reta que passa no ponto A (1,5)

e é paralela a reta x +y = 4.

. Mostre que o triangulo de vértices A (1,—-2), B(—4,2) e C (1,6) é is6celes.

Um dos lados de um quadrado jaz na reta r : © — 2y + 7 = 0 e um de seus vértices é o ponto

A (2,-5). Calcue a drea do quadrado.

Encontre o ponto da reta 7 : 2z — 3y + 6 = 0 equidistante dos pontos A (0, —2) e B (—4,0).
Calcule a distancia entre as retas paralelas r: x+y=4es:y=—x + 3.

Qual valor de b faz com que a distancia do ponto A (—1,b) a reta r : x + 2y = 4 seja igual a 37
Identifique o conjunto dos pontos do plano zy equidistantes dos pontoa A (1,2) e B(—1,3).

Determine o Baricentro do triangulo de vértices A (—1,0), B(0,2) e C (—2,-2).

2.3 A Circunferéncia

Em geometria existem duas questoes fundamentais:

(i) Dada uma equagao em duas varidveis

F(xz,y) =0, (2.9)

determinar sua interpretagdo ou representagao gréfica.

(ii) Dada uma figura (condi¢do geométrica), determinar sua equacao ou representagao analitica.

A totalidade dos pontos P (x,y) do plano zy que satisfazem a equagao (2.9) leva o nome de Lugar

Geométrico da equagao.
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Uma Circunferéncia no plano zy é o lugar geométrico constituido dos pontos P(z,y), cuja distancia
a um ponto fixo, denominado centro da circunferéncia, é constante. Essa constante recebe o nome de
rato da circunferéncia.

Na dedugao da equagao reduzida, vamos adotar para centro o ponto C(xg,yp) € representar por R

o raio da circunferéncia. Se P (z,y) é um ponto genérico da curva, a equagao que traduz o conceito é:

|dist(P;C) = R| (2.10)

e, em coordenadas, a equagao (2.10) assume a forma:

(x —20)” + (y —0)® = R*. (2.11)

A Figura 2.14 ilustra graficamente a circunferéncia de centro C (z, yo), governada pela equagao (2.11).

VA P(X,y)

Yo |-

\ 4

X0 X

Figura 2.14: Circunferéncia (x — m0)2 + (y — y0)2 = R2.

EXEMPLO 2.3.1 A circunferéncia de raio R =5 e centro C(—2,1) é descrita pela equagao:

(z+22+@w—12=25 ou x+y®+4z — 2y =20.

EXEMPLO 2.3.2 FEncontrar o centro e o raio da circunferéncia descrita pela equa¢ao:
4y’ 20 +4y+1=0. (2.12)

Solugao: Observe que a equagdo nao estd na forma reduzida e é necessdrio ajustd-la usando o processo

de completar quadrados, que tem sua origem nos produtos notdveis. Veja como transformar a expressao
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22 £ 2ax em produtos notdveis:

‘xQ:tZax:xQ:t2ax+a2—a2:(:L‘:l:a)Q—aQ.‘ (2.13)

Assim, temos:
(i) 22 -2r=2?-2x1xx=(z—-1)% -1, (a=1)
(ii) 22 +4x =22 +2x2x 2= (x+2)% — 4, (a=2)

e a equagao da circunferéncia (2.12), com o completamento dos quadrados, se escreve sob a forma

reduzida:

(x—1P24+W+2?-1-4+1=0s (z—-1)2+(y+2)>2 =4,

Comparando com (2.11), vemos que a circunferéncia tem centro no ponto C'(1,—2) e raio R = 2.

OBSERVACAO 2.3.3 Qualquer circunferéncia do plano xy pode ser descrita por uma equa¢do geral do

2° grau em x ey, da forma:

2 +y? +ax+by+c=0. (2.14)

Ressaltamos, contudo, que nem toda equagao do tipo (2.14) representa uma circunferéncia. De fato:

(i) A equacdo x®> +y? — 4z — 2y +5=0 ¢é do tipo (2.14), coma = —4, b= —2 ec =5 e representa o
ponto C(2,1), jd que a equagdo é equivalente a (x —2)*+ (y —1)2 =0 (wma soma de quadrados

¢ zero se, e somente se, cada parcela é igual a zero).

(ii) Jd a equacio 2% + y* + 6z — 2y + 15 = 0 ¢é equivalente a (z + 3)? + (y — 1)2 = =5, a qual ndo tem

solugao e, portanto, nao representa lugar geométrico algum do plano xy.

EXEMPLO 2.3.4 (parametrizando a circunferéncia) Se na circunferéncia da Figura 2.14 o pardmetro

t representa o dngulo entre o raio CP e o eizo Ox, entdo a circunferéncia (z — x0)* + (y — yo)? = R2

é parametrizada da sequinte forma:

xr = x9+ Rcost
0 (2.15)

y=1yo+ Rsent, 0<t<2m.

EXEMPLO 2.3.5 (Reta Tangente) Encontrar a reta tangente o circunferéncia (x—1)2+(y+2)? =1,

no ponto A(3/2, -2+ v/3/2).
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Figura 2.15: Reta Tangente.

Solugao: A Figura 2.15 abaixo ilustra a situagao geométrica e o raciocinio por trds do método é a
ortogonalidade entre a reta tangente r7 e o raio da circunferéncia que passa no ponto de tangéncia.
A reta 7 que passa no centro C' e no ponto de tangéncia A tem declividade m, = /3 e a reta tangente,

por ser ortogonal a reta 7, tem declividade mr = —1/1/3 e é descrita por:

y=—2+V3/24 (-1/V3)(x —3/2) &y = —z/V3—-2+3.

A reta tangente é: |rp: x4+ V3y =3 — 2V3.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3
1. Em cada caso, obtenha a equacao e esboce o grifico da circunferéncia.

(a) Centro C'(—2,1) e raio r = 5.

(b) Passa pelos pontos A (5,1), B(4,2) e C(—2,2).

(c) O centro estd sobre a reta y =z — 1 e corta o eixo x nos pontos A (—1,0) e B(3,0).
(d) Passa pelos pontos A (1,2) e B(1,—2) e tem raio r = 2.

(e) Circunscrita ao triangulo formado pelas retas x +y =8, 2z +y =14 e 3x +y = 22.

(f) Um didmetro é o segmento que une os pontos A (0, —1) e B (—2,—3).
2. Determine a equagao da circunferéncia de raio 5, tangente a reta 3z + 4y = 16 no ponto A (4,1).

3. Quais os pontos de intersecdo da reta r : & — v/3y + 4 = 0 com a circunferéncia z2? + y? = 167
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4. Quais retas, de declividade m = 2, sdo tangentes x? + y? = 5. Faca uma ilustracdo grafica.
5. Determine a equagao da circunferéncia de centro C (1,2) e tangente a reta r: x — 2y + 8 = 0.
6. Calcule o comprimento da corda da circunferéncia 22 +4? = 25 que jaz sobre a reta x—7y+25 = 0.

7. Verifique se a equacao sugerida representa ou nao uma circunferéncia. Em caso afirmativo, en-

contre o centro e o raio.
(a) 922 + 9y? + 62 — 36y + 64 = 0.
(b) 4 (2% +y?) =27 — 4x.
8. Determine a equagao da circunferéncia inscrita no tridngulo determinado pelas retas:
ry:dx—3y =65, ry:Tx—24y+55=0 e r3:3x+4y=>5>.
9. Uma haste de 30cm move-se com seus extremos apoiados em dois fios perpendiculares. Identifique
o lugar geométrico descrito pelo ponto médio da haste.
10. Determine o centro e o raio da circunferéncia descrita na forma paramétrica por

r =2+ 3cost
y=—1+3sent, 0<t<2m.

2.4 A Parabola

Em geometria analitica, a curva obtida como interse¢ao de um cone com um plano recebe o nome
de Conica. Além da circunferéncia, existem trés outras conicas que merecem nossa atencao: Pardbola,
Hipérbole e Elipse.

Iniciamos com a parabola de equacao y = ax?, a # 0, cujo gréfico é tangente ao eixo Ox na origem.
A concavidade do gréfico (para cima ou para baixo) depende do sinal do coeficiente a, como ilustram
as Figuras 2.16 e 2.17. No caso a > 0, temos y = az? > 0, V x, e a origem é um ponto de minimo do

gréfico, enquanto no caso a < 0 ocorre y = axz? < 0, V z, e a origem é um ponto de maximo do gréfico.
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O caso geral y = ax? 4+ bx + ¢, a # 0, serd reduzido ao caso apresentado por meio de uma simples

translagdo. Vejamos um exemplo como modelo.

=V

Figura 2.16: y = az?, a > 0 Figura 2.17: y = az?, a <0

EXEMPLO 2.4.1 Esbocar o grifico da pardbola descrita pela equagdo: y = 22?2 — 4z + 4.

Solugao: Efetuando o completamento do quadrado, obtemos a equacao:
y=2(z—1)2+2

e por meio da mudanca T = = — 1 ¢ § = y — 2 chegamos & equacdo reduzida: 7§ = 2z2. O ponto
de minimo do grifico ¢ a nova origem O(1,2) e para dar maior fidelidade ao grafico (Figura 2.18), é

aconselhdvel determinar as intersegoes, caso existam, com os eixos Oz e Oy.

v

Figura 2.18: Pardbola y = 222 — 4z + 4.
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(i) Intersegao com o eixo Oy : Considerando na equagao original = 0 (recorde-se que nos pontos do

eixo Oy tem-se x = 0), encontramos y = 4 e a intersegdo com o eixo Oy é o ponto A(0,4).

(ii) Intersecdo com o eixo Oz : Fazendo y = 0 na equagao original (recorde-se que nos pontos do
eixo Oz tem-se y = 0), chegamos & equacdo do 2° grau 2z% — 42 + 4 = 0, sem raiz, j4 que o

discriminante é A = —16 < 0. Portanto, o grafico nao toca o eixo Ozx.

EXEMPLO 2.4.2 No caso geral da pardbola y = ax? + bx + ¢, imitando o que foi feito no Exemplo

2
y—a<$+ x>+c a(x > s ( 6)

onde A = b% —4dac é o discriminante. Se fizermos x = —b/2a em (2.16), obtemos y = —A/4a e o ponto

(2.4.1), encontramos:

extremo (mdzimo ou minimo) V (—b/2a, —A/4a) é o vértice da pardbola (nova origem).

EXEMPLO 2.4.3 (Rotagao da Pardbola) A equacio v = ay?, a # 0, também representa pardbolas.
Houve uma permuta entre as varidveis x ey e, graficamente, essa permuta corresponde a uma rota¢ao

de 90° (w/2 rad) no sistema de coordenadas. A Figura 2.19 ilustra os grdficos, nos casos a = +1.

X=-y

LT

Figura 2.19: Pardbolas = = +72.

2.4.1 O Foco e a Diretriz da Parabola

Fixemos no plano zy um ponto F' e uma reta r. Denomina-se Pardbola de foco F' e diretriz v ao

lugar geométrico constituido dos pontos P (z,y) equidistantes do ponto F' e da reta r, isto é:

dist (F, P) = dist (P; 7). (2.17)
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A reta que passa no foco e é perpendicular & diretriz recebe o nome de Eizo Focal. A partir da equacéao
geral (2.17) vamos encontrar a equagao cartesiana da pardbola, em alguns casos especiais. Para isto,
fixemos um pardmetro real p > 0.

PROTOTIPO I: O foco é o ponto F (p,0) e a diretriz é a reta x = —p, ortogonal ao eixo Oz.

Na Figura 2.20 ilustramos a situacao, onde destacamos os pontos:

(i) F (p,0) e P (z,y) respectivamente, o foco e um ponto genérico da pardbola.
(ii) @ (—p,y) o pé da perpendicular baixada do ponto P a diretriz.

(iii) D (—p,0) o ponto de interse¢ao do eixo da pardbola (eixo Ox) com a diretriz.

O vértice da pardbola é o ponto médio do segmento DF' que, neste caso, coincide com a origem.

Notando que dist (P;r) = dist (P, @), obtemos a partir de (2.17):

Va-p?+y2 =z +p? ey = o

que representa a equacao cartesiana da pardbola.

PROTOTIPO II: O foco é o ponto F'(—p,0) e a diretriz é a reta z = p, ortogonal ao eixo Ox, como
ilustrado na Figura 2.21. Neste caso, destacamos @ (p,y) e D (p,0) e, mais uma vez, o vértice é a origem

e a equagao (2.17) se reduz a:

22+ (y—p)’ =1/ (y +p)* & 2% = 4py.

y4 1
0 / \P 0
/ eixo €iX0 \ N

2 F

D F X D x
r r
Figura 2.20: 32 = 4px, p > 0 Figura 2.21: 2 = —4pz, p > 0

Nas Figuras 2.22 e 2.23 ilustramos as variantes dos casos (I) e (II), onde trocamos x por y.
PROTOTIPO III:  Foco F' (0,p) e diretriz y = —p. Neste caso a pardbola é descrita por: |y* = —4pzx.

PROTOTIPO 1V: Foco F' (0, —p) e diretriz y = p. Neste caso a pardbola é descrita por: |z = —4py.
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y ‘r
P
0 D r / “F

“v
=y

S 2
Figura 2.22: 22 = 4py, p > 0 Figura 2.23: z? = —4py, p > 0

EXEMPLO 2.4.4 A pardbola y*> = x tem foco no ponto F(1/4,0), como se vé a partir da equagdo

padrio y* = 4 (1/4) z. O vértice estd na origem e a diretriz é a reta vertical y = —1/4.
EXEMPLO 2.4.5 Encontrar o foco e a diretriz da pardbola: vy = 2z — 4x + 4.

Solucao: Vamos enquadrar a pardbola em um dos modelos apresentados. Temos:

y—2=2(x—-12<y=22> ou |z%=4(1/8)y

Vemos que a pardbola é do tipo II, com p = 1/8 e assim, no sistema T 7, a pardbola tem foco
F(0,1/8) e ditretriz 7 = —1/8. Notando que y =7 + 2 e x = T + 1, deduzimos que no sistema original
xy, a pardbola tem foco F'(1,17/8) e diretriz y = —17/8.

EXEMPLO 2.4.6 (A diretriz nao é horizontal nem vertical) Determinar a equa¢io da pardbola

com foco F' (0,0) e diretriz r : x +y = 2. Qual o vértice da pardbola?

Solugao: Na Figura 2.24 ilustramos a situagao gréfica
e vemos que se P (z,y) é um ponto da pardbola, usando a férmula da distancia (2.7) e o conceito (2.17),

obtemos:

—2 —2)?
\/x2+y2—m5§|<:>x2+y2—my2)@ 2%+ y? = 2xy + 4+ 4y = 4.

O eixo da pardbola é a reta y = x, que intercepta a diretriz  +y = 2 no ponto D (1, 1) e como o vértice

o ponto médio do segmento DF', segue que V (1/2,1/2).
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Figura 2.24: Parébola do Exemplo 2.4.6

> ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4

1. Encontre a equagao, os elementos principais (foco, vértice, eizo e diretriz) e esboce o gréfico da

pardbola caracterizada por:

(a) Foco F'(3,0) e diretriz 7 : x +3 = 0.

(b) Foco F' (0,—2) e diretriz r : y = 2.

(c) Foco F (—2,0) e diretriz r : x = 4.

(d) Foco F (—4,1) e diretriz r : y = 3.

(e) Vertice V (2,0) e foco F (0,0).

(f) Vertice V (4,—1), eixo focal r : y = —1 e passa no ponto P (3,—3).

(g) Foco F(0,0) e diretriz r : x +y = 2.

(h) Vértice V (-2,3) e foco F'(1,3).

(i) Eixo paralelo ao eixo y e passa nos pontos A (4,5), B(—2,11) e C'(—4,21).

(j) Vértice na reta 2y — 3z = 0, eixo paralelo ao eixo z e passa nos pontos A (3,5) e B (6,—1).

2. Mostre que a circunferéncia com centro no ponto C (4,—1) e que passa no foco da pardbola

z? 4+ 16y = 0 & tangente & diretriz da pardbola.
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3. Identifique a trajetéria de uma particula em movimento, em que a distdncia da particula & reta

r:x+ 3 =0 é sempre duas unidades maior que sua distancia ao ponto (1,1).

2.5 A Elipse

Antes de formalizar o conceito de elipse como lugar geométrico, faremos uma interpretacdo da

equacao modelo:

2 2
Y=l a>b>0. (2.18)

Seja ¢ = va? — b? e consideremos os pontos Fj (¢,0) e F (—c¢,0). Se as coordenadas z e y de um ponto

movel P (z,y) satisfazem & equagdo (2.18), vamos mostrar que a quantidade:
dist (F1, P) + dist (F2, P)

é sempre constante e igual a 2a. De fato, de (2.18) temos:
Va® +a’y? = b & (a’ - )2 +a’y® = a' — a®c?
& a®2? +a?P + 2d%cx + a2y2 = 2a%cx + a* + *a?

& d? [(a:—i—c)Q—l—yQ} = (a2+cx)2,

e da tltima igualdade, resulta:

a\/(z +¢)* +y2 = a® + cx. (2.19)

Procedendo de forma similar, substituindo 2a?cz por —2a?cx, encontramos:
2 2 2
a/(r—c)"+y?>=a" —cx (2.20)

e adicionando membro a membro as equagdes (2.19) e (2.20), obtemos:

\/(:c +o)? 2+ \/(a? — )’ +y? = 2a & | dist(F, P) + dist(F, P) = 2a. |

2.5.1 Conceito & Equacao Reduzida
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Uma FElipse no plano zy é o lugar geométrico constituido dos pontos P (x,y), cuja soma das distancias
a dois ponto fixos F; e Fy, denominados Focos da elipse, é constante. Os raios F1 P e FyP sao os Raios
Focais do ponto P e o ponto médio dos focos é o Centro da elipse. A distancia entre os focos recebe o

nome de Distdncia Focal da elipse.

Na dedugao da Equa¢ao Reduzida vamos considerar duas situagoes dentro do mesmo modelo padrao.
B SITUAGAO 1 Nesta primeira situacdo, vamos considerar os focos Fj (¢, 0) e F5 (—c, 0) sobre o eixo

Oz e admitir que a soma dos raios focais seja igual 2a, isto é:

(dist(Fy, P) + dist(F, P) = 2a.| (2.21)

Com esses dados, mostraremos que a elipse é descrita pela equagao (2.18). Inicialmente, notamos que:
2¢ = dist (F, Fp) < dist (F}, P) + dist (Fy, P) = 2a,

como consequéncia da desigualdade triangular, de onde resulta que ¢ < a. A partir da equagao (2.21)
que traduz o conceito, obtemos:
dist (F1, P) + dist (F2, P) = 2a

\/<:c—c)2+y2+\/(x+c)2+y2=2a

V- +y2 =20 Jw+of +2

(cz + a2)2 =a? [(a: + 0)2 + yz}

r ¢ 3

i3

() +4° = <2a— ($+c)2+y2)2

(a2 - 02) z? + a2y2 =a? (a2 — 62) .

i3

2

Se fizermos b = a? — ¢?, obteremos da tltima igualdade a equacdo reduzida:

R Y (2.22)

B SITUAGAO 2 Agora, suponhamos que os focos sejam os pontos Fj (0,c¢) e F» (0, —c) do eixo Oy,

e que a soma dos raios focais seja 2a. Procedendo como no primeiro caso, considerando b = a? — ¢2,

obtemos a equacao reduzida:

TV (2.23)
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2.5.2 Graficos & Elementos Principais

No tragado do grafico devemos observar alguns itens e como referéncia vamos adotar a elipse (2.22).

» SIMETRIA Seem (2.22) trocarmos & por —z ou y por —y a equacao permanece inalterada. Grafi-
camente isto significa que a elipse é simétrica em relagao aos eixos coordenados e em relagdo a origem.

» INTERSECAO COM OS EIXOS

(a) A intersegao com o eixo Ox é determinada considerando y = 0 na equagdo. Encontramos:

x? 02

—|—b—2:1<:>1:2:a2<:>:13::|:a

a?
e assim, a elipse intercepta o eixo Ox nos pontos: A; (a,0) e A2 (—a,0).

(b) De modo similar, considerando z = 0, obtemos:
02 2

LY

b—2:1@y2:b2<:>y:ib.

a?
Assim, a elipse toca o eixo Oy nos pontos By (0,b) e By (0, —b).

2 2
- .~ . X , . .
» POSIGAO DA ELIPSE A posicao da elipse — + Z—Q = 1 é determinada comparando-se os denomi-
a

nadores dos termos z2 e y2. O maior denominador é associado & varidvel correspondente ao eixo sobre
o qual estao os focos. (veja as Figuras 2.25 e 2.26)

» ELEMENTOS PRINCIPAIS Em uma elipse, os seguintes elementos devem ser destacados:
(1) Os Focos: F (£c¢,0) ou F(0,=+c).

(2) O Centro: ponto médio dos focos: C (0,0).

(3) Os Vértices: A (a,0) e Aa(—a,0); B;1(0,b) e By(0,—-b).

(4) Eixo maior: A;A; de comprimento 2a, onde estao localizados os Focos.

(5) Eixo menor: Bj;Bs de comprimento 2b.

(6) O Eixo Focal: reta que contém os focos.

(7) Os Raios Focais do ponto P (z,y): os segmentos de reta F} P e FyP.
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(8) A Excentricidade: e = c¢/a, no caso a > b, ou e = ¢/b, no caso b > a. Observamos que 0 < e < le

a excentricidade mede o achatamento da conica. De fato:

(i) exlec~asb~0 (elipse é mais achatada).
(il) e~0< c~0< b~a (elipse ¢ menos achatada). Uma circunferéncia ¢ uma elipse de

excentricidade e = 0.

» GRAFICOS As Figuras 2.25 e 2.26 abaixo ilustram os graficos das elipses nas duas situagoes.

22 2
Figura 2.25: -+ 5 =1,a>b0>0
a b

2.5.3 Translacao da Elipse

No caso em que o centro da elipse ¢ o ponto C (zg, o), s@o necessdrias algumas atualizagbes na
equacao e nos elementos principais da conica. Apds a translaggo T = —zg e ¥ = y — Yo, & equagao

assume a forma:

(fU - 130)2 (?/ - y0)2
a? + b2

e as coordenadas dos focos e dos vértices também sofrem alteragoes. Imaginemos a > b, de modo que

=1 (2.24)

os focos estardo sobre a reta horizontal y = 1, paralela ao eixo Ox.Temos:

Focos: F (zo £ ¢,y0)
Vertices: A(zota,yo) e B(xo,y0£b).
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No caso em que a < b, e isto indica que o eixo focal é a reta vertical x = xg, teremos:

Focos: F (zg,y0 £ ¢)
Vertices: A(zota,yo) e B(xo,y0£b).

EXEMPLO 2.5.1 Suponhamos que certa elipse tenha centro C (1,2) e que seus focos estejam sobre a
reta x = 1, distantes 4 unidades um do outro. Temos que 2c = 4, de modo que ¢ = 2 e considerando

que o =1 e yo = 2, deduzimos que os focos sao Fy (1,4) e F5(1,0) e a equagao é da forma:

(z-1?  (y—2)°
22 + = =1, b>a.

Se, por exemplo, a conica tem um vértice no ponto A (3,2), entdo a = 2 e da relagio b*> = a® + 2,

deduzimos que b> = 8. A equacdo da elipse é, portanto:

EEDNEE

Os outros vértices sio: As (—1,2), Bi(1,2++/8) e By(1,2 — V/8)

> ESCREVENDO PARA APRENDER 2.5

1. Encontre a equagao, os elementos principais (focos, vértices, excentricidade, centro e eizos) e

esboce o gréfico da elipse caracterizada por:

(a) Focos Fi (3,0), F2(—3,0) e soma dos raios focais igual a 12.

(b) Dois vértices em Bj (3, —4) e By (3,4) e distancia focal igual a 4.

(c) Vértices em A; (—5,0), A2 (5,0), By (0,—4) e B2(0,4).

(d) Focos sobre o eixo y, distancia focal igual a 8 e excentricidade e = 2/3.
(e) Centro C'(2,—1) e passa nos pontos A(—3,—1) e B(2,3).

(f) Focos Fy (—2,-2), F5(2,2) e soma dos raios focais igual a 12.

2. Determine a equacao e a excentricidade da elipse que tem seu centro na origem, um dos vértices
no ponto Bj (0, —7) e passa no ponto A(v/5,14/3).

2 2
3. Determine as retas tangentes a elipse — + Y —1 com declividade m = 1.
a

b2
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4. Um arco tem a forma de uma semi-elipse com 48 metros de largura na base e 20 metros de altura.

Determine o comprimento de uma viga colocada a 10 metros da base, paralelamente a mesma.

5. O teto de um corredor de 20 m de largura tem a forma de uma semi-elipse e a altura no centro é

18 m. Se a altura das paredes laterais ¢ 12 m, qual a altura do teto a 4 m de uma das paredes?

6. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (z,y) cuja soma das distancias aos pontos F; (4, —1)

e 5 (4,7) é igual a 12.

7. Determine a equagao da elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados e que passa nos pontos

A(—6,4), B(-8,1), C(2,—4) e D(8,-3).
8. Determine o centro e os focos da elipse 922 + 16y? — 362 + 96y + 36 = 0.
9. Determine a intersegio entre a elipse de vértices (£5,0) e (0,41) e a circunferéncia 22 + y? = 4.
10. Determine os focos e o centro da elipse descrita pelo par de equagoes paramétricas

T = 3cost

y=4sent, 0<t<2m.

2.6 A Hipérbole

Antes de formalizar o conceito de hipérbole como lugar geométrico, faremos uma interpretacdo da

equacao modelo:

2 2
%—%2:1, a,b> 0. (2.25)

Inicialmente observamos que a varidvel x que figura na equacdo (2.25) nao pode assumir valores entre

—a e a. De fato, se || < a, entdao 22 < a? e terfamos:

2 2
yr T
gl T <Y

que nao possui solucao real para y. Logo, devemos ter |z| > a, isto é, x > a ou z < —a.
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Seja ¢ = Va? + b2 e consideremos os pontos Fj (¢,0) e Fy (—c,0). Se as coordenadas = e y de um

ponto mével P (z,y) satisfazem a equagdo (2.25) vamos mostrar que a quantidade:

\dist (Fy, P) — dist (Fy, P)|

¢é sempre constante e igual a 2a.

(i) Se x > a, entdo cx > a2, j4 que ¢ > a, e de (2.25) temos:

pa? —a%? = o2 e (Cz _ a2) 22 — a2y = a2 (02 —a2)

—a?z? — a®c® + 2d%cx — a2y2 =2d%cz —a

o2 [(ac—c)2+y2} _ (a2 _CQC)Q7

o 4
<~

e da dltima igualdade, resulta:

a ($+c)2—|—y2:}a2—c:n|:cx—a2.

Procedendo de forma similar, substituindo 2a%cz por —2a’cx, encontramos:

ar/(z—e)> +y2 = ’aQ—I—ca:’ =a®—cx

e subtraindo membro a membro as equagoes (2.26) e (2.27), obtemos:

\/(x+c)2+y2—\/(:c—c)2+y2:—2a.

(ii) Se x < —a, entdo a? + cx < 0 e, neste caso, encontramos:

\/(a:+c)2+y2—\/(az—c)2+y2:2a.

Combinando (2.28) e (2.29), obtemos: ‘ |dist(Fy, P) — dist(Fy, P)| = 2a. ‘

2.6.1 Conceito & Equacao Reduzida

— CQCL'

2

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Uma Hipérbole no plano zy é o lugar geométrico constituido dos pontos P (x,y), cuja diferenga das

distancias a dois ponto fixos F; e F5, denominados Focos da hipérbole, é, em valor absoluto, constante.
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Os raios F1 P e F3 P sao os Raios Focais do ponto P e o ponto médio dos focos é o Centro da hipérbole.

A distancia entre os focos recebe o nome de Distdncia Focal da hipérbole.

Vamos deduzir a Fquacio Reduzida para dois modelos particulares.
B PROTOTIPO I

eixo Oz e admitir que a diferenca dos raios focais seja, em valor absoluto, igual a 2a, isto é:

|dist (Fy, P) — dist (Fy, P)| = 2a.

Da desigualdade triangular segue que 2¢ > 2a e de (2.30), resulta:

\dist (Fy, P) — dist (Fy, P)|

Se fizermos b2 = ¢

B PROTOTIPO IL

= 2a

R

ZL’2

a?

— =1

yQ

b2

dist (F1, P) — dist (F», P) = £2a

Vi —c)?+y2=+2a+1/(z+c) +92

(z—c)® +1y2 =4a® +4a\/(x 4+ c)* + 2 + (z + ¢)® +
—cx —a® = tar/(z + ) + 12

(c:r~l—a2)2 = a? [(:L‘+c)2 +y2]

(02 — CL2) .%'2 — a2y2 = a2 (02 —a

2).

— a?, obteremos da tltima igualdade a equacdo reduzida:

Neste primeiro modelo, vamos considerar os focos Fj (¢,0) e Fy (—c,0) sobre o

(2.30)

(2.31)

Agora, vamos considerar os focos Fj (0,¢) e F» (0, —c), sobre o eixo Oy, e dife-

renca dos raios focais, em valor absoluto, igual a 2b, 0 < b < ¢. Procedemos de forma similar ao caso

anterior e encontramos a equagao reduzida:

z Y
St E =1 (2.32)
com a? = ¢ — b2 Se mantivermos |dist (Fy, P) — dist (Fy, P)| = 2a, chegaremos & forma reduzida
equivalente:
2 42
o= b=VE-a (2.33)

2.6.2 Graficos & Elementos Principais
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Assim como ocorreu com a elipse, para o tragado do gréfico da hipérbole vamos observar algumas

caracteristicas da conica.

» SIMETRIA O gréafico da hipérbole é simétrico em relacao aos eixos Oz e Oy e também em relagao

a origem. A equagdo nao é alterada por uma mudanca no sinal das varidveis x ou y.

» INTERSECAO COM Os EIXOS A hipérbole (2.31) nao intercepta o eixo Oy, tendo em vista que:

2
x:0:>—?;—2:1

e esta ultima equagao nao tem solucao real para y. Ja a hiperbole (2.32) nao intercepta o eixo Ox, pois

a substituicio de y por 0 em (2.32) nos conduz & equacio —22/a? = 1, sem solugdo real para .

(a) A intersecao da hipérbole (2.31) com o eixo Oz, é determinada considerando y = 0 na equagao.
Encontramos:

2 02

——=le’=dozr=+a
a2 b
e, assim, a hipérbole intercepta o eixo Oz nos vértices: A; (a,0) e A (—a,0).

(b) Ja a hipérbole (2.32) intercepta o eixo Oy nos vértices By (0,b) e Bs (0,—b), determinados con-

siderando z = 0 na equagao:

» POSICAO DA HIPERBOLE Em uma hipérbole pode ocorrer a > b, a < b ou a = b e a posigao é
determinada pelos sinais dos coeficientes nas varidveis « e y. A varidvel com sinal positivo corresponde

ao eixo sobre o qual estao os focos. (veja as Figuras 2.27 e 2.28)
» ELEMENTOS PRINCIPAIS Em uma hipérbole, destacamos os seguintes elementos:

(a) Os Focos: F'(%£c,0), no caso (2.31), e F'(0,=%c), no caso (2.32).
(b) O Centro: (C'(0,0), nos dois casos.
(c) Os Vértices: A (=%a,0), no caso (2.31), e B(0,=£b), no caso (2.32).

(d) O Eixo Focal: A reta que contém os focos.
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(e) O Eixo Transverso: a porgao do Eixo Focal entre os vértices (o segmento A; Az ou By Bs).

(f) O Eixo Conjugado: segmento By By perpendicular ao Eixo Transverso, na hipérbole (2.31) e A1 As
na hipérbole (2.32).

(f) Os Raios Focais do ponto P (x,y): F1P e FyP.

(g) A Excentricidade: e = c/a, no caso (2.31), e e = ¢/b, no caso (2.32). Temos e > 1 e a excentrici-
dade mede o achatamento da conica. No caso em que e ~ 1, a hipérbole degenera-se nas semiretas

com origem nos focos.

» COMPORTAMENTO NO INFINITO Para maior clareza, vamos nos concentrar na hipérbole (2.31).
Vejamos como se comporta o gréifico, & medida que a varidvel x aumenta ou diminui arbitrariamente
(este comportamento do z é indicado simbolicamente por: © — +00, no deslocamento para a direita,

ou x — —o0, no deslocamento para a esquerda). Temos:

Isto nos diz que o grafico da hipérbole jaz entre as retas y = £ (b/a) z. Além disso, se P (z,y), y > 0,
é¢ um ponto moével sobre a hipérbole, se deslocando para direita (x — +00) e r é a reta de equagao

y = (b/a) x, entdo de acordo com a férmula (2.7), da distancia de ponto a reta, temos:

py byl 1 S —at| = Ul a2 — 2| = @0
dlSt(P,’r)—\/m—c‘bl'—b Jj—a’—g)x— x—a‘—cm

Um fato bésico é que uma fracdo, com numerador constante, aproxima-se de zero a medida em que o

! L (234)

denominador cresce arbitrariamente; com isto em mente, deduzimos a partir de (2.34) que a hipérbole
aproxima-se da reta y = (b/a)x, quando x — +oo. Da mesma forma, quando z — —oo a hipérbole
aproxima-se da reta y = — (b/a) z. No caso em que y < 0 a hipérbole aproxima-se da reta y = (b/a) z,
quando x — —o0, e da reta y = — (b/a) z, quando © — +oo. Por esta razao, as retas y = £ (b/a)x
recebem o nome de Assintotas da Hipérbole. No caso da hipérbole (2.32), as assintotas sao as retas

x == (a/b)y, o que nos dd y = + (b/a) x.
» GRAFICOS As Figuras 2.27 e 2.28 abaixo ilustram os graficos das hipérboles nas duas situacoes.

EXEMPLO 2.6.1 Determinar a equagao da hipérbole com focos Fy (2,0) e Fy(—2,0) e um vértice no

ponto Ap (1,0).



58 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

v=(bla)x y=-(bla)x

2 2 2 2
Figura 2.27: % — y—Q =1 Figura 2.28: oY
a b

+ = =1
a2
Solugao: O centro da hipérbole é a origem e o eixo focal é o eixo Ox. Como a =1 e ¢ = 2, segue que
b2 = c? — a® = 3 e a equacdo da hipérbole é:
22 g2
3

= = 1.
1

EXEMPLO 2.6.2 Identificar a conica descrita pela equagao:
—922 + 4% + 18z — 16y = 29.

Solugao: O primeiro passo é escrever a equagao na forma padrao (I) ou (II). Efetuando o completa-

mento dos quadrados, obtemos:

(z+1)°  (y—2)°
—9(z+1)?+4(y—2%*=36 ou - st =1

e a translacdo: T=xz+1ey =1y — 2, de centro O (—1,2), nos remete ao padrao (II):

com a =2 e b =3, ilustrada no Figura 2.29.

Temos ¢ = v/13 e na tabela abaixo mostramos os elementos da hipérbole no sistema auxiliar ¥ e no

sistema original xy. A passagem de um sistema para o outro é por meio das equagoes de translagao.
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X
Figura 2.29: Hipérbole do Exemplo 2.6.2
Elementos (Z,79) (x,y)
Centro (0,0) (—1,2)
Vértices (0,£3) B (—1,5) e By (—1,-1)

Focos (0,£V13) Fi (-1,2+V13) e F> (—1,2 — V13)
+(3/2)T 3x—2y=—-7 e 3zx+2y=1
0

Assintotas Y

r=-1

8|
I

Eixo Focal

EXEMPLO 2.6.3 (hipérbole transladada) O centro de uma hipérbole estd no ponto O (h,k) e a
distancia focal é igual a 2¢. Considerando o comprimento do eixo transverso igual a 2a, hd dois casos a

considerar:

(i) O eixo focal é paralelo ao eixo Oz e, neste caso, a equacao da hipérbole é:

2 2
L) VL) Y
a

(ii) O eixo focal é paralelo ao eixo Oy e, neste caso, a equagao da hipérbole é:

2 2
LGl MRS el M W SN ]

b2 a
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(iii) As assintotas s@o as retas:

‘bx—i—ay:ak—bh‘ e ‘bw—ay:bh—ak:,

obtidas de § = £ (b/a) T, a partir da translacio: T=x—h e y=y—k.

> HIPERBOLES CONJUGADAS As hipérboles:

2 2 2 2
2 _y 2L vy

2 e e ety

em que o eixo transverso de uma coincide com o eixo conjugado da outra denominam-se Hipérboles
Conjugadas. Elas possuem as mesmas assintotas e na Figura 2.30 ilustramos duas hipérboles conjugadas,
em que iniciamos a construcao desenhando o retangulo de lados 2a e 2b, cujas diagonais se encontram

ao longo das assintotas das hipérboles.

Figura 2.30: Hipérboles Conjugadas.

2.6.3 Hipérbole Equildatera
Nesta secao vamos considerar hipérboles descritas por uma equagao do tipo:

2 —y?=a®> ou —a?+4y?="0% (2.35)
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inserida no Protétipo (I) ou (II), com a = b, e denominadas Hipérboles Equildteras.

Como motivagio, vamos considerar a hipérbole de focos F1(v/2,v2) e Fi(—v/2,—/2) e vértices
V1(1,1) e Va(—1,-1), ilustrada na Figura 2.31, cujo eixo focal é a reta y = x e eixo conjugado de

comprimento 2a = 2v/2. A partir da definicdo obtemos, apds as simplicacoes:

|dist (1, P) — dist (Fy, P)| = 2a <

A equagao zy = 1 pode ser inserida no modelo (2.35) por meio da mudanga de varigvel:

z

(V2/2) 2+ (V2/2) y

(2.36)
y=—(vV2/2)z+ (vV2/2)y

De fato, resolvendo (2.36) encontramos: z = (v2/2)7 — (vV2/2)y e y= (V2/2)T+ (V2/2)y e

daf resulta:

2 2

=1 [(v8)a- ()] [(Br) o (Vi)s] -1 5 -

w‘@l

= 1. (2.37)

A tltima equacio em (2.37) é do tipo (2.35), com a = v/2, e a mudanca de varidvel (2.36) corresponde

a uma rotacao do sistema xy de um angulo de w/4rad ou 45°. Veja a Figura 2.31.

Figura 2.31: Hipérbole Equildtera zy = 1.
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Considerando como motivacao a hipérbole equildtera zy = 1, vamos estudar o lugar geométrico

descrito pela equagao:

ar+b
== - 2.38
y cr+d’ ( )

sendo a, b, c e d parametros constantes e © # —d/c. Faremos uma anédlise do comportamento da conica

a partir da no¢ao intuitiva de limite. Adotaremos como modelo a equacio

k

sendo k uma constante nao nula. H4 dois casos a considerar, dependendo do sinal da constante k.
CASO1l: k>0

Neste caso, x e y tém mesmo sinal e isto indica que a hipérbole é constituida de um ramo no primeiro
quadrante (x > 0, y > 0) e outro no terceiro quadrante (z < 0, y < 0). Para esbogar o gréfico com
alguma precisao, é necessdrio estudar como se comporta a varidvel y, & medida que x se aproxima de
zero (indicamos x — 0), quando z cresce arbitrariamente, com valores positivos (indicamos x — +00)
e quando = decresce arbitrariamente, com valores negativos (indicamos x — —o0). A aproximgao de
x para zero pode ocorrer com valores positivos, isto é, pela direita (x — 07) ou pela esquerda, com
valores negativos (z — 07).

Vejamos o comportamento de y (da fragdo k/x) em vdrias situacoes, levando em conta o sinal de
e da fracao k/x, onde aproveitamos o momento para apresentar a notagao simbdlica para o limite.

(a) Como z # 0 ey # 0, deduzimos que o gréfico da hipérbole y = k/x nao toca nem no eixo Oz
nem no eixo Oy.

(b) Quando z — +oo, entdao y — 0F. Traduzimos esta afirmagao da seguinte forma: quando x
cresce arbitrariamente, com valores positivos, entdo a fracdo y = k/x é positiva, mas, arbitrariamente

préxima de zero.

(c) Quando z — —oo, entdo y — 0~. Aqui a fracdo y = k/x é negativa e préxima de zero.

lim <k> =0".
r——00 \ I
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(d) Quando z — 0T, entao y — +00, ao longo do eixo vertical. Quando x é positivo e préximo de

zero, a fracdo y = k/x é arbitrariamente grande.

. ()
Iim [ — | = +o00.
z—0+t \ T

(e) Quando x — 07, entdo y — —o0, ao longo do eixo vertical.

6
lim [ — | = —oc0.
x—0— \ T

Com estas informagoes, vamos esbogar o gréfico da hipérbole y = k/x, x # 0, k > 0, que se assemelha

ao da hipérbole de equagao xy = 1, como ilustrado nas Figuras 2.32 e 2.33.
Quando z — 0 ou x — 400, vemos que o grafico da hipérbole aproxima-se do eixo Oy ou do eixo Oz

e, portanto, o eixo Oz, de equacao y = 0, e o eixo Oy, de equacao x = 0, sdo as assintotas da hipérbole.

y 4 yh
i A(LK)
= .
-1i O 1 X s
B1L-HN T
Figura 2.32: xzy =k, k> 0. Figura 2.33: zy =k, k> 0.

CAsSO1: k<0

Este é o caso em que x e y tém sinais opostos e o grafico da hipérbole tem um ramo no 2° quadrante
(r <0, y > 0) e outro no 4° quadrante (x > 0, y < 0). O comportamento do y segue o mesmo ritual
do 1° Caso, com algumas modificagoes nos sinais.

(a) Como z # 0 ey # 0, o gréfico da hipérbole y = k/x nao toca nem no eixo Ox nem no eixo

Oy.
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(b) Quando z — +o00, entao y — 0.

(c) Quando z — —oo, entao y — 0.

(d) Quando x — 0T, entdo y — —oo, ao longo do eixo vertical.
5 ()

lim | — | = —o0.

z—0T \ T

(e) Quando z — 07, entdo y — 400, ao longo do eixo vertical.

w (3)
lim | — | = 4+occ.
x—0— \ T

Os eixos Ox e Oy sao as assintotas desta hipérbole e o gréfico estd ilustrado nas Figuras 2.34 e 2.35.

4y
B(_ls_k) —k
—
x -1 O 1 -
A(Lk
i (LK)

Figura 2.34: xzy =k, k <0. Figura 2.35: zy =k, k <O.
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CASO GERAL: O caso geral (2.38) se reduz ao Caso 1 ou 2, por meio de uma mudanca de varidvel
bc — ad
5

(translac@o). Vejamos o passo-a-passo até a equagdo final 3 =k/T, com k =
c

cx+d ¢

a:n+b_a<:1:+b/a>:a[(ﬂs+d/c)+b/ad/c] a<1+b/ad/c>® ok

x+d/c z+d/c T z+d/c c x+dfc

EXEMPLO 2.6.4 Vamos estudar a hipérbole governada pela equacao:

_25(:—4
-1

Y

Inicialmente observamos que x # 1 e que a equacdo da hipérbole é equivalente a:

e com a mudanca de varidvel T =x—1 ey =y — 2 a equacdo assume a forma do Caso 2, com k = —2:

_ 2
y=-—

8

As assintotas sdo as retas T =0ey =0, isto é, x =1 e y = 2. As intersegcoes com os eizos Ox e Oy

sao os pontos A(2,0) e B(0,4), respectivamente. O grdfico tem o aspecto da Figura 2.36.

..................... NI -1 1117 N

N\A
Assintota

/ '
0 1 /2 x
2¢ — 4

Figura 2.36: Hipérbole Equildtera y = T
l‘ J—
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» SOBRE A NOTACAO DE LIMITE Vamos destacar alguns aspectos decorrentes da expressao:

lim y = 0.

r—a

(i) Lé-se: "limite quando z tende para a de y é igual a b”.

(ii) Na expressao nao estd especificado se = estd & direita ou a esquerda de a; ela relata que x estd

arbitrariamente préximo de a, sem contudo, atingir o valor a.

(iii) Para especificar que z tende para a da esquerda para a direita, isto é, com valores menores do que

a, anotamos: = — a~. A expressao lim y = b indica um limite lateral & esquerda. Da mesma
TrT—a—

forma, lim y = b indica que y estard arbitrariamente préximo de b, quando x estiver a direita
r—at

(maior do que) e arbitrariamente préximo de a e indica um limite lateral & direita.

(iv) Por fim, o limite de y quando z — a existe e tem valor b se, e somente se, os limites laterais no

ponto a forem iguais a b, isto é:

limy=b< lim y=>b e lim y=>0. (2.40)

Tr—a r—at r—a~

A equivaléncia (2.40) é um argumento bastante utilizado na investigacao da existéncia de limite.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 2.6

1. Encontre a equagao, os elementos principais (focos, vértices, excentricidade, centro, eizos e assin-

totas) e esboce o gréafico da hipérbole caracterizada por:

(a) Focos Fi (5,0), F» (—5,0) e diferenga dos raios focais igual a 6.

(b) Focos Fi (2,—T7), F5(2,5) e diferenga dos raios focais igual a 5.

(c) Vértices em Ap (2,—1), A3(2,7) e excentricidade e = 3/2.

(d) Vertices em A; (0,—2), A2 (0,2), nao corta o eixo x e tem assintotas y = +2uz.
(e) Focos Fy (—2,2), Fy(2,—2) e vértices V1(v/2, —v2) e V1(—V/2,V2).

2. Calcule a drea do triangulo determinado pela reta 9z + 2y = 24 e pelas assintotas da hipérbole

922 — 4% = 36.
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. Se e ¢ a excentricidade da hipérbole

x
. Se a ¢ o angulo agudo de inclinagdo de uma assintota da hipérbole — —
a

. Um tridngulo tem a base fixa e o produto das inclinagoes dos lados varidveis é sempre igual a

4. Se a base é o segmento que une os pontos A (3,0) e B(—3,0), identifique o lugar geométrico

descrito pelo vértice oposto a base.

. Determine a equagao da hipérbole com centro na origem, um vértice no ponto V; (6,0) e tendo a

reta 4 — 3y = 0 como uma das assintotas.

. Ache a excentricidade, o centro, os focos e as assintotas da hipérbole 4y? — 922 4 16y + 18z = 29.

2 y2

AT 1, mostre que os raios focais de um ponto Py (¢, 30)
da hipérbole tém comprimento |exo =+ a|. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto

Py (6,5) sobre a hipérbole 522 — 4y? = 80.

O centro de uma hipérbole estd na origem, seu eixo transverso jaz sobre o eixo y e um dos focos é o

ponto F (5,0). Se a excentricidade da hipérbole é e = 3, determine sua equagao e suas assintotas.

2 y2

2 = 1, mostre que a

excentricidade da hipérbole é sec a.

. Esboce no mesmo sistema de coordenadas as curvas x> — y> = k para os seguintes valores de

k:-2, -1,0, le?2.

2x — 4
10. Esboce o grifico e encontre as assintotas da hipérbole equildtera: y = * T
m —
2.7 Equacao Geral do 2° Grau
A equagao geral do 2° grau nas varidveis x e y :
A2 + Bay + Cy? + Da + By + F =0 (2.41)

pode representar qualquer uma das conicas (circunferéncia, elipse, hipérbole ou pardbola) mas também

pode representar um reta ou um par de retas. A natureza da cOnica é determinada pelos coeficientes

A, B, C, D, E e F, e para identifici-la usamos a regra prética do discriminante: A = B? —4AC.

(a) Se A =0, entdo a conica é uma parabola,
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(b) Se A <0, entao a conica é uma elipse;
(c) Se A > 0, entdo a conica ¢ uma hipérbole.

A tnica informacao que essa regra nos dé é sobre a natureza da conica. Uma maneira mais eficiente de

identificd-la consiste em efetuar mudancas de coordenadas e escrever a equacgao na forma padrao:

(90 - 960)2 + (y— y0)2
a? b2

i(x — 960)2 (y - yo)2
a? + b2

=1

Circunferéncia: (2 — o) 4 (y — yo)? = R? Elipse:

=1

Pardbola: 22 =4py ou y?=4dpz Hipérbole:

De forma geral, podemos dizer que a translagao elimina os termos Dx e Fy do 1° grau, enquanto a

rotacdo nos eixos tem a finalidade de eliminar o termo misto Bxy da equagdo. A seguir apresentamos,
de modo sucinto, como as operagoes atuam na equacao da codnica.

Do ponto de vista geométrico, sao necessédrios b pontos para se determinar uma codnica e, no caso

da pardbola, 4 pontos sao suficientes, tendo em vista que, nesse caso, B> — AC = 0. Se, por exemplo,

A # 0 entao a equagao (2.41) se reduz a:
22+ Bay+C'y?*+ Dz +Ey+F =0,

e essa ultima equagdo contém 5 coeficientes a determinar.

2.7.1 O Angulo de Rotacdo

A Figura 2.37 ao lado mostra as coordenadas T e § de um ponto

P(z,y) ap6s uma rotagao no sentido positivo (antihordrio) do x Py B

sistema de coordenadas xOy. Representemos por 6 o angulo . D N /'(f'/f

de rotacao e observando a figura, vamos determinar as relacoes )—7\\ / //, ;

entre as coordenadas do ponto P nos dois sistemas. Temos: \E\ ) '6/; g
x=0A=0B— AB =Zcosf — gsend /9"'.'/\.\ A B x
y=AP = AD + DP =7Zsenf + 7 cosf . h

e invertendo o sistema, encontramos:
’ Figura 2.37: Rotagao de Eixos

T =xzcosf + ysend

7= —xsent + ycosh.
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Com a notagao matricial, o sistema se expressa sob a forma:

cos@ senf| |z

Sl

—senf cosf| |y

<

EXEMPLO 2.7.1 Apds uma rotagio de 0 = /4, as coordenadas do ponto P (1,1) serio T = /2 e

7y = 0. De fato:

vV2/2 V2/2| | 1 V2
—V/2/2 V2/2| | 1 0

Sl

<

Suponhamos que A ou C nao seja zero e visualizemos a a equagao 2.41 sob dois aspectos.
(i) No caso em que B =0 a equagao (2.41) se reduz a:

Az’ +Cy* + Dz + Ey+F =0 (2.42)

e uma simples translagao (completamento de quadrados) leva a equagao a forma padrao. Ressalta-
mos que em (2.42) os coeficientes A e C nao sdo ambos nulos, de modo que a equacgao pode

representar qualquer uma das conicas.

(ii) Se B # 0 ¢ necessério efetuar uma rotagao no sistema de coordenados, de modo a eliminar o termo

misto Bxy da equacao original. A rotagdo de um angulo 6 nos leva as relagoes ja estabelecidas:

r=7Tcost —ysend
(2.43)
y=2xsenf +7gcos,

e levando os valores de x e y na equagao (2.41), notamos que o termo misto = y serd eliminando

considerando seu coeficiente igual a zero, isto é:

2Asenfcosf + B (cos2 0 — sin? (9) +2C senf cosf = 0,

de onde segue que o angulo 6 de rotacao é tal que:

A —
cotg20 = TC. (2.44)

EXEMPLO 2.7.2 Identificar a conica com focos Fy (—2,2) e Fy (2, —2) e vértices Vi(—v/2,v2) e Va(v/2, —v/2).
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Figura 2.38: Hipérbole do Exemplo 2.7.2

Solugao: Temos ¢ = 2v/2 > a = 2 e trata-se de uma hipérbole. Os focos e os vétrices estdo sobre a

reta y = —z, 0 que sugere uma rotagao de 7w/4rad, como ilustrado na Figura 2.38.

A equagao da hipérbole é:

e de (2.43) resulta:

Ty = —2.
EXEMPLO 2.7.3 Determinar os focos e os vértices da hipérbole: zy+x — 2y + 3 =0.

Solugao: Para ser posta na forma padrao, a equacao carece de uma rotacao seguida de uma translagao.

Efetuando uma rotagao de 7/4rad, chegamos a equagao:

2 2
_ <$_ ?) + <y+ 3*25) = 10. (2.45)

e com a translacio: u =7 — /2 e v =7 + 3v/2 chegamos & forma padrao:

u?  v?

T2t =h
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sendo a = v/10. A tabela mostra as coordenadas dos focos e dos vértices nos trés sistemas:

(u, v) (7,7) (z,y)
Vértices | (0,£v10) | (V2/2,-3v2/2£v10) | (2—+v5,-1+V5) e (2+5,-1—5)
Focos | (0,£v20) | (v2/2,-3v2/2+20) | (2—-V10,-1++v10) e (2+V10,—1—+/10)

> ESCREVENDO PARA APRENDER 2.7

1. Por meio de uma translacao escreva a equacao da conica na forma padrao e identifique seus

elementos principais.

(a) 22 + 9% + 22 — 4y =20 ( a circunferéncia z2 + 5° = 25)
(b) y?> —dz —6y+2=0 ( a pardbola §* = 47)
(c) 322 —4y? + 120 + 8y =4 ( a hipérbole 322 — 432 = 12)
(d) 222 + 3y? — 42z + 12y = 20 (a elipse 272 + 3y% = 34)
(e) 22 +2y? —4x + 6y =8 (a elipse 272 + 4y% = 33)
(f) 322 —4y? + 122 + 8y =4 ( a hipérbole 372 — 4% = 12)

2. Identifique as conicas abaixo, escrevendo suas equagoes na forma padrao.

(a) 322 — 10xy + 3y? + = = 32 (hipérbole)
(b) 1722 — 122y + 8y? — 68z + 24y = 12 (elipse)
(c) 22 +ay+9y? -3y =56 (elipse)

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

1. M (3,-2).

2. dist (A, Mpc) = \/(0 —1)2+(2+2)% = VIT.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

(a) mag =1/2 (b) map = 1/2.

. Intersegao com os eixos: (a) A(—2,0)e B(0,3/2) (b)A(2,0)eB(0,4) (c)A(1/2,0)eB(0,1).
. Veja o Exemplo 2.2.3 como guia.

.r:ry=zx+ 1

. dist (4;7) = 6//5.

.ribr—4y+ 11 =0.

Considere D (a,b) e use as igualdades entre as declividades: map = mpc e mpe = map. O

vértice procurado é D (—5,0) .

. A reta procurada tem declividade m = —a/b e sua equagao é:

1
y_y():—5@3—960)@a(m—xg)—i—b(y—yo):()

Considerando a reta r : © +y = 4 e o ponto A (1,5), encontramos a reta s: x +y = 6.

. Note que dist (A, B) = dist (B, C).

O comprimento do lado do quadrado ¢ I = dist (4;7) = 19/v/5 e a drea ¢ S = [2 = 361/5 = 72, 2.
P(-3/4,3/2).

dist (r;8) = v/2/2.

b=1(5+3V5).

A reta dx — 2y + 5= 0.

By (—1,4/3).

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3

1.

(@) (z+2)*+ (y —1)* = 25.

(b) (z—1)*+ (y+2)* = 25.
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() (z—1)12+y2=4
(d) (z—-1)72+y2=4
() 22+ y?> —6z+4y=12 ou (z—3)*+ (y+2)* =25.
() @+1)°+(y+2)° =2
2. (=724 y-52=2 e (z—1)7>+(y+3)*=25
3. A(4,0) e B(2,-2V3).
4. y =2z £5.
5. 22 +y? — 2z — 4y = 0.

6. 5v2.

7. Em (a) a equagao nao representa circuferéncia. A equagao em (b) representa uma circunferéncia

de centro C' (—2,0) e raio R = /31.

8. Os vértices do triangulo sao A (23,9), B(11,—7) e C (—1,2) e o incentro do tridngulo é o ponto

1(10,0). A circunferéncia inscrita é governada pela equacao:

22 + 4% — 20z + 75 = 0.

9. Se M (x,y) representa o ponto médio da haste, entdo as extremidades sdo os pontos A (2z,0) e

B (0,2y), como ilustra a Figura (2.39).

A

¥

B(0,2y)

M(x,y)

v

A(2x,0) X

Figura 2.39: Exercicio 2.3(9)
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Assim:

30% = (22)% + (2y)* = 4 (2 + ¢?)

e daf resulta que z? + 32 = 225. Logo, o ponto médio M descreve um arco da circunferéncia

x? + 9% = 152

10. Centro C'(2,—1) e raio R = 3.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4
1. Equacao da pardbola.

(a) y? =12z, V(0,0).

(b) 22 = -8y, V(0,0).

(c) > =—-12(x—1), V(1,0).

d) (z+4)°=-4@y—2), V(-4,2).

(e) y? = —8(x —2), diretriz v = 4.

(f) (y+1)>=—4(x—4), Foco F(3,—-1), diretriz = 5.
(g) 22 +y? —2zy + 4z + 4y — 4 =0.

(h) y* — 6y — 122 — 15 = 0.

(i) 2% — 4z — 2y +10 = 0.

() y? — 6y — 4z +17=0.

2. O foco da parabola ¢ F (0,—4) e a diretriz é a reta [ : y = 4. A equagao da circunferéncia é
(x — 4)2 + (y + 1)2 = 25 e para concluir que esta circunferéncia é tangente & diretriz [, basta

observar que dist (C;1) = 5.

3. A pardbola (y — 1)? = 4.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.5
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1. Elipse

(a) x2/36 +y2/27 =1; A(£6,0), B(0++/27), C(0,0); e =1/2.

(b) Considerando os focos sobre a reta z = 3, temos:

+ 2 =1; A(B£+V12,0), F(3,£2), C(3,0) e e=1/2

(c) 22/25+42/16 = 1; F (£3,0), C(0,0); e = 3/5.
(d) 22/20 4 (y —yo)* /36 = 1.

(e) (x—2)%/25+ (y+1)%/16 = 1; A1 (7,—1), Ay (=3,-1), B1(2,3), By(2,-5), Fi(5,—1),
Fy(—-1,-1),C(2,-1); e=3/5.

(f) 422 + 4y® — 2y = 126.

2 2
2. x——i—yf:l; e:@.
9 49 7
3. y=x£Va?+?
4. 24+/3.
5. 84/5 m.
. (x—4)?  (y-3)
. Ael =1.
6 elipse 50 36
(x-2° (y—1)°
. =1.
7 100 * 25

8. Centro C (2, —3) e Focos F (24+/7,-3).

9. Os pontosA(5/\/§, \/7/78), B<—5/\/§, \/7/78>, C<—5/\f,—\/7/78> eA(5/f,—J7/§>.

10. Focos Fy (0,V/7) e Fy (0, —V/7); Centro C (0,0).

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.6

1. Hipérbole

2 2
(a) 9 1

<

=1;V(£3,0); C(0,0); e=5/3; y=+4z/3.

[«
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4(y+1)% 4(xz—2)>
(b) @25 s (””119) =L Vi(25)572(2,-3) C2 =15 e =5 y=—145(—2)/V1I9.

(y—3)° (z-2)7°
16 20

(d) y? —42? = 4; F(0,£5); C(0,0); e =+/5/2

=1; F1(2,-3); F»(2,9) C(2,3); y=3+(x—2)/5.

5. e=+/13/3, C(1,-2), F(1,-2+ /13) e assintotas: 3z +2y = —1 e 3x — 2y = T.

6. 13 ¢ 5.
922 9y?

7. 2 2 .y = 120
25 200 Y Vaz

8. Use a relacao V1 + tan? a = sec , lembrando que tana = b/a.

9. No caso k = 0, a equacdo 22 — y? = k representa os eixos Oz e Oy.

yA
\ k<0

k>0

/%

=y

72\

k<0
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10. Assintotas z =1ey = 2.

S-S
~d

I\Kb-
Assintota

..................... oo Assintota
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CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL &\\ 3. FUNCOES REAIS

3.1 Introducao

O conceito de funcao surge naturalmente em conexao com equagoes algébricas, tais como:

3

y=3zx—4, y=+vaz2—-1, y=cos(x+3), y:m2$_4, (3.1)

onde vemos x e y nao como numeros fixos, mas, varidveis relacionadas. A cada possivel valor atribuido
a varidvel z corresponde um valor determinado da varidvel y. Por esta razdo, x denomina-se varidvel
independente enquanto y recebe o nome de varidvel dependente e frequentemente dizemos que y é uma
funcgao de z.

Ao contrério do que ocorreu nos exemplos (3.1), em que o valor de y como funcao de z foi dado
por uma tunica expressao analitica, em muitos casos a regra que a cada x faz corresponder um unico y
vem dada por vérias expressoes, como nos exemplos abaixo. No ponto de transicao, isto é, no ponto em
torno do qual hd mudanca na expressao que define y, o comportamento do y deve ser feito de forma
lateral por meio de um limite a direita e um limite a esquerda nesse ponto.

Geralmente se anota y = f(z), y = g(z), y = h(z), etc. para indicar que y é¢ uma fungao de x. Neste
contexto, f(a) representa o valor de y, correspondente ao valor z = a, o qual é calculado substituindo

x por a na expressio de f(x) que define y como funcio de x. Por exemplo, se y = f(z) = 22 — 4, entdo:

f(0)=—4, f(2)=0, f(-1)=-3, f(10)=96, f(a)=a®>—4, f(1+h)=h*+2n-3, etc.

EXEMPLO 3.1.1 (Fungao definida por duas sentencas) Seja y = f (z) a fung¢do definida por:

z, se x>0
y:
—x+1, se = <O0.

Na Figura 3.1 ilustramos o grdfico da func¢io e analisamos seu comportamento préximo do ponto de
transi¢cao x = 0. Observando o grifico, vemos que o valor de y correspondente a x = 0 é calculado

substituindo x por 0 na expressao y = x e temos f (0) = 0.
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ylk

v

Figura 3.1: Funcao do Exemplo 3.1.1

Quando x — 0%, a varidvel y aprozima-se de zero. Por outro lado, quando x — 0, entdo y aprozima-se
de 1. Em simbolos, escrevemos:
(i) lim f(z)=0 e (i) lim f(z)=1.
z—07t z—0~
EXEMPLO 3.1.2 (Funcgao definida por trés sentengas) Suponhamos que y = f (x) seja a fungdo

de x, obedecendo & sequinte regra:

1)z, se x>0
y=1| 22, se x<-1
x, se —1l<x<0
onde vemos dois pontos de transicio: x =0 e x = —1, como mostra a Figura 3.2. Ao calcular o valor
de y = f(x), para um determinado x, devemos observar em qual intervalo se encontra tal x e usar a
sentenga correspondente de f(xz). O mesmo cuidado se deve ter ao analisar um limite lateral num ponto
x = a. Por observagao do grifico, além dos valores:  f(0)=0, f(2)=1/2 e f(=1)=1, temos:

) xlir;l+f(m):1/2 e lim f(z)=1/2 (ii) lim f(z) =4oc0 e lim f(z)=0.

T—2~ z—0t z—0~

(iii) lm f(z)=-1 e lim f(z)=1 (iv) lim f(z)=0 e lim f(z)=+o0.

r——11 T——1" T—+00 T——00

Um fato que nos parece dbvio é que num ponto onde os limites laterais sio distintos ha um salto ("jump")

no grdfico da func¢do. Veja no grifico o que ocorre nos pontos x = —1 e x = 0.
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172

v

e}

Figura 3.2: Func¢ao do Exemplo 3.1.2

3.1.1 Dominio & Imagem

E oportuno ressaltar que uma funcio y = f(z) ndo é caracterizada apenas pela regra que a cada =
faz corresponder um unico valor de y; deve-se deixar claro o conjunto no qual a varidvel x pode variar,
de modo que a expressao que define f(z) tenha sentido, isto é, que f(z) seja um nimero real. Um tal
conjunto denomina-se dominio da funcao f e quando nos referimos apenas a regra que define a fungao,

entendemos que o dominio é o maior conjunto de valores da varidvel independente x, para os quais a

regra faz sentido. Por exemplo, a funcao y = ¢ 5 tem para dominio o conjunto D(f) = {x € R: x # 2}

ou, com a notacgao de intervalos, D(f) = (—00,2) U (2, +00).

Dessa forma, uma notagao precisa para a funcao y = f(x) é:

f:D(f) =R, z—y=f(z)

onde se destaca o dominio D(f) (o conjunto de saida), o contradominio R (o conjunto de chegada) e a
regra y = f(z).

Na Figura 3.3 ilustramos graficamente a agao de uma funcao f, onde destacamos o dominio D(f) e
uma parte fundamental do contradominio R, conhecida por conjunto imagem, ou simplesmente imagem,

da funcgao f, representada por Z(f) e definida por:

I(f) ={y e R:y = f(z), z € D(f)}.

A imagem de uma funcdo f nada mais é do que o conjunto de todos os valores f(z), com x € D(f).
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DO\ S )
.__: ..................... _./_}. \
X ‘ y ;

Figura 3.3: Dominio & Imagem

O dominio e a imagem de uma fungao sao subconjuntos de R e as imagens estao localizados no eixo Oy.
Com respeito a uma fungao f : D(f) — R ressaltamos os seguintes fatos:
(i) A cada = do dominio D(f) corresponde um tnico y na imagem Z(f), tal que y = f(z). Uma reta

vertical nao pode tocar o grafico de f em mais de um ponto.
(ii) Um mesmo y na imagem pode estar associado a mais de um valor (pré-imagem) z, do dominio.

(iii) Do ponto de vista gréfico, um ponto (ntimero real) b estd na imagem de uma fun¢do f quando a

reta horizontal y = b tocar o gréfico de f ao menos uma vez.
(iv) Se a equagdo b = f(x) tiver alguma solucao = = a, entao b estd na imagem e a é pré-imagem de b.

(v) Um ponto A(a,b) jaz no grafico de uma fungao y = f(z) se, e somente se, a € D(f) e b = f(a).
Assim, o gréfico de f é o subconjunto G(f) do plano zy, dado por:

G(f)={(a,b) eRxR:ac D(f) e b=f(a)} |

Na Figura 3.4 abaixo ilustramos um ponto A(a, f(a)) sobre o gréafico da funcao y = f(x).

/_2‘ Aaf@))
l

fa)

¥y =fx)

Figura 3.4: Ponto do Gréfico
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EXEMPLO 3.1.3 Consideremos a funcao y = f(z), definida pela regra:
y=[f(z)=v1-a2

Notamos que y > 0, Yz, e que x? + y2 =1 e, portanto, o grifico da fun¢ao f é a parte superior (acima

do eizo Ox) da circunferéncia de centro O(0,0) e raio R =1, como ilustrado na Figura 3.5.

Figura 3.5: Grafico de y = V1 — 2.

(i) O dominio de f: x€D(f)<1—-22>0s —1<x<1. Assim, D(f) = [-1,1].
(ii) Se b > 1, entdao a equagio b= f (x) nao tem solugdo, ja que:
b=V1-22etP=1-2c2?=1-0 <0,
E claro que se b < 0, a equacio b = /1 — 22 também ndo tem solucdo!

(iii) A imagem de f é o intervalo Z (f) = [0,1]. Os pontos y = 0 e y = 1 tém pré-imagem x = 0 e

r = +1, respectivamente.

EXEMPLO 3.1.4 Vamos encontrar o dominio da fun¢io y = f(x), definida por:

r—3
v (x—5)Va2 —4

Solugao: Na identificacdo do dominio, hd duas restricoes a analisar.

(i) Na raiz quadrada o radicando nio pode ser negativo: x? —4 > 0.

(ii) Na fracdo o denominador nao pode ser zero: (x —5)Va? —4 #0.
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Assim, devemos ter x #5 e x2 —4 > 0 e, portanto:
D(f)y={zeR:ax< —20uz>2ex # 5}

O dominio estd ilustrado na Figura 3.6 abaixo:

Figura 3.6: D (f) do Exemplo 3.1.4.

e sobre o gréfico da funcdo f ressaltamos que ele toca o eixo Oz no ponto A(3,0), mas, nao toca o eixo

Oy, ja que em = = 0 a fungao nao estd definidal

> ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1

1. Dé o dominio e esboce o grifico de cada uma das funcgoes abaixo.

(@) (@)= 30 (b) g (@) = 2 (©) hix) =~ +1
Wi@=ta+]  ©s@-ke 0 g@) =l -1
T, Se T T, Se T - $2— x
@h@=| " T wne = T e = 2]
3,se x> 2 —z+1,sex>—1 x
O f@=le+o+1 () h@ =] ) ) = o +2)
(m) £ (z) = 2 (0) g a) = 2= (0) g(a) = ==
T z—1 z+1

2. Considere a funcao f : R — R, definida por f () = |z — 1| + |z — 2|. Mostre que:

—2rx+3,sex <1
f@)=|1sel<z<?2

20 —3,sex > 2

e esboce o grifico de f.

3. Determine o dominio das fungoes indicadas abaixo.
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10.

. Determine o dominio da funcao f (z) = 4/4 — '

(a)f(x):xil (b)y:%f_1 () s(t) =Vt -1 (d)yzxi2
z+1 z—1 z
(¢) h(x) = Va+2 O =2— @re) =\ W=
Do) =V y=vEl-m) 0 f@=y{0 0=
o= wy=gY y=vi@  (p)y=v52?

@y=vz—1+v3—2z @y=+yvV1-vz ()y=vz—-v5-2z {)y=+z—z

. Uma pequena industria fabrica termoémetros e estima que o lucro semanal, em reais, pela fabricagao

e venda de x unidades/semana é de R (z) = (—0.001) 2% + 8z — 5000. Qual o lucro da empresa
em uma semana que foram fabricados 1.000 termometros?

3— 2z
24+ x

. Considere a fungao f definida em [—3, 2] por f (z) = ‘3}3 — 222 4 3x — 4}. Determine dois nimeros

reais m e M tais que m < f(x) < M, seja qual for o valor de = no intervalo [—3, 2] .

Considere a funcdo f : R — R definida por f (z) = 22 + 42 + 5.

(a) Verifique que f (z) = (z +2)® + 1.
(b) Esboce o grafico de f.
(c) Calcule o menor valor de f (x) e para qual x esse valor é assumido.

1

. Verifique que V1 + 22 — || = ————— e, entdo, conclua que a medida que z cresce, o valor

|z| + V1 + z?
da diferenga v/1 + 22 — |z| aproxima-se de zero.

. Sejay = f (x) a funcdo dada a partir da equacio 22 + y? = 4, para y > 0.

(a) Determine uma férmula que defina explicitamente y como fungao de x.
(b) Determine o dominio de f.

(c) Esboce o grafico de f.

Uma caixa retangular sem tampa, com volume de 2m?2, tem uma base quadrada. Expresse a drea

S da superficie da caixa como uma funcdo do comprimento x de um lado da base.
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11. A medida que o ar seco move-se para cima, ele se expande e esfria. Sabendo-se que a temperatura
do solo é de 20°C' e que a temperatura a 1km de altura ¢ de 10°C, expresse a temperatuta 7', em
0C, como uma varigvel dependente da altura h, medida em km, supondo que um modelo baseado

em uma funcao afim seja apropriado. Qual a temperatura a uma altura de 2, 5km?

12. Suponha que a figura abaixo representa graficamente uma fungao y = f (z).

(a) Determine f(—1).
] VA
b) E correta a estimativa 2 < f(2) < 37 /\

c) Para quais valores de = tem-se f(x) =27

L1
[~

=Y

(
(
(d) Para quantos valores de = tem-se f(z) = 07
(e) Qual o dominio de f7

(f)

f) Qual a imagem de f 7 U/

13. Considere as fungoes f e g, cujos gréficos sao representados na figura abaixo.
(a) Obtenha os valores de f(—4) e ¢g(3).

b) Para quais valores de z, f(z) = g(x)?

c) Estabelega o dominio e a imagem de f. /

e

(

(

(d) Estabeleca o dominio e a imagem de g. 4 N
(e) Para quantos valores de z, f(z) = 07 . /’ \
(

)
f)

Para quantos valores de z, g(z) = 07 7

3.2 Funcgoes Elementares

A seguir apresentaremos as primeiras func¢oes elementares do Célculo e a partir delas construiremos
novas fungoes, por meio de operagoes algébricas e composicoes.

» FUNGAO AFIM Por Func¢do Afim entendemos qualquer funcao f : R — R que a cada x associa o



MODULO 3 FUNCOES REAIS 87

valor y = ax + b, sendo a e b constantes. O grifico de uma fungao afim é a reta r descrita pela equagao

-

com declividade m = a e que passa no ponto A(0,b). Veja a ilustragao grafica nas Figuras 3.7 e 3.8.

y‘l yll
b
v r
0 X 0 "

Figura 3.7: Funcao Afim y = ax + b Figura 3.8: Fungao Linear y = ax

No caso em que b = 0 a fungao afim assume a forma y = ax e recebe o nome de Fun¢do Linear, que
tem a particularidade do gréfico passar pela origem. Uma funcao afim tem dominio e imagem iguais a R.
O termo afim provém do latim affine e significa semelhanca; a denominacgao fun¢do afim é decorrente

da semelhaga do seu gréfco com o da fungao linear (ambos sao linhas retas).

> FUNGAO QUADRATICA K qualquer fungio f : R — R, definida por um trinémio do segundo grau:

y = f(x) =az®+bxr+c, a0, (3.3)

cujo grafico é uma pardbola e a imagem varia de acordo com os coeficientes. Por exemplo, a imagem

da fungdo y = f(x) = 22 é o intervalo [0, +00), enquanto a funcio definida pela regra

y=g(x)=1-2"

tem para imagem o intervalo (—oo, 1], como ilustram as Figuras 3.9 e 3.10.

> FUNGAO POLINOMIAL E qualquer fungio f: R — R, definida por um polinémio:

‘ f({E) =ap2" +ap_1+---+arz+ ag (3.4)
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A4
7-

v

) 1(g) X
0
Figura 3.9: Funcio y = 2 Figura 3.10: Funcdo y = 1 — z?
com coeficientes constantes ag, ai,...,a, € N0 caso em que a, 7 0 o polindmio diz-se de grau n. Além

das fungoes constantes f(x) = k, Vx, também sdo polinomiais as fungoes afins (3.2), as quadraticas

(3.3) e as funcdes f(x) = +x3, que aparecem com bastante frequéncia. Veja as Figuras 3.11 e 3.12.

A y A y
1 ) .
: 1 X -1 I X
1 i | I— \
Figura 3.11: Funcgao y = 23 Figura 3.12: Fungdo y = —a

» FUNGCAO RACIONAL Por Fung¢do Racional entendemos aquela cuja regra é dada como quociente
de dois polindmios. Em se tratando de um quociente, o denominador nao pode ser zero e se a fungao

racional é dada por:

flz) = (3.5)
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sendo p(x) e g(x) dois polinémios, entdo D(f) = {z € R : ¢(x) # 0}. As equagodes (2.38) que representam

hipérboles equildteras, sao exemplos de fungoes racionais. Neste caso, temos:

_ar+b
cx+d
com dominio D(f) = {z € R: x # —d/c}.
» FUNCAO MODULAR Com as funcoes lineares y = x e y = —z construfmos a Func¢ao Modular:
‘f:R—HR, :cn—>y:\x|‘ (3.6)
Decorre da definigao de médulo que f(x) = z, se © > 0 e para x < 0, temos f(z) = —x. Sendo

|x| > 0, Vz, resulta que a imagem da fungao f ¢ dada por Z(f) = [0,= o0), veja a Figura 3.13.

yA

v

Figura 3.13: Funcao Modular y = |z|.

> FUNGCAO RAIZ QUADRADA Ao resolver a equagao y? = x para explicitar a varigvel y como fungao
de x, obtemos as equagdes y = +1/x, x > 0, que produzem duas fun¢oes definidas no intervalo [0, +00),
quais sejam:

y=+vr e y=—vx, x>0.

No caso em que x < 0, podemos definir as funcgoes:
y=+v—-xr e y=——u.

Nas Figuras 3.14 e 3.15 ilustramos as quatro funcoes de z, definidas a partir da equacio z = +y2.
Combinando essas fungoes elementares, podemos construir novas funcoes e representd-las grafica-

mente. Vejamos alguns exemplos.
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Figura 3.14: y = +y/z, x > 0. Figura 3.15: y = +v/—z, z <0.

EXEMPLO 3.2.1 A fun¢do f(z) = 14 (x —2)? estd definida para todo =, de modo que D(f) = R. Seu

3

grifico é obtido por simples translagao do grifico de y = x°, considerando T =x—2 e 3y =1y — 1.

Abaizo ilustramos os grificos antes e depois da translacdo.

Figura 3.16: Funcao y = 1+ (z — 2)>.

EXEMPLO 3.2.2 Deize y = f(x) ser a func¢ao definida em R pela regra y = |x — 1| — 1. Aqui usaremos

a translacio T =x —1 e y =1y + 1 para esbocar o grifico de f.
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yA

y:|_X| V4 y=pk-1]-1

'

I

1 » :
O . i / .
: VAT
-1 1 X SN N VS I

-1 !

I

Antes Depois

Figura 3.17: Fungao y = |z — 1| — 1.

EXEMPLO 3.2.3 Esbocar o grifico e identificar a imagem da fungao y = f(x), definida pela regra:

e —1], se 0<a<2

vV—zx, se —1<z<0.

Solugao: Com o gréfico visualizamos todo o comportamento da fungao; note que ela estd definida em
todo z real, de modo que D(f) =R. A imagem da fungao é o intervalo fechado Z(f) = [0,1] U {2} e os

limites laterais de f nos pontos 0 e 2 sdo determinados a partir da leitura do grafico.

v

Figura 3.18: Funcao do Exemplo 3.2.3

() lim f(z)=1 (i) lim f(z)=0 (i) lim f(z) =2 (iv) lim f(z)=1.

T—2~
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OBSERVACAO 3.2.4 (Sobre os limites laterais de uma fung¢ao) Dada uma funcio y = f(x)

definida em um intervalo I da reta R, exceto, possivelmente, no ponto x = a interior ao intervalo

1, ao escrever lim+ f(x) = L entendemos que os valores f(x) estao arbtitrariamente prézimos do
r—a

numero L, para x maior e arbbitrariamente prérimo do niumero a. Esse limite lateral o direita no ponto

a também é representado por f (a™) e temos:

f(a*) = lim f(z) = lim f (x).
Tr>a

De forma similar, T — a~ significa que a varidvel x aproxima-se arbibitrariamente de a, com valores

menores do que a € anota-se:

f(a7) = lm f(2)=limf ().
r<a

EXEMPLO 3.2.5 (O grafico de y = |f (x)|) Apds esbocar o grifico da funcao y = f(x) analisamos
o sinal da func¢ao f e a parte do grifico abaizo do eixo Oz (isto ocorre no intervalo onde f < 0) serd
rebatida (ou refletida) para cima; a parte do grifico acima do eixo Ox nao sofre altera¢ao. Desta forma,

obtemos o grifico da funcao |f|. Este artificio estd embasado no conceito de mddulo:
f(z), se f(z)=0
—f(l’), se f(.’E) <0.

Recorde-se que ao trocar o sinal da coordenada y do ponto P(xz,y), este é refletido em torno do eixo

|f(@)] =

Oz. Na Figura 3.19 ilustramos os grdficos das funcgées y = x> — 2 e y = |z — 2|, onde notamos que a

funcdo y = 2% — 2 € negativa no intervalo V2 < x < /2.

3.3 Classificando Funcgoes Reais

» PARIDADE Uma funcao f, definida em um intervalo simétrico [—a, a], denomina-se fun¢do par se
nesse intervalo satisfaz a relagdo f () = f(—=x). Se f (z) = —f (—z), para todo x no intervalo [—a, a],
entao f é denominada funcdo impar. Graficamente, uma fungao ser par significa que seu gréfico é
simétrico em relagao ao eixo Oy, enquanto uma funcao fmpar tem seu gréfico simétrico em relagao a

origem. Por exemplo, as fungoes fi (z) = 22 e fo (z) = |z| sdo fungdes pares, j& que:

h(ma)= (e =2>=fi(2) e fo(-2)=|-a|=l|z|= f2(2),
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y=xt-2 y=k2-2|

v

IRYA R -2 a2 x

) Depois

Figura 3.19: Gréfico de y = }3:2 — 2| .

3

e as fungoes g1 (z) = x e g2 () = x° sdo fungdes impares, porque:

gi(-2)=—r=-g() ¢ g(-a)=(-2)"=-2"=—gp@).

Veja nas Figuras 3.9 e 3.13 a simetria, em relacio ao eixo Oy, dos grificos de y = 22 e y = |z, enquanto
na Figura 3.11 notamos a simetria, em relacdo & origem, do gréfico da funcio y = 3. E oportuno

ressaltar que toda funcao fmpar passa necessariamente pela origem, tendo em vista que:

f(0)=—f(=0)=—f(0) & f(0)=0.

» MONOTONIA Com relagao ao crescimento, as funcoes reais se classificam em: crescente, decres-
cente, nao crescente ou nao decrecente. Em qualquer desses casos, a funcao recebe a denominagao de
Fun¢do Mondtona. Temos:

(a) Uma funcdo f é crescente em um intervalo I, se f(x1) < f(z2), sempre que x1, zo € I, com

x1 < xg. Se f(x1) < f(x2), para 1 < x9, entdo f é dita nao-decrescente em 1.

(b) Uma fungdo f é decrescente em um intervalo I, se dados x1, x9 € I, com x; < z2, tem-se

f(xz1) > f(z2). Se f(x1) > f(x2), para x1 < x9, entdo f é dita ndo-crescente em 1.

Nas Figuras 3.20 e 3.21 ilustramos graficamente, de forma genérica, uma funcao crescente y = f (z) e
outra decrescente y = g (z) .

» LIMITAGAO Uma funcao f : D — R denomina-se limitada inferiormente quando existir uma
constante m, tal que

m < f(z), paratodo z no dominio D. (3.7)
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Ty  y=f) y=gtx) 1V

! }

1
Y2

X1 X2 X X
/ Y2

X1 <Xy 2>y <) X1 <Xz = Y1 >)2

v
v

Figura 3.20: Funcao Crescente Figura 3.21: Funcao Decrescente

Uma tal constante m denomina-se Cota Inferior de f. Quando existir uma constante M, tal que
f(z) < M, paratodo xz no dominio D, (3.8)

diremos que a funcao f é limitada superiormente e cada constante M que satisfaz (3.8) leva o nome
de Cota Superior de f. Diremos que f é limitada quando o for superior e inferiormente. Neste caso

existird uma constante C > 0, tal que:
If (z)| <C, VxeD. (3.9)

EXEMPLO 3.3.1 A funcgdio f(z) = |z|, =z €R, é limitada apenas inferiormente e m =0 é uma cota
inferior de f, ja que f(x) = |x| > 0, V . Se considerarmos a mesma fun¢ao f (x) = |z| no dominio

—1 < x <2, ela passa a ser, também, limitada superiormente. Neste caso temos:
0<|z| <2, —-1<z<2,
e qualquer constante C' > 2 atende & desigualdade (3.9).

» BIJETIVIDADE Vimos em alguns exemplos que uma dada funcao pode assumir o mesmo valor em
dois ou mais pontos distintos do seu dominio; em outros vimos que um ou mais pontos do contradominio
ndo tem pré-imagem. Por exemplo, a funcio f (x) = 22 é tal que f(—1) = f (1) = 1, ou seja, os pontos

distintos z1 = 1 e 3 = —1 tém a mesma imagem e, se y < 0, ndo existe z, tal que f (z) = y.

(I) Uma fungéo f : D — R é Injetiva (ou Injetora) quando pontos distintos possuirem imagens distintas.

Em sifmbolos, temos:

z#a2' = f(x) # f(a'), =2’ €D.
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Do ponto de vista grafico, reconhecer uma funcao injetiva é uma tarefa bem simples. Ela serd

injetiva quando qualquer reta horizontal (y = b) que tocar seu grafico o faz em um tnico ponto!

(IT) Uma fungao f : D — Z (f), cujo contradominio coincide com sua imagem, recebe a denominagao

de Sobrejetiva (ou Sobrejetora).

(ITII) Leva o nome de Bijetiva (ou Bijetora) qualquer funcao f : D — Z (f) que é, ao mesmo tempo,

injetiva e sobrejetiva.

EXEMPLO 3.3.2 A funcio f : R — R, definida por y = f(z) = x? ndo é injetora, porque o0s pontos
simétricos x e —x tém mesma imagem; também nao é sobrejetora, porque Z(f) = [0,400) nao é igual

ao contradominio. E possivel tornd-la bijetiva? Sim, e o processo consiste em duas etapas.

(i) Restringimos o contradominio até tornd-lo igual Z(f), descartando todos os pontos do contradominio

sem pré-imagem. Se b= f(a), entao b é imagem de a ou a é pré-imagem de b.

(ii) Restringimos o dominio até tornd-la injetora, eliminando os pontos com mesma imagem, deizando

apenas um representante x para cada imagem y.

Procedendo desta forma, chegamos & funcgao bijetiva fi : [0,4+00) — [0,400), definida pela mesma
regra fi(x) = x%. Ela também se tornaria bijetiva se considerdssemos o dominio (—00,0] e o con-
tradominio [0,+00). Neste caso, teriamos a fungdo fo : (—o0,0] — [0,+00), definida por fo(x) = x2.

As fungoes f1 e fo, embora definidas pela mesma regra, sao distintas, porque tém dominios diferentes.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3
1. Em cada caso, verifique se a fungdo é par ou impar.
(a) f(z)=2 (b)g(x)=2 (c)h(z)=2z—2* (d) k(z)=1-2a" (e) f(x)=|z].

2. Dada uma funcéo f, definida em um intervalo [—a, a], mostre que g (z) = 3 [f (z)+ f (—2) | ¢ uma
funcdo par e que h(z) = 3 [f (z) — f (—z) ] é uma funcdo fmpar. Note que f = g+ h ¢ a soma de

uma fung¢ao par com uma fungao fmpar.

3. Estabeleca as seguintes regras sobre funcoes pares e fmpares:
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(a) Se f e g sdo fungdes pares, entdo f + g e f - g sdo fungdes pares.
(b) Se f e g s@o fungoes impares, entdo f + g é impar e f - g & par.

(c) Se f & uma fungao par e g é uma fungao fmpar, entdo f - g é impar.

4. As fungoes f: D (f) = Reg: D (g9) — R sao iguais quando possuirem o mesmo dominio, isto &,

D (f) =D/ g) e, além disso, f (z) = g(z), Vz.Em cada caso, decida se f e g sao iguais ou nao.

(8) f(@)=vava—1 e g(x)=Va—u.

(b) f(z)=22 e g(z)=|zf.
2 =1
(c) f(2)= e gx)=z+1.

r—1

@) f@)=2z e g(z)= Va2

5. Determine a fungao quadrética f (x) = ax?®+bx+c que satisfaz f (0) =5, f(—1)=10e f (1) = 6.

2

6. Verifique onde a funcdo f(x) = x* é crescente e onde ela é decrescente. Idem para a funcao

g(@)=la—1]+2
7. Mostre que a fun¢ao afim f (x) = ax + b é crescente, se a > 0, e decrescente, se a < 0.

8. Com relagao ao grafico apresentado no Exercicio 12 da secao 3.1, identifique o conjunto no qual

f é uma funcao crescente.

9. Construa uma fungao f : R — R limitada apenas inferiormente e uma fungao g : (—1,1) — R néo

limitada nem superior nem inferiormente.

10. Construa os gréficos das seguintes fungoes e determine uma constante C' > 0, tal que |g (z)] < C

no dominio sugerido.

(a) g(x) = |*

, —1<2<2 (b)g(o)=1/a], J2| 22 (c) g(2) =[a® -1

, —3<x < 2.
11. Esboce o gréfico da funcao y = f (z) e determine, caso exista, cota superior ou inferior.

(@) y=lz| -1 b)y=|lz]-1] (y=lz+1]—]|z] (d)y=|22%-8]|.
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3.4 Operacoes com Funcgoes Reais

3.4.1 Operagoes Algébricas

Consideremos duas fungées reais f,g : D — R definidas no mesmo dominio D C R. As operagoes
algébricas: soma, produto e quociente entre f e g sao efetuadas ponto a ponto.

» SOMA A soma de f com g é a fungdo f + ¢ : D — R, definida pela regra:

(f+9)(z) = f(z)+g(z), xzeD.

» PRODUTO O produto da funcao f pela funcao g ¢ a funcao f-¢: D — R, definida por:

(f-9)(z)=f(z) g(z), xe€D.

No caso em que f é a fungao constante, digamos, f(x) =k, Vz, temos (k- g)(z) = k- g(z), v € D.

» QUOCIENTE O quociente f/g, de f por g, é definida no dominio D' = {x € D : g (z) # 0} por:

@y
(o) @)= 23, weD.

As operagoes soma e produto de funcbes herdam as propriedades algébricas do conjunto R dos

ndmeros reais.

(i) Comutativa: f4+g=g+f e f-g=g-Ff.
(ii) Associativa: (f+g)+h=f+(g+h) e (f-9)-h=f-(g9-h).

(iii) Elemento Neutro da Soma: f+ 0 = f. A funcdo constante de valor zero em cada x do dominio

D ¢ a fung¢do nula, representada por 0. Temos:
(f+0)(z)=f(z)+0(z)=f(z), zeD.

(iv) Existéncia do Simétrico: f + (—f) = 0. Dada uma funcao f, se definirmos a fun¢ao —f por

(—=f)(x)=—f(x), x €D, teremos:

f+EN] @) =f@) +(=f@)=f(2)- f(z)=0, YzeD.
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(vi) Distributiva: f-(g+h)=f-g+ f-h. De fato, dado = € D, temos:

[f(g+m)] (@) = f@) (g+h)(@)=[(2) [g()+h(@)]=Ff() g(@) +f(z) h)
= (f-9) @) +(-h)(2).

(vii) Elemento Neutro do Produto: f-1 = f. Representando por 1 a funcao constante e igual a 1 em

todo x, teremos:

(f-1)(x)=f(z)-1(z) = f(z), VazeD.

3.4.2 Composicao de Fungoes

Consideremos duas fungdes reais f : D(f) — Re f: D(g) — R e suponhamos que Z(f) C D(g), isto

é, a imagem de f estd contida no dominio de g, como ilustra a Figura 3.22.

D(f) D(g) R
y N 7 2 P
A Y[ N
( 'x. -_ —f ......... b= @ = s —— {/_ (»g-). z \‘
N | 4 = t /
@ w>
1 T
g i
h=geof

Figura 3.22: Fungdo Composta h = f o g.

A ilustragio sugere a fung@o h, sozinha, fazendo o papel de f e g, ao mesmo tempo. A fungéo h,
com mesmo dominio da fungao f, é a fun¢ao composta de g com f, é indicada por go f (lé-se g "bola"

f) e definida pela regra:

(@) = (g0 f)) = g(f(z)), zED(f). (3.10)

EXEMPLO 3.4.1 Sejam f(z) =2+ 2 e g(z) = 22 + 1, ambas definidas em R. Temos que Z(f) =R e
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Z(g) =[1,400) e as composi¢oes go f e f o g sao possiveis e dadas por:

(gof)(z) = gla+2)=(x+2)?+1=2a?+4z+5.
(fog)x) = f@?+1)=@*+1)+2=2a>+3

EXEMPLO 3.4.2 Sejam, agora, f(z) = 22 +1 e g(z) = Vo — 1, onde temos:
D(f)=R, D(g)=[,+00), I(f)=[,+00) e I(g)=10,400).

As duas composigoes go f e fog sio possiveis, tendo em vista que Z(f) C D(g) e Z(g) C D(f), e um

calculo direto nos dd:
(gof)@) = g(f(@)=g@®+1)=Va2=l|a| e
(fog)() = flg@)=fWe+) = z-1)>+1==z.

EXEMPLO 3.4.3 Dada a fungao f(x) = %,
T —
(go f)(x) =z, Va #£2.

x # 2, vamos encontrar uma fun¢io x = g(y), tal que

Solugao: Inicialmente, observamos que a imagem de f é o subconjunto Z(f) = {y e R:y # 1} e

T
resolvendo a equacao y = p— para explicitar a varidvel x em funcao de y, encontramos:
:L' —
2y
T=——"7 Y # 1.

2
Se considerarmos g(y) = 7y1’ teremos:

T
T —2

s =g(55) =n wr2

Notamos que D(g) = Z(f) e um calculo direto nos dé f(g(y)) =y, vy # 1.

3.4.3 Invertendo uma Funcao Real

Um problema interessante do cdlculo consiste em inverter uma fungao real y = f(z), isto é, encontrar,

caso exista, uma funcgao real x = g(y), tal que:

flew)=y e g(f(z))==2, com xz€D(f) e yeD(g).
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Além disso, é igualmente interessante saber como esbocar o grafico da funcédo g, a partir do gréafico da
fungdo f. Estas questoes serao discutidas nesta segao.
DEFINICAO 3.4.4 Uma funcao f : D — I é invertivel (ou tem inversa) quando existir uma fungdao
g:Z — D, tal que:

g(f(z)) =z e f(g(y) =y, z€D, yel

Neste caso, a funcio g ¢ dita inversa de f e frequentemente ¢é representada por f~1. A funcdo inversa
f~! nao deve ser confundida com o inverso multiplicativo x~=' de um nimero real nio nulo. Esse ultimo

¢ o nimero 1/x.

> CRITERIO DE INVERTIBILIDADE
Uma funcéo f : D — 7 é invertivel se, e somente se, for bijetora. A funcédo inversa g : D — 7 &
unica e é construida do modo seguinte: dado y em Z, definimos ¢(y) como sendo o dinico z, no conjunto

D, tal que y = f(x). A existéncia e unicidade de tal x sdo decorrentes do fato de ser f uma bijegao.

EXEMPLO 3.4.5 Como vimos no Exemplo 3.3.2,a funcio f : R — R, definida por y = f(z) = 2% ndo
¢ bijetora e, portanto, nao é invertivel. Considerando f1 : [0,+00) — [0,4+00), definida pela mesma
regra f1(z) = 2%, teremos uma bijecio, com inversa g1 : [0,400) — [0,400), dada por gi(y) = /Y.
Para chegarmos & expressao que define g, resolvemos a equacio y = 2%, x > 0, e obtemos x = VY- Se

considerdssemos a bije¢io fo (x) = 2?, x <0, a inversa seria g (y) = —\/3.

> SOBRE O GRAFICO DA INVERSA

A inversa de uma bijecdo f : D — Z é a bijecdo g : D — Z, com dominio Z e imagem D, tal que:

g(f(@) =z e f(9(y)) =v,

comz €D e yeZ. Em célculo de uma varidvel real é comum usar a mesma varidavel independente =z,
ou qualquer outra letra, tanto na fungao f quanto na inversa g e com esta convengao temos: f(g(z)) =«
e g(f(z)) =z

Para esbogar os graficos de f e da inversa g no mesmo sistema de coordenadas xOy, observamos
que um ponto A(a,b) jaz no grafico de f se, e somente se, o ponto B(b,a) jaz no gréfico da inversa g,
isto porque b = f(a) < a = g(b). Assim, os graficos de f e da inversa g sao simétricos em relagao a reta

y = x (1* bissetriz).
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EXEMPLO 3.4.6 Consideremos a func¢ao fi : [0, +00) — [0, +00) e sua inversa g : [0,+00) — [0, +00)
dadas no Exemplo 3.4.5 e vejamos os graficos. O ponto A(1,0) do eizo x é transformado, apds a reflexao,

no ponto B(0,1) do eizo y. Na Figura 3.23 ilustramos os grificos das fungoes f1 e gi.

Figura 3.23: Funcao Inversa

EXEMPLO 3.4.7 Na Figura 3.24 ilustramos os grificos de duas funcdes fi e fo e suas respectivas inver-

sas g1 e go. Fssas fungoes serdo apresentadas posteriormente e como parte do processo de treinamento,

responda as sequintes perguntas partir da leitura do grifico:

v

Figura 3.24: Funcao Inversa

(a) O grifico de f1 aprozima-se de alguma reta? E o grifico de fo? Uma tal reta é conhecida por "reta

assintota” e diremos que o grdifico aproxima-se assintoticamente desta reta.
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(b) g1 ou g2 tem assintota?
(c) Calcule os limites:  lim ga(x).
r—+00
(d) Qual o dominio de fo? E a imagem de g2 quem é?
(e) Como se comporta fo proximo de +mw/27

(f) Se convenceu da importincia do grdfico?

> ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4

1. Em cada caso, verifique que Im (f) C Dom (g) e determine a fun¢ao composta h = g o f.

rz+1
z—2
©) f@)=—vi e g(x)=vI-a.

@ f@)=—" e ga)="2F1

x—1

2. Determine a funcao f de modo que (go f) (z) =z, Vz € D(f), onde:

(a)g(w):x ,x>—1 (b)g(z) =222z, x> 1.

3. Considere f uma funcao par e seja h = g o f. Mostre que h é uma funcao par. E se f for uma

funcao fmpar, pode-se afirmar que h também o serd?

4. Classifique as fungoes abaixo quanto a limitagao.
(a) f(x)=2% (b) f(zx)=2% 0<2<2 (0)g(x)=a% —1<a<2 (d)f(x)=1/z z<0.

5. Considere a funcio f (z) = k/z, onde k é uma constante. E necessario impor alguma restricao a

constante k para que f seja invertivel? Quem & f~17?

6. Considere f : [1/2,+00) — [b, +00) definida por f (z) = 22 — 2 + 1. Qual o valor de b que torna

f invertivel? Quem é f~1? Esboce o grafico de f~1.
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1

1. As fungoes apresentadas em (a), (b), (c), (d), (e), (f), (g), (h), (j) e (1) tém para dominio o

conjunto R dos numeros reais. Por outro lado, temos:

(i) R—{l}eh(z)=o+1,sex#1.

(k) R—{-1/2}.
(m) R—{0}.
(n) R—{1}.

(o) R—{-1}eg(x)=x—1,se v # —1.
2. Considere as possibilidades:

e © <1,onde tem-se |t — 1|+ |z —2|=(—z+ 1)+ (—z+2) = -2z + 3.
e l<xz<2 ondetem-se |[x — 1|+ |z —2/=2x—14+(—2z+2)=1.

e ©>2 ondetem-se [x — 1|+ |z —2|=2x—-14+2—-2=2x—3.

Veja o grafico na figura abaixo.

>
2 x

3. Nas descrigdes abaixo, anotamos R — {a} para indicar o conjunto {x € R: z # a}.
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(a) R—{1} ou (—o00,1)U(1,+00) ou {ze€R:z#1}.
) R—{-1,1})={zcR:a# -lex#1}.

(c) (=00, ~1]U[l,400) = {z €R: z < —1ouz > 1},
(d) R— {2} ou (—o00,~2)U (=2, +00).

() [~2,400) = {z €R:z > —2}.

(f) R—={~1,0l ={z €R:az# —lex£0}.

(8) (~00,~1) U [1,+00).

(h) (=00, —3) U0, 4+00).

(i) R ou (—o0,+00).

() [0.2/3].

(k) (1/3,1/2].

(1) (=00, —2) U 3, +00).

(m) (=00, +00) =R.

(n) [-2,2].

(0) (=00, —1)U(—1,400) ={z Rz # —1}.

() {zeR:—\/52< 2 < /52 = [-\/5/2, /572,
(a) [1,3).

(r) 0,1].

(s) 0,5/2].

(t) [1,~+00) U{0}.
4. R$ 2.000,00.
5. D(f) = (00, —11/2] U [=5/6, +00).

6. No intervalo —3 < z < 2, temos

0 < |2® — 222 + 32 — 4| < |2’ +|22% — 32 + 4] < 27+ 31 = 58.
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7. Efetuar o completamento do quadrado.

(a) 22 +4z+5= (22 +4do+4)+1=(z+2)° +1
(b) Uma pardbola com vértice no ponto V' (—2,1)

(c) O menor valor de f é 1 e ocorre em z = —2.

8. Temos:

V1422 + |z 1
\/1+x2—$:<\/1+$2—x> = :
= = V1i+a?+ |z V1422 + |z

9. (a) y=v4—22 (b)[-2,2].

10. S (x) = 22 + 8/x.

11. T (h) = —=10h +20; T (2,5) = —5°C.
12. Leitura do gréfico.

(a) =4 (b)ndo (c)z=-3, x=1ex=3 (d) Para dois valores (e) [-3,3] (f) [-4,4].

13. Leitura do gréfico.

(c) Dom (f) =[-4,7/2] e Im(f)=[-4,2].
(@) Dom(g) = [-7/2,7/2] e Tm(g) = [-5/2,7/2].
(e) Dois valores.

(f) Dois valores.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

1. Recorde-se que uma fungao f definida em um intervalo simétrico serd par quando f () = f (—z), V z,

e serd impar quando f (—z) = —f(z), V z.

(a) impar (b) par (c) nem par nem impar (d) par (e) par.
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2.

3.

10.

11.

Mostre que g (z) = g (—z) e h(—z) = —h (z). Para concluir, observe que
f(z)=g(x)+h(z).
Mais uma vez tenha em mente os conceitos de funcao par e funcao fmpar.

(a) Dado que f e g sio fungdes pares, entio f (—z) = f (z) e g(—x) = g (x) e, assim,
[f+gl(—z)=f(=2)+g(—x)=f(z) +g(z)=[f+g](z).

(b) Se f e g sio fmpares, entiio o produto f - g & par. De fato,
[f-gl(=z) = f(=x)-g(—z) = [ (2)] - [-g (@) = [f - 9] (2) .

(c) Se f & par e g é impar, entdo o produto f - g é fmpar. De fato,

[f -9l (=2) = f(=2)-g(—2) = [ (2) - [-g (2)] = = [f - 9] () .

. As fungdes f e g sdo iguais apenas no caso (b).
. f(x) =322 — 22 + 5.

. As conclusdes podem ser deduzidas a partir da ilustragcdo grafica. A funcdo f é crescente no

intervalo [0, +00) e decrescente em (—o00,0]. A fungdo g cresce no intervalo [1, +00) e decresce em

(—o0,1].

Sea>0ex <z, entdo ar; + b < axe + b e a funcao afim é crescente.

. A funcao f é crescente no intervalo [0, 3].

. Existem vérias opgoes. Por exemplo, f (z) =|z| e g(x) = 1/z,se x € (=1,0) U (0,1) e g (0) = 0.

(a) lg (@) <8 (b) |g(x)] <1/2 (c) |g(z)[ <8.
Considere f (z) =1/z, x >0,e g: (—1,1) — R a fungao definida por:

1/z, sex#0
g(z) =
0, sex=0.

Observe que g (x) assume valores arbitrariamente grandes, quando x é positivo e préximo de zero,

e valores arbitrariamente pequenos, quando = é negativo e préximo de zero.
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ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4

1. (a) Im(f) =Dom (g) =1[0,+00) e h(z)=|z|.

_:1:2—|—4

=T

(¢) Im(f) = (—00,0) C Dom (g9) = (—00,2] e h(z)=+2+z, z>0.

(d) Im(f) =Dom(g) =R—-{1} e h(z)=-2z-1, =z#-1.

(b) Im (f) =[3,+o0) C Dom (g9) = R—{2} e h(x)

(a) f(x)= 22

C1l—zx

®) f(x)=1+V1+u

2. Se f é par, entao f(—x) = f (z) e, sendo assim,

Logo, h (x) é uma funcdo par. Podemos concluir que h é uma funcdo impar, se f e g o forem.

(a) Limitada inferiormente.
(b) Limitada.
(c) Limitada.

(d) Limitada Superiormente.

3.k#0 e fl=1f

4. b=3/4. A inversa é a funcdo g : [3/4,+00) — [1/2,400), definida por g (y) = 5 + \/y — 3/4.
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Aprendemos a determinar a reta tangente a uma circunferéncia, utilizando argumentos de geometria
elementar. A reta tangente a uma circunferéncia no ponto A é a reta que passa no ponto A e é ortogonal
ao raio por esse mesmo ponto. Essa reta tangente toca a circunferéncia apenas no ponto A. No caso de

uma curva qualquer 7, o que seria o raio? A reta tangente pode tocar a curva em mais de um ponto?

> UM PROBLEMA TIPICO DO CALCULO Scja A(a, f(a)) um ponto da curva v, identificada como o

grafico de uma funcao y = f(z). Como encontrar a equacao da reta tangente a curva -y, no ponto A?

Figura 4.1: Tlustragao das Retas Tangente e Normal.

Como ja temos o ponto de tangéncia A, resta-nos buscar a declividade mp da reta tangente. A reta
normal & curva 7y pelo ponto A é ortogonal a reta tangente nesse ponto, como ilustra a Figura 4.1, e se
mpy e myp sdo as respectivas declividades, entdo mp - my = —1. Dessa forma encontramos as equagoes
das retas tangente e normal, na forma simplificada:

reta tangente: y = f(a) + mr (z — a)

reta normal:  y= f(a)+my(z—a).

4.1 Declividade da Reta Tangente

Na Figura 4.2 ilustramos a reta tangente a uma curva 7, no ponto A(a, f(a)), e sobre a curva =y

consideramos um ponto B(b, f(b)), com b = a + Az, Az # 0. A medida que Az — 0, o ponto
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b= a+ Az — a, sobre o eixo z e, consequentemente, o ponto B desliza sobre a curva v em dire¢do ao
ponto de tangéncia A.

fla+Ax)
fla)

Figura 4.2: Declividade da Reta Tangente.

A declividade da reta que passa pelos pontos A e B é dada por myp =

YB —Ya . )
——, 1sto é:
IB — %A

fla+ Az) — f(a)
~ : (4.1)

e 4 medida que Az — 0 o ponto B aproxima-se do ponto A e é razoavel definir a declividade da reta

MAB =

tangente pelo valor limite, caso o limite exista, das declividades map, isto é:

A —
o = fim, FEEE 0 42

> ALGUNS COMENTARIOS.

(i) No caso em que o limite em (5.18) exista, &€ comum, por simplicidade, usar h no lugar do incremento

Ax, de modo que a declividade mr da reta tangente é calculada pelo limite:

mT:}LLI%f(a+h;3_f(a)'

(ii) Considerando que Az = x — a, a declividade m da reta tangente também pode ser calculada pelo
limite:

. f@ - f@
mr = lim .

r—a

Tr—a
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no caso do limite existir.
(iii) Em cédlculo, expressoes do tipo:

— §7 o’ 1%®, 0xo00o e 00— 00 (4.3)
00

nao tem significado real algum e recebem o nome, bem sugestivo, de "formas indeterminadas".

(iv) No quociente de Newton
fla+h) - f(a)
h )

a substituigao direta de h por 0 nos conduz a forma indeterminada 0/0. Antes da substitui¢ao de
h por 0, devemos simplificar o quociente de Newton, de modo que a substituicao do incremento A
por 0 nao produza uma forma indeterminada e assim teremos a resposta para o valor do limite,

caso o limite exista.

OBSERVACAO 4.1.1 (Existéncia do Limite) Sobre a existéncia do limite é oportuno ressaltar a im-

portdncia dos limites laterais.

Para que uma fung¢io y = f(x) tenha limite no ponto x = a é necessdario e suficiente que os limites

laterais f(a™t) e f(a™) existam e sejam iguais.

Dito isto, se os limites laterais do quociente de Newton, com h — 0T e h — 07, sdo distintos, entdo a

reta tangente no ponto A (a, f (a)) do grifico de f nao estd definida.
EXEMPLO 4.1.2 Encontrar a reta tangente e a reta normal & curva y = x2, no ponto A (1,1).

Solugao: O ponto de tangéncia ¢ A(1,1) e o quociente de Newton &, neste caso:

fA+h) —f1) _ (1+h)?-1% _ 2h+h?

= = 2 h.
h h h *
A declividade da reta tangente é, portanto:
1 —f
mT:limf( 1) f()zlirn(2—i—h):2
h—0 h h—0

e a reta normal tem declividade my = —1/2, j4 que my = —1/myp. Assim, temos:
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(i) Equagao da reta tangente: y=14+2(z—-1)< 2z —y—1=0.
(ii) Equacado da reta normal: y=14(-1/2)(z —1) <z +2y+1=0.

x
EXEMPLO 4.1.3 Encontrar a reta tangente ao grdifico da funcao y = no ponto A(2,1).

2z — 3’
—1
Solugao: Como y = f(x) = 2.%' 3 Segue que f(2) =1 e o quociente de Newton, neste caso, vem
Qolugao: T _
dado por:
J@4m—f@) _1[@4+M-1 ] 1/ h+l N _ 1 h+1-2h-1) 1
h  h|202+h) -3 - h\2h+1 h 2h +1  2h+1

e a declividade da reta tangente é:

li 1 1
mp = lim =—1.
T io\2h+1

A reta tangente é descrita pela equagao: y =1+ (—1)(z — 2), isto é, x + y = 3 e para o esbogo do

grifico, é aconselhdvel expressar a funcao sob a forma padrao:
1 1/4

2 e =32

Na Figura 4.3 ilustramos a situagao gréfica.

Y1t !

Figura 4.3: Ilustragao do Exemplo 4.1.3

4.1.1 Limite x Continuidade

Recordemos que uma funcao f tem limite no ponto x = a, se os limites laterais de f neste ponto

forem iguais. O valor comum L dos limites laterais é o limite da fungdo f no ponto a e anotamos:

lim f(z) = L.

r—a
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E oportuno ressaltar que o cdlculo do limite de uma funcéo f em um ponto a pode ser investigado,
mesmo que a funcdo f nao esteja definida neste ponto. E necessério, contudo, que ela esteja definida
nas proximidades do ponto a, isto é, em um intervalo contendo a no seu interior, exceto, possivelmente,
no ponto a.

EXEMPLO 4.1.4 O dominio e a tmagem da funcdo f: D — R, definida por:

Ve, se 0<z<2
1, se -2<zx<0

z+3, se —4<zx<-=-2

sdo, respectivamente, D = [—4,0)U(0,4+00) e T = [~1,v/2]. O ponto x = 0 néo faz parte do dominio de
f, mas, com a ajuda do grifico de f ilustrado na Figura 4.4, investigamos como se comporta a fungdo

préximo da origem.

v

Figura 4.4: Funcao do Exemplo 4.1.4

Observando o grifico, deduzimos que:

(1) Os limites laterais de f, a esquerda e a direita, em © = —2 sao iguais a 1 e, portanto, lim2 =1.
T——
(i) No ponto x = 0 a fungdo nao estd definida, mas, os limites laterais existem e sio distintos:

lil%l+ f(x)=0 e li%l_ f(x)=1. A fungio f nao tem limite no ponto x = 0.

(iii) No ponto x = 2 a fun¢do nao tem limite. Nesse ponto, o limite lateral & direita é igual a 1,

enquanto o limite lateral & esquerda é igual a /2.
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DEFINIGCAO 4.1.5 Uma fungio y = f(x) é continua no ponto x = a quando as sequintes condigoes

forem wverificadas:
(a) O ponto a pertence ao dominio de f, isto é, o valor f (a) estd definido.

(b) f tem limite no ponto x =a e lim f(z)= f(a).

r—a
EXEMPLO 4.1.6 A funcdo polinomial f (x) = Az + Bx? + Cz + D é continua em qualquer ponto do

eixo real. De fato, neste caso o limite é calculado por substituicdo direta de x por a e temos:

lim f (z) = lim (A2’ + Ba* + Cz + D) = Ad® + Ba® + Ca+ D = f (a).

r—a r—a

(aqui usamos propriedades do limite que serao estabelecidas na Segdo 4.2.)

EXEMPLO 4.1.7 Analisemos a continuidade da funcdo f : D — R, definida por:

v—z, se —1<z<0
1, se z>1 e x#2

22, se 0<z<l1

2, se x=2.

A partir do grifico ilustrado na Figura 4.5, vemos que:
(1) O dominio de f é o conjunto D = [—1,1) U (1,+00) e a imagem é T = [0,1] U {2}.
(ii) f é descontinua (ndo continua) em x =1, porque f nao estd definida nesse ponto, isto é, 1 ¢ D.

(iii) Embora f esteja definida e tenha limite no ponto x = 2, ela é descontinua nesse ponto porque,
lim f(2) = 1# f(2).

(iv) Nos demais pontos do seu dominio f é continua.

OBSERVACAO 4.1.8 (Continuidade das Fungoes Elementares) Nao parece 6bvio, embora seja ver-
dadeiro, que todas as fungoes elementares do cdlculo sao continuas em seus respectivos dominios; também
¢é continua a composi¢ao de fungéoes continuas. A fungio f(x) = Va2 + 1 pode ser vista como com-
posicio das funcées continuas: t — /t, t > 0, e x — 2% + 1. Outro fato que merece atencdo é
a continuidade da fungao inversa: wma bije¢ao continua f : [a,b] — [c,d] é mondtona e a inversa

p(z) |

é continua em
q ()

g :[e,d] — [a,b] é também continua e mondtona. Uma fungao racional f(z) =

qualquer ponto x = a, para o qual q(a) # 0.
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yﬂ

v

Figura 4.5: Fun¢ao do Exemplo 4.1.7

Para finallizar esta segao apresentamos, sem demonstragao, o 1° Teorema Cldssico do Célculo, com

consequéncias bem relevantes. A Figura 4.6 ilustra o resultado.

TEOREMA 4.1.9 (Teorema do Valor Intermediario - TVI) Uma fun¢do f : [a,b] — R, definida
e continua no intervalo [a,b], assume todos os valores entre f(a) e f(b). Em outras palavras, dado um

valor yo entre f(a) e f(b), existe ao menos um valor xy entre a e b, tal que f(xo) = yo.

Va4
Sb)
Y0 Ry :f(x)
a X0 b §c
Ma)

Figura 4.6: Valor Intermedidrio.

COROLARIO 4.1.10 Se uma fungdo continua f : [a,b] — R assume um valor negativo e um valor

positivo, entio a fungdo f assume o valor zero, isto é, existe xo no intervalo [a,b], tal que f(z) = 0.

EXEMPLO 4.1.11 Para comprovar que o polinémio f(x) = z* + 32% — 2 tem wma raiz entre —1 e 1,

basta observar que f(—1)=—4 <0 e f(1)=2> 0 e a conclusao seque do Coroldrio 4.1.10.
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> ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1
1. Verdadeiro (V) ou Falso (F)?

(a) Se lim f(xz)= lim f(z), entdo f ¢ continua em x = a.
z—at T—a~

(b) Se lim |f (x)| existe, entdao lim f (x) também existe.
r—a r—a

(c) Se lim |f (z)| =0, entao lim f (z) = 0.

2. Calcule lirn1 f(z), onde a funcdo f : R — R ¢é definida por:

|

fla)=| =1’

3, se xz=1

se x#1

Esta funcao é continua em x = 17

2t -3z +2

3. Seja f uma fungao real continua, definida em torno do ponto a = 1, tal que f (x) 1
T —

)

para z # 1. Quanto vale f (1)7 Por qué?

4. Em cada caso, determine o valor de k, de modo que a fungao f(z) seja continua no ponto a

indicado.
3-8 -3
a , se T #2 u, se z>0e #3.
(@) a=2% fl@)=| v-2 (b)a=3 fl)=| =-3
k, se x=2 k, se =3
2?4z

5. Seja f a fungao definida por: f(—1) =2e f(z) =

a1 para x # —1. A fungao f é continua
x

no ponto x = —17 Por qué? E no ponto x = 07

6. Dé exemplo de uma fungao f, definida em R, descontinua no ponto x = 2, mas que satisfaga
lim f(z)= lim f(x).
i f(z) = lm f(2)

7. Esboce o grifico e encontre os pontos de descontinuidade da fungao f, definida por:

222+ 3
5
f(z)= 6 -5z, se 1<z<3

, se <1

r—3, se x2>3.
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8. Em cada caso, esboce o grifico da funcao e diga se ela é continua no ponto a indicado.

2—xz, se z>1

(@ a=0; f()=|" (b)a=0; f()=
xz°, se x<1
2 _ _

©a=-1; fl)=""200" @a=1 f(@)=

xr—2

il 9
P se x#
1, se z=2

0, se z<0

[z], se >0

117

No Exercicio 8(d), [z] representa o maior inteiro menor ou igual a = e a fungao correspondente

x — [z] é denominada fun¢ao escada.

9. Seja f a fungao cujo grafico encontra-se esbocado abaixo.

(a) Calcule lir% f(z).
(b) Calcule 1i1r§ f(z).

d) Calculef(3).

c¢) Calcule f(0). /

e) f é continua no ponto x = 07

(
(
()
(f)

f) f é continua no ponto x = 37

y A4
ANA ]
\V
e} 2] 14 ;
32 +ax+a+3 .
exista?

10. Existe um nimero real o capaz de fazer com que li]fn2
T——

22+ x—2

11. Uma companhia ferrovidria cobra R$10 por km, para transportar um vagao até uma distancia de

200km, cobrando ainda R$8 por cada km que exceda a 200. Além disso, essa mesma companhia

cobra uma taxa de servigo de R$1.000 por vagdo, independentemente da distancia a percorrer.

Determine a func@o que representa o custo para transportar um vagao a uma distancia de x km

e esboce seu grafico. Essa fun¢do é continua em x = 2007

12. Uma fébrica é capaz de produzir 15.000 unidades de um certo produto, em um turno de 8 horas de

trabalho. Para cada turno de trabalho, sabe-se que existe um custo fixo de R$ 2.000, 00, relativo

ao consumo de energia elétrica. Supondo-se que, por unidade produzida, o custo varidvel, dado

0 gasto com matéria prima e saldrios, ¢ de R$ 2,00, determine a func¢io que representa o custo

total para a fabricagdo de z unidades e esboce seu grédfico. A funcao encontrada é continua para

0 <z <45.0007
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13. Um estacionamento cobra R$ 3 pela primeira hora, ou parte dela, e R$ 2 por hora sucessiva, ou
parte dela, até o mdximo de R$10. Esboce o grafico do custo do estacionamento como uma fungao

do tempo decorrido e analise as descontinuidades dessa funcao.
14. Prove que a equagao x° + z + 1 = 0 tem ao menos uma raiz no intervalo [—1,0].
15. Prove que a equacio =3 — 4z + 2 = 0 admite trés raizes reais e distintas.
16. Considere a func¢ao y = f (x), definida por:

2242, se —2<z<0
f(z) =

—22 -2, se 0<z<2.

Mostre que f nao tem raiz no intervalo [—2,2]. Isto contradiz o Corolédrio 4.1.10 do TVI?

17. Explique por que os limites abaixo nao existem.

2
(@) lim -~ (b) lim () lim — “+3 (d) Tim 13,

2—0 || z—1 1 — a——2(x—1)(x+2) 00 T

18. Sobre a fungao y = f (z) da figura abaixo, quais afirmagoes sao verdadeiras?

4.2 Conceito, Propriedades & Calculo de Limites

Calcular o limite de uma fungao y = f(x), no ponto z = a, nada mais é do que estudar como se
comporta a funcao f nas proximidades de x = a. Isto pode ser feito diretamente na expressao que

define f(z) como também através do grafico da funcao. Intuitivamente, dizemos que f(x) tem limite L,
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com = — a, se os valores f(z) aproximam-se arbitrariamente do nimero L, a medida que z, no dominio

de f, aproxima-se arbitrariamente do nimero a. Em simbolos, escrevemos:

lim f(z) =L (4.4)
r—a
para indicar que |f(x) — L| — 0 sempre que x € D(f), com |z — a| — 0.
2
x p—

-1’

EXEMPLO 4.2.1 (Motivando o conceito de limite) Dada f(z) = vamos encontrar um

raio 0 > 0, tal que |f(x) — 2| < 0.02, sempre que |[x — 1| < §, = # 1.

Solugao: Por meio de equivaléncias, vamos simplificar a premissa |f(x) — 2| < 0.02. Temos:

-1
w 14<002@

<0.02 < |z —1]<0.02 (4.5)

2_1-2x+2 —1)2
i f”_‘<002@‘@)
x_

€T —

e a ultima desigualdade em (4.5) sugere escolher o nimero 4, tal que 0 < 6 < 0.02. Por exemplo,

escolhendo = 0.01, entdo:

2~ 1] < 8= |z —1] <0.02 = |f(z) — 2| < 0.02.

4.2.1 Conceito de Limite

Embora o cédlculo de limites seja feito por meio de regras, achamos conveniente apresentar o conceito
formal de limite, o qual servird de embasamento tedérico para a comprovagao das regras e propriedades do
limite. Para tanto, dixe-nos considerar y = f(z) uma fungao real definida em um intervalo I, contendo
o ponto a no seu interior, exceto, possivelmente, no ponto x = a, como sugere a Figura 4.7.
DEFINIGAO 4.2.2 Dizemos que a fungao y = f(x) tem limite L, com © — a, se a condigdo seguinte

for satisfeita:

‘V5>0, 30 >0, tal quex € D(f) e \x—a\<5:>\f(x)—L]<6.‘ (4.6)

» SOBRE A DEFINICAO DE LIMITE

(i) Na defini¢ao de limite, o ¢ encontrado depende, em geral, do € dado.



120 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

¥y =fx)

S a TN
/ a-6 a+s ¥

Figura 4.7: Conceito de Limite.

(ii) No caso em que f é uma fungao constante, digamos f(z) = k, Vx, entdo lim f(z) = k e o mesmo
r—a

d atende a defini¢do, para qualquer ¢, ja que |f (x) —k|=|k—k|=0<¢, V z.

(iii) A partir das equivaléncias:
(a) lz—a|<d&e —d<z—a<dexze(a—6b,a+0) e
(b) |f(z)—Ll<ew f(x)e (L—¢e,L+e¢)

segue da definicdo que: se x € (a —d,a+ ) e x # a, entdo f(x) € (L —¢,L+¢).
(iv) Se illg g(x) = M # 0 e na definigdo de limite escolhemos ¢ = |M|/2, encontramos § > 0, tal que:
llg(@)] — M| < lg(x) — M]| < |M|/2 = —[M]/2 < |g(x)| - |M] < |M|/2,

com |z — a| < § e daf resultam as desigualdades:

|M|/2 < |g(x)| < 3|M]|/2, Vz€(a—d,a+6), zF#a. (4.7)

De (4.7) segue que g é limitada nas proximidades do ponto = = a.

(v) Uma funcdo y = f(z) nao pode ter dois limites no mesmo ponto = a. De fato, se tivéssemos

lim f(z) = L e lim f(x) = M, entdao, dado qualquer ¢ > 0, terfamos
r—a r—a

[f(z) — Ll <e/2 e |f(x) - M|<e/2
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para x arbitrariamente préximo do ponto a, e, consequetemente:
IL—M|=|L—f(z)+[f(z) =M <|[f(z)-LI+|f(z) - M| <e/2+e/2=¢. (4.8)

De (4.8) e da arbitrariedade do € > 0, segue que L = M e temos a unicidade do limite.

4.2.2 Propriedades do Limite

As seguintes propriedades do limite podem ser comprovadas a partir da Definicao 4.2.2 e das pro-
priedades do valor absoluto. Como ilustragao, apresentaremos, de forma breve, algumas demonstragoes.

Sejam f e g duas fungoes definidas no mesmo dominio, com: lim f(z) =L e limg(z)= M.
Tr—a r—a

> LIMITE DA SOMA: | lim [f(2) + g(2)] = L+ M.

r—a

Prova: Considerando que |f(xz) — L| e |g(z) — M| aproximam-se de zero, com = — a, temos:

[f (@) +9(z) — (L+ M)| < [f(z) - L] + [g(z) = M| - 0+0=0.

> LIMITE DO PRODUTO: |lim [f(z)-g(z)] = L- M.

r—a

Prova: Temos que:

|f(z)g(z) — LM| = [f(x)g(x) — Lg(x) + Lyg(z) — LM| < |g(z)[|f () — L[ + |L||g(x) — M|

e usando (4.7) temos |g(x)| < 3|M|/2 e, portanto, |f(z) - g(x) — L- M| — 0. Em particular, se k é uma

constante, entao lim [k - f(x)] =k - L.
r—a

1 1
>g&ﬁﬂwm%wsmﬂ—ﬂ:——M¢&

Prova: Naturalmente, estamos supondo g (z) # 0, préximo de = a. De (4.7), segue a desigualdade
|1/g(x)| < 2/|M|, para |z —a| < § , e, portanto:

JEMCEINE:

5o~ % = e M) lg(@) = M| = 0.
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_rf@))_ L
LIMITE DO QUOCIENTE: | lim |22 | = == M #£0.
» LIMITE DO QUOCIENTE x%[g(x)} i #0
Prova: Consequéncia de (P2) e (P3):
f(x) 1 1 L
=|f(z — L — = —.
v = = =
> LIMITE DO MODULO: | lim|f(x)| = |L].

Prova: Consequéncia direta da desigualdade } |A| — |B| | <|A-B|:
|f @) = LI < |f (z) = L] — 0.

> LIMITE NO CONFRONTO: Se lim f(z) =limg(z) =L e f(z)<h(z)<g(z), Vz, entao:
r—a r—a

lim h(x) = L.

r—a

Prova: Admitindo a existéncia do limite, temos:

f(z) = L <h(x) - L < g(x) - L,

e fazendo = — a, notando que f(z) — L e g(z) — L aproximam-se de zero, segue o resultado.

Como consequéncia da propriedade do confronto, temos:
COROLARIO 4.2.3 Se a funcao f é limitada nas proximidades do ponto © = a, isto é, existe uma
constante C, tal que |f(z)| < C, Vz, e ilil}lg (z) =0, entdo o produto f(x)-g(x) tem limite zero, quando

T — a, mesmo que a funcdo f nao tenha limite no ponto a.
Prova: Basta observar que:
0<[f(z)-g(@)|<C-lg(z)—C-0=0.

Fique Alerta! Os conceitos de "ser limitada" e "ter limite" sdo distintos. Uma funcao pode ser

limitada e nao ter limite num ponto. Por exemplo, a funcao f(z) = |z| /z, = # 0, é limitada, mas, ndo
tem limite na origem. Do ponto de vista grafico, uma funcao ser limitada significa que seu gréfico jaz

na faixa delimitada por duas retas horizontais y = +k.
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4.2.3 Calculando Limites

O calculo do limite em um ponto z = a serd feito com auxilio das propriedades e artificios. E bom
ter em mente as formas indeterminadas (4.3), porque elas indicam que alguma operagao preliminar deve
ser efetuada. Na sequéncia apresentamos alguns exemplos como ilustragao.

EXEMPLO 4.2.4 Calcular, caso exista, o limite:

. (f—ﬂ)

r—2 x—2

Solugao: Ao tentar substituir = por 2, chegamos a forma indeterminada 0/0. Para eliminar a in-
determinagao, multiplicamos o numerador e o denominador por /z + V2, conjugado de Vr — V2, e
obtemos:

xz—2

z—2

lim M = lim fﬁﬂxﬁjL\/ﬁ
x—2 N x—2 VT 4+ /2

- () -l

No tltimo limite efetuamos a substituicao de x por 2, para chegarmos & resposta.

. 3 —x
EXEMPLO 4.2.5 Calcular lim 5 .
z—1 \ x4 — X

Solugao: Mais uma vez a substituicao direta de x pelo ponto limite —1 nos conduz & indeterminacao
0/0. Simplificando a expressao, temos:

lim <M> = lim [9;((9321))] = lim <:E2_1> = lim (2 +1) =[2.]

r—1 ZL‘2 — X r—1

3
-8
EXEMPLO 4.2.6 Calcular o limite: lirré <:1U ) .
Tr— €T

Solugao: Usando a fatoracao polinomial:

23 — a3 = (z — a)(2® + azx + d?), (4.9)

com a = 2, obtemos:

3 _ _ 2
lim <$ 8> ~ lim [(gv 2)(z* + 2z + 2)
T—2 r—2

= lim (2% 4 22 +2) = 10.
z—2
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EXEMPLO 4.2.7 Usando a mudanca de varidvel u =3 — 23, calcular o limite:

lim [MM] |

r—1 SC3 —1

Solugao: Antes da mudanca de varidvel, deixe-nos apresentar uma fatoracdo polinomial de grau 4.

Usando o produto notdvel A2 — B? = (A+ B)(A — B), com A = u? e B = a?, deduzimos que:

ut —at = (u? — a®)(u? + a?) = (u — a)(u+ a)(u? + a?) (4.10)

e considerando @ = 4 em (4.10) obtemos:

U4— 'LL2 u u —
r T e S )

Retornando ao célculo do limite, notamos que v = 22 —3 — —2, quando = — 1, e o limite torna-se:

lim <“4_16> = lim [(u2+4)(“+2)(“_2) = lim (u? +4)(u—2) = | -32.

u——2 U+ 2 u——2 u—+ 2 u——2

EXEMPLO 4.2.8 (Removendo uma descontinuidade) Seja f: R — R a fungdo definida por:

3 4+27

L, se x# -3

0, se x=-3.
Seria a fung¢ao f continua em x = —37 Se ndo, qual valor devemos atribuir a f(—3) de modo a tornar
f continua em x = —37
Solugao: A funcdo f serd continua em x = —3 se, e somente se, f(—3) = lim3f(a:). Temos:

T——
_ _ 3 427 _ (x4 3)(2? — 3z +9) 7]

Assim, o valor de f(—3) que torna f continua em x = —3 é precisamente: | f(—3) = 27. ‘

4.2.4 Limite Infinito & Limite no Infinito

Na secao anterior apresentamos o conceito de limite, no ponto x = a, de uma funcao y = f(x)

definida nas proximidades de = = a, exceto, possivelmente, no ponto a. Existem outros tipos de limite
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que aparecem no cédlculo e ocorrem quando = ou f (z) tende para too. Neste contexto, as operagoes

com os simbolos 00 nos ajudam a compreender o cdlculo de limites.

> OPERACOES COM 0s SIMBOLOS 00 Na investigacao de limites do tipo:

lim f(x)=L, lim f(z)=2400 e lim f(z)=+c0

r—Fo00 r—+o00 r—a

a tabela abaixo contendo algumas operacdes simbdlicas sao normalmente usadas.

00 + 00 = 00 00 X 00 = 00 (—0) X 00 = —00
kxoo=o00, sek>0 kExoo=—00, sek<0 (—0) X (—00) = 0
k*® =00, sek>1 oo =00, sep>0 oo =0, sep<0
kE/0=+00 e k/+too=0|—00—00=—00 00 X (—o0) = —o0

Por exemplo, anotamos lirin f(x) = L para indicar que os valores f(x) estao arbitrariamente préximos
Tr— =00

de L, quando z for suficientemente grande (no caso x — +o0) ou suficientemente pequeno (no caso

x — —00). Formalmente, temos:

(i) lirf f(z) = L significa que dado um raio € > 0 existe uma constante K > 0, tal que:
T— 100

If@)—Ll<e, se x> K. (4.11)

r—-+00 \ I T——00

1
No estudo de hipérboles vimos que lim <> =0 e também lim ( * 1> =1
z —

(ii) hrf f(x) = +oo significa que dado K > 0 uma constante arbitraria, existe uma constante M > 0,
T—T00

tal que:
o> M= f(z)> K| (4.12)
Formalize os conceitos para:  lim f(z) = —oco, lim f(z)=40c0 e lim f(z)= —oc.
T—+00 T——00 T——00

(iii) liIil f(x) = 400 significa que os valores f(z) tornam-se arbitrariamente grandes, quando z estd
r—Ta

préximo de a, isto é, dado K > 0, uma constante arbitrédria, existe um raio § > 0, tal que:

‘f(ac) > K, se x€D(f) e |z—a <(5.‘ (4.13)
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EXEMPLO 4.2.9 A partir dos grificos, vé-se que:  lim 22 = 400 e lim (—2% +2) = —c0 e no
T—+00 T—+00
caso da fungdo y = x>, temos: lim (x3) = £00.
z—+o00

EXEMPLO 4.2.10 Para a hipérbole y = 1/x, vimos que lim+(1/$) = +00.
z—0

Quando nao temos o grifico disponivel, o cdlculo do limite deve ser feito diretamente na expressao
que define a funcgédo e as operagoes com os simbolos 0o sdo fundamentais e tém significado preciso.
Por exemplo, 1/0 = oo deve ser entendido como }:12% (1/x) = co. Além dessas operagoes simbolicas com
+o00, devemos ter em mente as formas indeterminadas (4.3).

Ao calcular o limite no infinito de uma fun¢do polinomial ou racional (quociente de polindmios) o

termo de maior grau é o termo determinante para a resposta do limite. Por exemplo, se a # 0, entao:

lim (az®+b2®+ca® +dr+e) = lm [2*(a+b/z+c/a?+d/z° +e/z?)]

r—+o00 xr—*+00

= 00X (@a+0+0+0+0)=axo0= =00,
dependendo do sinal do coeficiente a.

EXEMPLO 4.2.11 Calcular o limite:

I 3+ 2
im .
z—oo \ —213 + 422 — ¢ +6

Solugao: Colocando em evidéncia no numerador e denominador o termo de maior grau, temos:

23+ 2z z3(1 +2/2?) 1+ 2/2?

223 4422 —x+6 a3(—2+4/x—1/x2 +6/23) —2+4/x—1/2246/23

e tomando o limite, com z — oo, chegamos ao valor:

EXEMPLO 4.2.12 Calcular o limite:  lim (—2x3 + 422 — 5).

r——00

Solucgao: Uma andlise direta nos conduz & forma indeterminada oo — co e devemos olhar a expressao

de outra forma. Temos:

lim (=223 +42% —5) = lim 23(—2+4/z —5/2%) = (—00) x (-2) =

r——00 T——00
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EXEMPLO 4.2.13 Calcular o limite:  lim (z —va? — 3).

T——+00

Solucgao: Mais uma vez nos deparamos com a indeterminacao oo — co e para fugir dela, adotamos a

seguinte estratégia:

T—-+00

2 N 2 .2
lim (z—+v22—-3)= lim (@ =3+ va? -3 = lim [M} =10.]
z—+00 @—-+00 z+VaZ -3 T+ Va? -3

EXEMPLO 4.2.14 (Aplicagcao do Teorema do Valor Intermedidrio) Todo polinémio de grau im-

par tem, ao menos, uma raiz real.

Solugdo: Seja f(x) = ax® + bz? + cx +d, a # 0, um polinémio de grau 3. Se a funcido f assumir
algum valor positivo e algum valor negativo, segue do TVI que existe g, tal que f(xg) = 0. Calculando
os limites no infinito de f, temos:

lim z° (a+b/z+c/2* + d/z?) = Foo,

r—+00

conforme seja a > 0 ou a < 0. Isto nos assegura que f assume valores positivos e valores negativos e,

portanto, f assume o valor zero, isto &, existe xg € R, tal que f(zg) = 0.

EXEMPLO 4.2.15 (Fungoes Racionais) Ao calcular o limte no infinito (quando x — +o00) de uma
fung¢ao racional (quociente de dois polinémios), recomendamos colocar em evidéncia no numerador e no

denominador o termo de maior grau:

Ag  Ax Ay An
A0+A1$+A21}2—|——|—Anl’n_<l‘n> innjLLL.nfl+:L,n72+”.+

x
By + Biz + Box2 + - -+ + Byak By B n Bo By 1

+ Ay

= (4.14)

— + S + By
ok k1

Cada termo do lado direito de (4.14) que contém uma poténcia de x no denominador tem limite zero,

com x — £00 e, sendo assim, o valor do limite se reduz a:

. Apz™\ _ An . x"

A resposta final depende dos coeficientes A, e By e, naturalmente, de n e k que sdo os graus dos

polinémios.
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(a) Se os polinémios tém mesmo grau, isto é, n =k, entdo o valor do limite é:

. A,z A,
im = —.
z—+oo \ Bpa™ B,

(b) Se o grau n do numerador é maior do que o grau k do denominador entao:

A,x" A,
li ) == lim 2" F = foo. ' A,/By; —
L (kak) B, Lm o0 (depende do sinal de Ay, /B,; note que n —k > 0)

(c) Se o graun do numerador é menor do que o grau k do denominador, entao:

Apz™ Ay . 1
xEI:Eoo <Bkzk> - <-Bk> xEI:Eoo <$kn> =0. (nOte que k—n> 0)

> ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2
1. Em cada caso abaixo calcule o limite de f (z), quando x — a.

(a) f(z)=2x+4+5; a=-T.

3
(b)f(ﬂf):m; =
.'E2 Xr —
© f@) =" as s
@ F) = s a=-2.
r—1
(e)f(x):m; a=1
0 f@)= Y828l
=1
() f(0)= 515 a=1
) f@) =2V 0y
.%'2 X
() f@) =" a=o.
$2 xr —
() F@ =" =2
0 fla) =YV
x4—2x—|—1‘

34+ 222417
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1-vV1+z
(m) f(z) = 7=——=—7 a=3
ver—1—=x
Va?+3-2
() f(z)= V= a=1
v/ 2—-1
(o) f(z)= HT; a=—1 (considere u = /x + 2)
x
. Se f é uma fungao definida em R e lin% m = 1, mostre que:
xr— X
2
(a) lim [f (3‘”)} _3 (b) lim [W] o
x—0 X z—0 x

. Sabendo que lim ! (;E) =1, calcule lim f(x)e lim / (m)
r——2 I r——2 r——2 X
f(z) -5

. Sabendo-se que lim

lim ————= 3, calcule al;l—>mzf (x).

2 2

. Se ¢ é uma fungao tal que 1 — % <p(r)<1l+ %, Yz # 0, calcule lin%go ().
€r—>

. Construa uma fungéo f : R — R, com as seguintes propriedades:

(i) f ndo tem limiteem z =1 e (ii) lim‘l |f(z)| = 3.

. Seja f uma funcdo tal que |f (z)| < 22, Vo € R. Mostre que f é continua em x = 0.

. Investigue a existéncia dos limites: lir% g(x)e lir% 22g (z), para a funcio g definida por:
Tr— Tr—

1, sex <0
g(z) =
-1, sex>0.

. Em cada caso abaixo, calcule os limites laterais de f no ponto a.

@ @) =2 a=-2 ) @) = o
@ 16) = 255 e @ f) =0
© fla)= YIIEEIE g pw = DA
® rw =y 1= 5
0 f@ =22 az1 0) )= 52

a=-3

-2
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10. Calcule lirgr v — 2 e verifique se existe o limite lim a — 2.
r—

r—2~

11. Calcule os limites laterais indicados.

1 1 1
lim — b) lim — lim — d) lim —
R ©) i, 22 @) g 2
) 5) 2r 41 z—3
li f) L li h) L
R ( o3 T — 3 (&) —or @ (b) R
3 3 22 -3z |z — 1]
i) li j) 1 k) lim ———— ) 1
(i) om0t T2 — ) o—o- 2% — ( )mgg+ 2 —6x+9 ()mjgf x—1
2z +1 . 3z2 -4 LT 2% +3
(m) xli%l“' 22+ (n) xl}l—l%l"’ 1 — 22 (O) wli%l"' m (p) x—zinﬁ‘ x2 -1
12. Calcule os seguintes limites no infinito:
(a) lim (z*+4 3z +2) b) lim (z* -3z +2) (¢) lim (32%+2z+1)

r—-+00 r——00

T—+00

(d) lim (32®+2z+1) (¢) lim (5—4z+a2?—2°) (f) lim (5—4z+2? —2°)

r——00

523 — 6z + 1 3 1
() lim 2202l gy gy 20l (i) lim

T——+00 r——00

Ve+1

s=oo 62842 st Gad 42 LN

G) lim (z—vzT3) (k) lim (z-va?+3) (1) lim

T—-+00 T—-+00

5—x

(m) lim (2[6— x3+3) (n)

T——+00

z—lEloo 3+ 2x (O) zEIEloo 1—=x

(m — Va3 + 3)
T——400

> /il

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1

2. limlf (r) =2e f(1) =3. Logo, f & descontinua em a = 1.
Tr—
3. Como f é continua em a = 1, devemos ter f (1) = —1.

4. (a) k=12 (b) k=+/3/6.

5. f é descontinua em x = —1, porque f (—1) =2e lim1 f (z) = —1. A fungao é continua em z = 0.
T——

6. Considere, por exemplo, a fungdo f definida assim: f (x) = z, para z

7. A tnica descontinuidade ocorre no ponto x = 3.

£2e f(2)=0.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(a) sim (b) sim (c) ndo (d) nao.
(a) 3 (b) nadoexiste (c) 3 (d) 4 (e) sim (f) ndo.
Se a = 15, o limite serd —1.

Se x < 200, o custo C (z) é determinado em reais por C (z) = 1.000 4+ 10z. O custo para uma
distancia de 200 km &, portanto, C'(200) = R$3.000. Se a distancia excede 200 km, isto é, se
x > 200, entd@o o custo total serd dado por C(x) = 3.000 + 8(z — 200). Resumindo, temos:
C (z) = 1000 + 10z, se 0 < = < 200, e C (x) = 1400 + 8z, para = > 200. Essa fung¢ao é continua

em x = 200.

Se 0 < 2 < 15000, um unico turno de trabalho serd suficente e, assim, C' (z) = 2000 + 2z. Se
15000 < x < 45000, entao a fabrica deverd operar em 3 turnos e, nesse caso, C () = 6000 + 10z.

Nesse intervalo a funcao custo é descontinua.
As descontinuidades ocorrem nos instantes t =1, t =2, t=3et =4

Basta observar que f(—1) < 0 e que f(1) > 0. A conclusao segue do Teorema do Valor Inter-

medidrio.

Use o Teorema do Valor Intermedidrio para a funcdo f (), nos intervalos [—3,0], [0,1] e [1,2].
Nao. Como a funcao nao é continua em [—2, 2], o fato nao contradiz o resultado citado.

vV, V, F,F, F, V.

Em cada caso, note que os limites laterais, quando existem, sao diferentes.

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2

1.

2.

(a) =9 (b)3/2 (c) =7 (d)—1/2 (e)4 (f)-1/3 (g)4/3 (W)1/6 ()1 (j)4 (k) 1/3V4
(1) 0 (m)1/(3-+v2) (n) =32 (o) 1/3.

Nos dois casos, usaremos uma mudanca de varidvel.
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FB2) gy 1)

(a) Com u = 3z, tem-se lim

z—0 x u—0 U
2
aca U = r° e encontre imix):ilim M
(b) Faca u = a2 A
x—0 x u—0 u
3.4 e -2
4. 5

5. Use a Propriedade do Confronto.para deduzir que lirr%] v(x) =1
xr—
6. Seja f(x)=3,sex>1,e f(x)=-3,sex < 1.
7. A funcdo g (x) nao tem limite em z =0 e 1in% [#%g (z)] = 0, pelo Coroldrio 4.2.3.
T—

8. Veja a tabela.

(@ | (b) | (¢) [(d)| () | ()] (&) | () | ()| ()
lim f(z) | —oo | 400 | 400 | =4 | 2v5/5 | =1 | —v2 | =1/6 | =2 | —1/4

r—a_

lim f(x) | +oo | +oo | —oo| 4 |2V5/5| 1 | vV2 | 1/6 | 2 | 1/4

r—a™t

9. Quando z — 2T o limite existe e vale 0. Quando z — 2~ o limite nao existe, porque a fungio nao
estd definida & esquerda de xz = 2.
10. Veja a tabela.
(@) | (b) | ()| (d)](e)| () | (g) | (h) | () |G)|&)| @A) ]| @m)]| (@) ()] (p)

0| —0 || o0 || —0|ow|—0|—0|cx|ow|—-1| o | -] 1 |-

11. Veja a tabela.

(a) | (b) [ () | (d) | (e) [(B) ] (g) | () ()] || @ | m| ) |(o
00 | 00 | oo | —o0o | —oc0 | 00 [5/6]5/6| 0 |oco|5/6]—c0]|—0c0]|—-1/2]-1




CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL 5. DERIVADA: conceitos & regras

5.1 Funcgoes Derivaveis

Na Unidade 4, aprendemos que a declividade da curva y = f(z), no ponto A(a, f(a)), é o valor do

limite:

m:hm{ﬂa+m—qu’ o)

h—0 h

caso o limite exista. Esse limite depende do valor x = a e no célculo do limite, nada h& de especial em
usarmos a notacao x = a, que representa um valor genérico da varidvel x, e pode ser substituido por

qualquer outra letra, inclusive o préprio z. O limite do quociente de Newton:

(=D -

lim
h—0

recebe o nome de derivada da funcao f no ponto z e é indicado por um dos rétulos:

df dy
/ o 2d /
f(a:)a de’ dz’ y(w), ete. . ...
Assim, a derivada de f no ponto z é definida pelo valor, caso exista, do limite:
. [ fl@+h)— f(x)
! — l r'
f ($) hli% |: h , (O 3)

EXEMPLO 5.1.1 Calcular a derivada da fung¢ao constante f(x) =k, Yz, e da fun¢ao linear g(x) = ax.

Solugao: Para a fungdo constante f(z) = k, temos:

fle+h)—flx) k—k

= =0, Vh
h h ) 9
e, portanto, f'(z) = }llir%() = 0. No caso da funcao linear g(z) = ax, temos:
v g +h)—g(x)] . Ta(z4+h)—ax] ah)
g("”)_;{%[ h = h =i\ ) =

Para interpretar as respostas, notamos que o gréafico da funcéo constante y = k é uma reta horizontal,
que tem declividade zero, isto é, f'(z) = 0. Por outro lado, o gréfico da fungdo linear y = ax é uma

reta de declividade a, isto ¢, ¢'(z) = a.
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EXEMPLO 5.1.2 Calcular a derivada da funcdo f(x) = ax?, sendo a constante.

Solugao: De acordo coma defini¢do, temos:

b a(z + h)? — ax? L 2ahx + ah? L B
f(z) = lim [ A = }lgr[l) — | = ]111£>I(1](2ax + h) = 2az.

EXEMPLO 5.1.3 Vimos no Exemplo 5.1.1 que a "derivada de uma constante é zero". A constante k
considerada no referido exemplo é uma constante aditiva (isolada!). No caso da constante multiplicar
uma fung¢do, como a constante a do Exemplo 5.1.2, ela aparece no final do cdlculo da derivada. O que

temos é:

k- f(@)) =k ['(2). (5:4)

De fato, o quociente de Newton neste caso é:

k-fle+h) -k flz) [f(erh)—f(l’)]
h h

e fazendo h — 0, chegamos a regra de derivag¢ao (5.4).
EXEMPLO 5.1.4 Vamos calcular a derivada da fun¢io f(x) = /x, em um ponto x > 0.

Solugao: J4 lidamos com o quociente de Newton de y/x no Exemplo 4.2.4. Apés as simplificagoes, o

limite se reduz a:

f'(z) = lim

h—0

() s () e

» INTERPRETACAO DA DERIVADA

O conceito de derivada teve sua motivacao, e posteriormente sua consolidagdao, nos trabalhos de
Newton e Leibniz e por esta razao recebeu a denominagao de Derivada de Newton-Leibniz.

(i) Visao Geométrica

Segundo Leibniz, a derivada estd associada ao problema de encontrar a reta tangente ao grifico
de uma funcdo y = f(z). O que vemos ¢é a derivada como a declividade da reta tangente, conforme
estudamos na Unidade 4.

(ii) Visao Cinemadtica
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Newton, por sua vez, estimulado por seus trabalhos sobre movimento de uma particula, associou a
derivada a velocidade instantanea da particula. A Figura 5.1 ilustra uma particula se movendo ao longo

de uma trajetéria -y, do ponto A até o ponto B.

Figura 5.1: Interpretagao da Derivada.

Se representarmos por s(t) o deslocamento da particula entre os instantes t = 0 e ¢, entao o deslo-

camento entre os instantes ¢ e ¢ + At seré:
As = s(t + At) — s(t)

e a velocidade média, ou taxa média de variagao, nesse intervalo de tempo é dada por:

_ As  s(t+ At) —s(t)

mTAE T At

No caso em que o movimento é uniforme, isto é, com velocidade média constante v, temos a equagao
do movimento:

s(t) = so + vt.

Se 0 movimento nao é uniforme, a velocidade média nao d4 informagao sobre o estado de movimento em
um determinado instante ¢, porque existem vérios movimentos entre t e t + At com mesma velocidade
média. Para obter informagoes mais precisas do estado de movimento no instante ¢ consideramos

intervalo de tempo At cada vez menor, isto ¢, At — 0. A velocidade instantanea ¢ definida por:

F(HN) —s(t)] |

At

que ¢é, na verdade, a derivada do deslocamento s(t), no instante t.
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Outro ente fisico que deve ser considerado chama-se aceleragao, indicada por a(t), que mede a taxa

de variagao da velocidade em relagao ao tempo:

ot) = im [v(t—FAAti—v(t)} v d (fzj)

At at

» SOBRE A NOTACAO

(i) Quando a varidvel dependente for o tempo ¢, costuma-se representar a derivada s'(t) com um ponto

sobre a funcdo. Assim, temos:

(ii) Vimos que a acelerac@o pode ser vista como a derivada da velocidade ou a derivada de segunda

ordem do deslocamento:

a(t)=v'(t) =o(t) ou a(t)=(st)) =s"(t) = 5t).

2

(iii) Outra notagdo normalmente usada é 2.2 Do lugar de f”(x). Aqui o digito 2 deve ser entendido
T

nao como expoente de uma poténcia, mas, como ordem de derivacao (derivar duas vezes a fungao

f)-

(iv) A primeira derivada f’ 1é-se "f linha" e a segunda derivada f” é lida "f duas linhas", e assim por
d2

diante. As expressoes s e T2 nao devem ser vistas como fracoes; elas representam as derivadas
T x

f' e f”, respectivamente.

> NOTA HISTORICA

Isaac Newton nasceu em Londres, no ano de 1643, e viveu até o ano de 1727.
Cientista, quimico, fisico, mecdnico e matemdtico, trabalhou junto com Leibniz na
elaboracao do cdlculo infinitesimal. Durante sua trajetoria, ele descobriu vérias leis

da fisica, entre elas, a lei da gravidade. Este cientista inglés, que foi um dos principais

precursores do Iluminismo, criou o binémio de Newton, e, fez ainda, outras descobertas importantes

para a ciéncia. Quatro de suas principais descobertas foram realizadas em sua casa, isto ocorreu no
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ano de 1665, perfodo em que a Universidade de Cambridge foi obrigada a fechar suas portas por causa
da peste que se alastrava por toda a Europa. Na fazenda onde morava, o jovem e brilhante estudante
realizou descobertas que mudaram o rumo da ciéncia: o teorema binomial, o célculo, a lei da gravitagao

e a natureza das cores. Frases atribuidas a Isaac Newton:

(i) "Se vi mais longe foi por estar de pé sobre ombros de gigantes."

(ii) "O que sabemos é uma gota, o que ignoramos ¢ um oceano."

(iii) "Eu consigo calcular o movimento dos corpos celestiais, mas nao a loucura das pessoas."
(iv) "Nenhuma grande descoberta foi feita jamais sem um palpite ousado".

(fonte: Wikipédia)

Leibniz, Le Gottfried (1646 - 1716) Le Gottfried Wilhelm von Leibniz (Leipzig,
1 de julho de 1646 Hanover, 14 de novembro de 1716) foi um filésofo, cientista,
matemaético, diplomata e bibliotecdrio alemao. A ele é atribuida a criacdo do termo

"fungao"(1694), que usou para descrever uma quantidade relacionada a uma curva,

como, por exemplo, a inclinagdo ou um ponto qualquer situado nela. E creditado a Leibniz e a Newton,
o desenvolvimento do cdlculo moderno, em particular o desenvolvimento da Integral e da Regra do
Produto. Demonstrou genialidade também nos campos da lei, religiao, politica, histéria, literatura,

l6gica, metafisica e filosofia.

(fonte: Wikipédia)

EXEMPLO 5.1.5 (Taxa de Variagao) A altura de um triangulo retdngulo, de base constante b =5,

cresce a uma taza de 4 em/s. Qual a taxa de crescimento da drea do triangulo?

Solugao: A 4drea do tridngulo S = %bh depende linearmente da altura h que, por sua vez, aumenta

com o tempo a uma taxa h' = i 4. Segue do Exemplo 5.1.3 que a taxa de variacdo da drea é:

as

1
— =S5'(t) = bW = 2b.
dt =3

Portanto, a taxa de crescimento da drea é 10 cm?/s. Veja a ilustracdo gréfica na Figura 5.2.
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Figura 5.2: Taxa de Variacao - Exemplo 5.1.5.

EXEMPLO 5.1.6 (Taxa de Variagao) Um tanque cilindrico de raio R = 2m contendo dgua estd

sendo esvaziado a uma taza de 2.000 [/ min. A que taza o nivel da dgua diminui dentro do tanque?

dv
Solugao: Se V é o volume de dgual no tanque e h é a altura do nivel da dgua, entao o —2.000

. S D . dh .
(o sinal negativo indica uma diminui¢do do volume) e queremos deteminar a Considerando que um

metro ctibico tem 1000 litros, a equacao que relaciona V' e h é:

V = 10007 R%h (R = 2 ¢é constante)
e por derivacao, encontramos:
av dh dh
— = (10007 R?) — = (40007) —
gr — (1000w /) = (4000m)
de onde segue que:
dh _ _ 1
dt  2rm

1
e o nivel da dgua diminui a uma taxa de o ™ / min.
T

» CONTINUIDADE DAS FUNCOES DERIVAVEIS

(5.5)

Considerando que a derivada é um limite, é natural pensar nas derivadas laterais de f, no ponto

T = a, as quais sao definidas por:

(i) Derivada lateral a direita: | f}(a) = lim

h—0t h

[flash = j),
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h—0— h

(ii) Derivada lateral & esquerda: | f’ (a) = lim [f(a +h) = f(a)} .

A condicao necessdria e suficiente para que a funcao f seja derivdvel no ponto x = a, isto é, para

que f’(a) exista, é que as derivadas laterais no ponto x = a sejam iguais, isto ¢, f’ (a) = f’ (a).

EXEMPLO 5.1.7 (Uma funcao continua sem derivada na origem) A fun¢io f(x) = |z|, embora
continua na origem, ndao é derivivel em x = 0. De fato, temos que f(h) = |h| = £h, conforme seja

h >0 ouh <0 e, portanto:

P — g JO+R) = f0) o f(h) . h
;)= AL, B I e S
De forma similar, encontramos:
_ f(0+h)—f(0) f(h) —h
"(0)=1 = lim — = lim — = —1.
f_( ) hi%l_ h—0- h h—0— h
Como f1.(0) =1 e f'(0) = —1, seque que a fungdo f ndo tem derivada na origem e, portanto, a reta

tangente ao grifico de f, na origem, nao estd definida. O que podemos dizer é que existem "duas retas

tangentes" na origem: uma & direita (y = x) e outra a esquerda (y = —x).

A existéncia da reta tangente traduz a derivabilidade da fungdo ou a suavidade do seu grifico. No
caso da funcao f(x) = |x| vemos que seu gréfico tem um ponto "anguloso" (pontiagudo) na origem,
onde o gréfico perde a suavidade.

Vimos no Exemplo 5.1.7 que uma funcao pode ser continua num ponto e nao ter derivada nesse
ponto. E uma funcao derivdvel num ponto pode ser descontinua nesse ponto? A resposta estd contida

na seguinte proposicao:

PROPOSICAO 5.1.8 Se y = f(x) é derivdvel no ponto © = a, entdo f é continua nesse ponto. Em

outras palavras, uma fungao descontinua num ponto nao pode ser derivdvel nesse ponto.

Prova: Basta mostrar que lim f(z) = f(a). De fato, temos:
- Tr—a

in /() =ty |G o) (L2 4 p(0)] = [imGe - 0] @)+ f@ = @)

T—a T—a T —a T—a
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EXEMPLO 5.1.9 A funcado f: R — R, definida por:

22, sex >0
flz) =

1, sex <0,

nao é continua em x = 0 e, portanto, nao pode ser derivdvel nesse ponto.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.1

1. Em cada caso, encontre a derivada da fungao y = f (x), usando a definigao.

1
x+1

(a) y=22+1 (b)y=22% (c)y=+vx+ar+b (d)y=222>-3z (e)y=
2. Seja f a fungao definida em R por: f(z) = —z, para x <0, e f (x) = 2, para z > 0.

(a) Calcule f'(—1) (b) Existem as derivadas f} (0) e f_ (0)? (c) f é derivavel em z = 07
3. Seja f : R — R a fungdo dada por f (z) = |z| + z.

(a) Existe f'(0)? (b) Existe f’(x) para x # 0?7 (c¢) Como se define a fungao f'?

4. Investigue a derivabilidade da funcao dada no ponto z = a sugerido.
22, se x <0 VZ,se 0 <z <1

r,sex >0 20 —1,se 1 <z <2

@a=1 flay=|Voe0=<! (@ a=0; f(z) =l

s(x+1),sel<z<2

5. Existe algum ponto no qual a fungao y = ‘:1:2 — 43:‘ nao é derivavel? Por qué?

f(+h)
h

6. Seja f uma funcao derivavel em x = 1, tal que }llin% = 5. Calcule f (1) e f'(1).

7. Seja f : R — R uma funcao derivdvel, tal que f(a+b) = f(a) + f(b) + bab, Ya,b € R. Se

lim fglh) = 3, calcule f(0) e f' ().

h—0

. 372, se v < 1 ) )
8. Calcule a e b, de modo que a funcao f (z) = seja derivdvel em x = 1.
axr +b,sex>1
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2

9. Determine a equagao da reta tangente a pardbola y = x*, com inclinagao m = —8. Faca um grafico

ilustrando a situacao.
10. Determine a equacio da reta que tangencia o grafico da funcao y = 22 e é paralela a reta y = 4z +2.

11. Verifique que a reta tangente ao gréfico da funcdo f(xz) = 1/x, no ponto de abscissa = = a,

intercepta o eixo x no ponto A (2a,0).

12. Considere a funcao f : R — R, definida por:

22 sex <1
flx) =

2,se x> 1.
(a) Esboce o gréifico de f (b) f é continua em = =17 (c) f ¢ derivdvel em x = 17

) ] ] 22, sex <1
13. Repita o exercicio precedente, considerando, agora, f (z) =
1,se x> 1.

14. Seja f a fungao definida em R por f (z) = x |z|.

(a) Determine f’(x), para z # 0. (b) Existe f’(0)? (c) Esboce os gréficos de f e de f’.

15. Determine as retas tangentes & curva y = 2 que passam no ponto (0, —1).

16. Os graficos da coluna da esquerda sao das derivadas das fungoes cujos gréaficos estao na coluna da

direita. Faca a correspondéncia, numerando, convenientemente, a coluna da direita.

Ya

8y
8y
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|y

\ 4
\ 4

\ 4
—
8 \ 4

5.2 Regras Basicas de Derivacao

O célculo de derivadas é feito, em geral, por meio de regras de derivagdo e em alguns casos, é
necessdrio o uso da defini¢ao de derivada como um limite. Além das regras estabelecidas nos Exemplos

5.1.1, 5.1.2 e 5.1.3, apresentaremos regras de derivagao envolvendo poténcia, soma, produto, quociente
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e composicao de fungoes. As comprovacoes dependem das propriedades do limite e de alguns ajustes
no quociente de Newton.
Sejam f e g duas fungoes definidas em um intervalo I, contendo o ponto @ no seu interior, e

suponhamos que essas funcoes sejam derivdveis no ponto = = a.

N / —
> DERIVADA DA POTENCIA: \[w"} =nz" ', n=1,23,....

Prova: Dado um ntimero inteiro positivo p, o fatorial de p, representado por p!, é definido por:
pl=1X2X3 X - Xp. (5.6)
Decorre da definicao a seguinte propriedade do fatorial:
pl=@-D!xp, p=1,2,3/4,....

onde convenciona-se 0! = 1. Os produtos notdveis (z + h)? = 2% £ 2xh + h? sdo casos particulares do

desenvolvimento Binomial de Newton:

(+h)" =" Cppz"Fn (5.7)
k=0

onde os coeficientes binomiais C), j, sao dados por:

n!
Copr=———", £k=0,1,2,3,...n. 5.8
n,k k'(n—k’)" 3 Ly 4y Iy n ( )
Por exemplo,
Croe—" __1 ¢ n C ! 1
— f— - = = —-——-- t e e
L T ) R L 1T s D R L opey | Bl

e com estes ingredientes, vemos que o quociente de Newton da funcdo f(x) = 2™ vem dado por:

flx+h)—f(z) Choz™+ C’nylm”_lh + C’mgmn_ghz 4+ 4+ C’nm,lﬂsh”_l + Cpph"™ — 2™

h h
e apos as simplificagoes, obtemos:

flz+h) - f(z)
h

= Cpaa" '+ Crox" 24 -+ Cpp12h™ % + Cp k"1 (5.9)

Fazendo h — 0 em (6.19), considerando que Cj,; = 1, obtemos a regra: e [2"] = na™ 1.
x
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> DERIVADA DA SOMA: Mf+9]'(a)=f’(a)+g’(a)-\

Prova: O quociente de Newton da funcao f + g é:

[f(a+h) + g(a +Z)] — [f(@) +9(a)] _ fla+ hf)L —fla)  gla+ h;j —9(a) (5.10)

e fazendo h — 0 o lado direito de (6.21) tende para f'(a) + ¢'(a).

> DERIVADA DO PRODUTO: |[f - g]'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a)-

Prova: E facil verificar que:

[fla+h)-gla+h)] —[f(a) g(a)]
h

[f(a + h})b - f(a)] t fla) [g(a +h)] - g(a)]  (5.11)

=g(a+h) .

e para concluir, fazemos h — 0, notando que g(a + h) — g(a), pela continuidade de g no ponto a, e o

lado direito de (5.11) tende para f'(a)g(a) + f(a)d'(a).

> DERIVADA DO QUOCIENTE:

[f]’(a) _ f'(a)g(a) — f(a)g’(a).
g [9(a)]?

Prova: Naturalmente, estamos admitindo que g(z) # 0 em um intervalo aberto contendo o ponto a.

Temos:

L[fla+h)  fla)

L~ ) = s 2o (M) e (1)

e para concluir fazemos h — 0, considerando que g(a + h) — g(a) e:

fla+h) - f(a)
h

gla+h) —g(a)

; — ¢'(a).

— f'(a)

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.2
1. Se f(z) = 32* + 23 — 2z, calcule as derivadas f’(0), f”(0) e £3%9(0).

1 d? d
2. Sey = Lﬂ, verifique que (1 — x) d—‘g = 2d—y.
T — T T

3. Calcule a derivada de primeira ordem de cada uma das fungoes abaixo.

m 1 1+
(a)y:;—f—Q (b)y21—§x+x2—5x4 (C)yzl—\/i’
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3 2
T T
4. Determine as retas horizontais que sao tangentes ao gréfico da fungao g (z) = 3 + o5 2z — 1.

5. Em cada caso, determine as equagoes das retas tangente e normal ao grifico de f, no ponto cuja

abscissa é fornecida.

(a) f(x) =23 2=8 (b) f(z)=a"%" 2=16 () f(2) =z z=3.
6. Determine a equacio da reta normal & curva y = —z3/6, com inclinacio m = 8/9.
7. Sejay = f (x) a funcdo definida por:

vr—2,sex > 2

93 se x < 2.

Encontre a reta tangente e a reta normal ao grafico de f, no ponto de abscissa x = 2.

5.3 Regra da Cadeia & Derivacao Implicita

As regras de derivacdo apresentadas até agora nos permitem derivar a funcio g(z) = (22 + 1)2. De

fato, temos:
g(z) = z* + 222 + 1 = ¢/(x) = 42> + 4.

E se fosse g(x) = (2% + 1)2%°, como calcular a derivada nesse caso? Se fizermos u = z? + 1, teremos
f(xz) = u?0 e a funcdo y = f(z) ¢ olhada como a funcdo composta y = (g o u)(z), com g(t) = 29,
Vemos, portanto, a necessidade de uma regra que nos permita derivar diretamente a fungao composta.
Essa regra de derivagao, conhecida pela denominacao de Regra da Cadeia, parte do principio que
f:D — T é derivdvel no ponto x = a e que g : Z — R & derivdvel no ponto b = f (a) e, assim, teremos

a derivabilidade da funcao composta g o f no ponto x = a.

> DERIVADA DA FUNGAO COMPOSTA: \[gof}'(a)=g’(f(a))-f’(a)-

Prova: Para chegarmos a regra de derivacao, notamos que:

Ay Ay Au y(z +Az) —y(z)  ylu+Au) —y(u)  u(z+ Az) —u(z)
Ar  Au “ Az Ax <:> Az N Ay % Az ' (5.12)
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Fazendo Az — 0 em (5.12), o que acrreta Au — 0, obtemos a Regra da Cadeia:

@ dy  u du
de du = dx’

(5.13)

Considerando y = g(u) e u = f(z), a Regra da Cadeia, que é uma das, sendo a mais importante, regra

de derivacao, também se apresenta sob a forma:

(g0 f) (@) =4 (f(x) f(2) (5.14)

A Figura 5.3 ilustra graficamente a Regra da Cadeia.

dy
E -—>-

dy

dx

Figura 5.3: A Regra da Cadeia.

» DERIVADA DA FUNCAO INVERSA:

Seja y = f (x) uma bije¢ao derivdvel no intervalo a < x < b, com f’ (z) # 0 no intervalo (a,b). Se

x =g (y) é ainversa de f, entdo g é derivdavel no ponto y = f(z) e a derivada ¢'(y) é dada por:

(5.15)

De fato, dado yo = f (z9), temos:

9 () — 9 (w) rowo [f(x) - f(xO)]_l (5.16)

r — X

y—yo  f(x)— f(x0)

e fazendo y — yo em (5.16), lembrando que x — x¢, pela continuidade de g, obtemos o resultado.

> COMBINANDO REGRAS:
Dada uma funcao derivdavel u = u(x), combinando a Regra da Cadeia (5.14) com a Regra da Poténcia
e com a derivada da raiz quadrada dada no Exemplo 5.1.4, obtemos, respctivamente, as seguintes regras

de derivacao:

(i) Regra da Poténcia: [u"}' — nu™1. .
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UI

ii) Regra da Rai drada: = —.
(ii) Regra da Raiz Quadrada: |[/u] e

EXEMPLO 5.3.1 (Derivando Implicitamente) Suponhamos que a equagio 3y —y> = 0, y > 0,

defina, implicitamente, y como func¢ao de z e calculemos y' (1). Imaginando y = f (z), temos:

B (@) = biglf ()]* =0 (5.17)

e derivando a equagao (5.17) em relag¢do & varidvel x chegamos a:
322f (z) + 23 (x) — 2f (z) f' (x) = 0 & 322y + 2%y — 2y9/ = 0.
Para calcular o valor y' (1) basta substituir na dltima equagao = ey por 1 e obtemos:
3+y (1) -2/ (1) =0« (1) =-3.

EXEMPLO 5.3.2 Seja v a curva descrita pela equagio y> — 3xy = 14, onde ndio temos a varidvel y
definida, de forma explicita, como uma funcao de x. Ainda assim, é possivel calcular, implicitamente,

a derivada y'(z). A ferramenta a ser usada é a Regra da Cadeia.

(1) O ponto A(—1,2) jaz na curva vy. De fato. basta observar que as coordenadas x = —1 ey = 2, do

ponto A, satisfazem a equacgdo da curva e por derivacao implicita, obtemos:
3y2y' —3y—3zy =0

e no ponto A(—1,2) temos:
12y —6+3y =0=1y'(-1) =3/5.

(ii) A reta tangente ao grifico da curva vy, no ponto A(—1,2), tem declividade mpr =y’ (—1) =3/5 e a

equagao da reta tangente é, portanto: 3x — 5y — 7 = 0.
EXEMPLO 5.3.3 Vamos derivar, com auzilio da Regra da Cadeia, a funcio y = (z2 + 1)2.

Solucao: Se u = 22 + 1, entdo y = u? e da Regra da Cadeia, temos:

d d d
'——y——yx—u:2u-2x:4x(m2—|—1):4m3—|—4x.

y_dx_du dz
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EXEMPLO 5.3.4 Derivar a funcio f(x) = (z% + 1)200.
Solucao: Com a Regra da Cadeia, obtemos:

y = 200u'%(2x) = 400z (2% + 1)1%.

EXEMPLO 5.3.5 Calcular y'(1), sabendo que y(x) = 6z + 2.

Solugao: Fazendo u = 6x + 22, entdo y = v/u e pela Regra da Cadeia, obtemos:

6+ 2x
2/6x + 22

y'(x) X (64 2x) =

1
2V
Considerando = = 1, resulta ¢/(1) = 4/V/7.

EXEMPLO 5.3.6 (Taxa de Variagao) O raio de uma bola esférica cresce a razio de 5 cm/s. Qual a

taxa de crescimento do volume e da drea da bola, no instante em que o raio mede 10 cm?

Solugao: O volume e a drea da bola esférica sao, respectivamente, V = (%)777“3 e S = 4rr?, onde

r =r(t) é o raio da bola, no instante ¢. Da Regra da Cadeia, resulta:

av
(i) e (3)m(3r?r') = 47r®r’ e no instante em que r = 10, temos:

d
dit/ = 271 x 103 em?/s.

dsS
iil) — = 877’ e no instante em que r = 10, temos:
q

dt

d
d—f = 4007 cm?/s.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3

1 d
1. Sey:m2—\/1+u2eu:x+ , calcule d—y

r—1 T

d
2. Cada uma das equagoes abaixo define, implicitamente, y como fungao de x. Encontre ey
x
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10.

11.

12.

. Suponha que z = x () seja uma funcao derivavel em R. Se y =

. Suponha que z = x (t) seja uma fungao derivavel até a segunda ordem. Se y = z

(a) Y=x+y (b)y3—|—2$y:\/5 () Ve +y=+vy+1 (d)\/@=1+$2y

T verifique que
x

dy odx

3. verifique que

d%y dz o d%x

. Sejam [ e g fungoes derivdveis, tais que g(—1) = 2, f(2) = =3, ¢'(-1) = —=1/3 e f'(2) = 6.

Encontre as retas tangente e normal & curva y = f (g (x)), no ponto de abscissa z = —1.

CSeh(x)=[f(x)P+f (2®), calcule ' (2), sabendo que f(2) =1, f/(2) =7 e que f'(8) = —3.

. Suponha que a equacao

Y I z=0 (5.18)
r-y oy

defina y como fungéo de z em torno do ponto 2z = 1. Calcule ¢’ (1).

. Se n & um nimero natural, qual é a derivada de ordem n da func¢do y = (ax + b)"?

. Determine as retas tangente e normal & circunferéncia 22 + 32 = 25, no ponto Py = (3,4).

2

2
Mesma questao precedente, considerando, agora, a hipérbole % — % =1le Py=(-5,9/4).

Para cada uma das funcées f definidas abaixo, comprove a existéncia da inversa g, determine o

dominio desta 1ltima e uma expressao que a defina explicitamente. Esboce os gréficos de f e g.

(a) f(z) =224, 2>0 ) f(x)=22-4, <0 c) flz)=—/1—2z, <1
2 2

20 (f) f(2)

X

- <0
241 v

=2 7 oS

(d) f(z) = z>-1 () f(x)

T
x+1’
Por meio de restrigoes adequadas, faga com que cada uma das fungoes dadas abaixo gere duas

funcoes invertiveis f; e fa, determinando, em seguida, as respectivas inversas g; e go. Calcule as

derivadas dessas inversas e esboce os graficos das fungoes fi, f2, g1 e g2, em cada caso.

(a)y=22—-22-3 (b)y=-22+2+2 (Qy=vVi—-22 (d)y=-—Vi—2?
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x
13. Mostre que a funcao y = f () = ———, = € R, tem como inversa a fun¢ao z = g (y) = ——,
V1+ a2 1—92

definida para |y| < 1. Qual a imagem de f7

x .
14. Determine a inversa de funcao f (z) = T x # 1, especificando o dominio e a imagem da
x
inversa. Comprove diretamente a férmula (5.15)

2

15. Considere a fungao y = f () = x* — x — 2, definida para z > 1/2, e seja x = g (y) sua inversa.

(a) Qual o dominio e qual a imagem de g7 (b) Sabendo-se que g (—2) = 1, calcule ¢’ (—2)

16. Use a Regra da Cadeia para mostrar que a derivada de uma funcao par é uma fungéo impar e que

a derivada de uma funcao impar é uma funcao par.
17. Considere a funcio f (z) = |z + 2|,
(a) Verifique que f é derivavel em qualquer = e ache uma expressao para a derivada.

(b) Encontre o ponto Py onde a tangente ao gréfico de f é horizontal.

(¢) Encontre o ponto Py onde o dngulo da tangente ao grafico de f com o eixo z é 30°.

5.4 Funcgoes Trigonométricas

As fungoes trigonométricas, em especial Seno e Cosseno, aparecem naturalmente no estudo de feno-
menos periédicos e também no estudo de propagacao de ondas. As demais fungbes trigonométricas:
Tangente, Cotangente, Secante e Cossecante, sao definidas a partir das fungoes Seno e Cosseno.

Seja # um angulo, cujo vértice é o centro comum de védrios circulos, como ilustra a Figura 5.4. A
razao entre o arco e o raio é sempre a mesma, isto é:

A1B1 . AQBQ . Ang . A4B4 .

= k.
OAl OA2 OA3 OA4

Esta razao constante k é a medida do angulo 6 em radianos. O angulo de 1 radiano (anota-se 1 rad)

¢, portanto, o ngulo x para o qual o raio OA & igual ao arco AB.
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Figura 5.4: Angulo em Radianos.

5.4.1 Seno & Cosseno

Em trigonometria as fungoes Seno e Cosseno sao introduzidas a partir de uma circunferéncia no

plano xy, de centro na origem e raio unitario, como ilustrado na Figura 5.5.

Ay
P(x.y)

O(x,—y)

Figura 5.5: Seno & Cosseno.

O ponto de partida A(1,0) é usado como referéncia na medida do &ngulo. Dado um nimero real 6,
marcamos sobre a circunferéncia o arco AP = 6, no sentido anti-horério, se 8 > 0, e no sentido horario,

se 6 < 0. Definimos o seno de € (anota-se sin 6 ou sen f) e o cosseno de 6 (anota-se cos @) pelas relagoes:

cosf) = x (abscissa do ponto P)

senf =y (ordenada do ponto P)
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e do Teorema de Pitdgoras, segue a Identidade Fundamental:

senf) 4 cos® 0 = 1. (5.19)

Devemos tomar cuidado com as notacoes cos? ) e sen?f que serdo usadas para representar (cos6)? e
(sen #)2. A mesma notagao serd usada nas outras funcdes trigonométricas.

Além da Identidade Fundamental, outras propriedades de seno e cosseno sdo estabelecidas a partir

da andlise da Figura 5.5. Temos:

(i) 1<cosf<1 e —1<senf<1, V0.

(ii) cos(—0) =cosf e sen(—0)=—senf, V6.
(iii) cos(f +27) =cosf e sen (0 + 2m) =sené.

(iv) costO@@zkﬂ—i—g e sent =0« 0 =km, ke Z. Daisegue que cost e senf nao se

anulam no mesmo 6.
(v) cos@=sen 0 < 0 =kr+7/4, kel

(vi) Alguns valores particulares de seno e cosseno podem ser estabelecidos a partir da defini¢ao. Por
exemplo, se § = /6, vemos da Figura 5.6 que o triangulo OPQ é equilédtero (os angulos internos
sao iguais a 7/3rad ou 60°) e, sendo assim, 2y = 1, isto é, sen(7/6) = y = 1/2. Com este valor e

com a Identidade Fundamental, encontramos cos(7/6) = v/3/2.

yu yu yA
P P

| 1 /3
) /4 y
0] y X 0] v
I\ i —/4
H 1 —r/3

0 0
w=loy=12 @) =2 y= 22 ¥ = costwl6) = 372

<y

Figura 5.6: Valores de Seno e Cosseno.
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A tabela abaixo mostra os valores de seno e cosseno para alguns arcos particulares:

0 (em grau) 0| 30 45 60 | 90 | 180 | 270 | 360
0 (emradiano) |0 | «/6 | «/4 | «/3 | 7/2| = |3w/2| 27
cos 1] V3/2(v2/2] 1/2 | 0 | -1] 0 1
sen 0 L] 1/2 | V2/2|V3/2] 1 0| -1 1|0

Qs Griéficos:

Com a notacao usual y = f(x) de fungdo, construimos as fungoes trigonométricas y = sen z e
y = cosx, ambas com dominio R, e com as propriedades estabelecidas, vamos esbogar os graficos. O
que nos dizem tais propriedades? A propriedade (i) diz que as fungoes seno e cosseno sao limitadas:
|cosz| < 1 e [senz| < 1, seja qual for o valor de z. Os graficos estao situados na faixa horizontal
—1 <y < 1. J4 a propriedade (ii) estabelece a paridade das fungdes: y = cosx é uma fungao par,
enquanto y = senz é uma fungdo fmpar. Por fim, a propriedade (iii) nos diz que as fungoes seno
e cosseno sao periddicas com periodo 2w, ou 2w-periddicas, o que indica a repeticao do grifico em
intervalos justapostos, de comprimento 27. Na Figura 5.7 ilustramos no mesmo plano cartesiano os

graficos de y = cosx e y = senz.

Va
1
X
37 2 - T 2r 3r
-1
y = senx

Figura 5.7: Gréficos de y =senz e y = cosz.

> IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS BASICAS:
Além da identidade fundamental, varias outras identidades trigonométricas podem ser estabelecidas

sem maiores dificuldades. Vejamos as identidades relacionadas & soma e a diferenca de arcos.

(1) Cosseno da Soma: ‘ cos(a + 3) = cos accos 5 — sen asen f3. ‘
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(2) Cosseno da Diferenca: ‘cos(a — ) = cos acos B + sen asen [3. ‘

(3) Seno da Soma: ‘ sen (o + ) = senacos B + sen [3 cos a. ‘

(4) Seno da Diferenca: ‘ sen (v — B) = sen avcos 8 — sen 3 cos av. ‘

Prova: Na Figura 5.8 abaixo ilustramos os arcos o = AB e 8= BD e em coordenadas, vemos que:
A(1,0), C(cosfB,sinf3), D(cos(aw+ f),sen(a+f)) e E(cosa,—sina)

Para obter a identidade (1), notamos que dist(A, D) = dist(C, E) e usando a férmula da distancia entre

dois pontos, obtemos:

[cos(a + B) — 1]2 +sin?(a+ B) = (cos o — cos 5)2 + (sin o + sin 6)2. (5.20)

Efetuando os produtos notdveis e usando a Identidade Fundamental (5.19) chegamos, apds as simplifi-

cagoes, a identidade (1).

yA ﬁ
c
D BA\¢
e

Figura 5.8: Soma de Arcos.

Para comprovar (2), basta trocar 5 por —f e usar a paridade de seno e cosseno. Da relagao (2)

resulta que cos(z —7/2) = senz, Vx, e trocando x por x — /2, obtemos sen(x —7/2) = — cosz. Assim:

sen(a+p) = cosla+ (8 —7/2)]
= cosacos(f —7/2) —senasen (8 —m/2)

= cosasenf + senacosf

e chegamos a identidade (3). Se em (3) trocarmos /3 por —f3, obteremos a identidade (4).
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EXEMPLO 5.4.1 Como consequéncia dos resultados obtidos até agora, temos:
2 2

(i) Cosseno do arco duplo: cos(2x) = cos® x — sen” .

cos (2z) = cos (T + ) = COS T COS T — sen & sen & = cos> & — sen . (5.21)

(ii) Seno do arco duplo: sen(2x) = 2senx cosz.

sen (2z) = sen (z + x) = senx cos T + sen T cos T = 2 sen T Cos T. (5.22)

(iii) Da Identidade Fundamental (5.19) e de (5.21), deduzimos as relagoes:

1 2 1-— 2
cos?z = W e |sen’r = C;)S(x). (5.23)

5.4.2 Derivando Seno & Cosseno

O quociente de Newton da fungao y = senx, vem dado por:

sen (x + h) — senz senxcosh +senhcosxz —senz

h h
B cosh—1 na 4 sen h
= — sen o cosS T

e no calculo da derivada, nos deparamos com dois limites fundamentais:
. sen h e 1 cosh—1
im im | — .
h—0 h h—0 h

sent
> 1° LIMITE FUNDAMENTAL: | lim [ —— ) =1.

Prova: Vamos considerar um arco ¢ entre 0 e 7/2, como ilustrado na Figura 5.9, o que é razodvel

tendo em vista que t — 0. Comparando as dreas dos tridngulos OBC, OAD e do setor circular OAC,

notando que OB = cost, e BC = sent, temos:

OB xO0OC txOA OAxAD
2 < 2 < 2 ’
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Ya D

v

Figura 5.9: 1° Limite Fundamental.

e a partir da semelhanca dos triangulos OAD e OBC, encontramos:

AD _ BO _sent
OA OB cost’

Dessa forma, obtemos:

cost t sent t 1
< =< & cost < —— < ——.
2 2 2cost sent cost

Fazendo t — 0 em (5.24) e usando a propriedade do confronto, chegamos a:

lim < ¢ > =1.
t—0 \ sent
-1
lim (Sent> - [lim( t )] —1.
t—0 t t—0 \ sent

. 1 —cost
> 2° LIMITE FUNDAMENTAL: | lim { ——— ) =0.
t—

e para concluir, notamos que:

Prova: A substituicao direta de ¢ por zero nos remete a forma indeterminada 0/0. Temos:

1—cost (1—cost)(l+cost) 1—cos®’t  sen’t

t t(1+ cost) t+cost  t-+cost

e fazendo t — 0 em (5.25) chegamos ao resultado.

Usando os Limites Fundamentais, obtemos:

/ : sen (x + h) —senx } senxcos h+senhcosz —senz
(senz) = lim . = I{lntl) h

h—0
. cos h—1 . sen h
= (senx) hi% <h> + (cosx) hi% < . ) = cos Z.

(5.24)

(5.25)
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Para derivar o Cosseno, notamos que cosz = sen(x + m/2) e usando a Regra da Cadeia, com

u = x + 7/2, obtemos:

(cosz) = [sen(z+7/2)] = (xz +7/2) cos(z+7/2)

= sen(z+m/2) = —senz

Se u = u(z) ¢ uma fungao derivdvel, entdo, como consequéncia da Regra da Cadeia, obtemos as

seguintes regras de derivacao:

(cosu) = —u' - senwu) ‘ e ‘ (senu) =’ - cosu (5.26)

EXEMPLO 5.4.2 Calcular f'(0), sendo f (z) = cos® (2 + x) .
Solugdo: Se u =2 + z, entdo f (z) = (cos u)2 e pelas Regras da Poténcia e da Cadeia, chegamos a:
f(z) = (2cosu) (senu) v’ = 2cos (z° + z) sen (z* + z) (22 + 1) = f'(0) = 0.
EXEMPLO 5.4.3 Vamos derivar a fungdo f (x) = sen (z? + 1) — cos (2z) .
Solugao: Usando as regras (5.26), encontramos:
[sen (1:2 +1) ]/ = 2z cos (:U2 +1) e [cos(2x) ]/ = —2sen (2z)

e, assim, obtemos:

f'(z) = 2z cos (x2 + 1) + 2sen (27) .

5.4.3 Outras Funcgoes Trigonométricas

> FUNCAO TANGENTE:
A funcao Tangente y = tan z é definida para x # kr + 7/2 pela regra:

(5.27)

A funcgao tangente, também representada por y = tan x, goza das seguintes propriedades:

(i) Nos arcos = = km, k € Z, temos sen = = 0 e, portanto, tan(km) = 0.
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(ii) Se x # nw + 7/2, n € Z, entdo tan(z + km) = tanx, o que nos diz que a funcdo tangente é

m-periddica.
k _
tan(x + km) = sen (@ + k) = T o
cos(x + kr)  —cosz

(iii) No intervalo (—m/2,7/2) a fungao tangente é injetiva e tem os limites laterais:

lim tanz =400 e lim tanz = —o0
z—(m/2)~ z—(—m/2)

O Grafico:

Na Figura 5.10 ilustramos o grafico de y = tanx, no intervalo —57/2 < z < 57/2, com x # +7/2 e

x # +371/2, onde observamos a repeticao do grafico nos intervalos justapostos de comprimento m, que

é o periodo da fun¢do y = tanx.

21 - -2/ |0 /2 /4

27

Figura 5.10: Funcao Tangente.

» FUNCAO COTANGENTE:

A funcao Cotangente é definida pela regra:

cosx
cotgx = , xF#km, kel
sen &

A fungao cotangente, também representada por cotan x ou cot x, goza das seguintes propriedades:
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(i) cotg(km + w/2) =0, k € Z, tendo em vista que cos (kr +7/2) =0, k=0,£1,4+2,£3,...

(ii) Se z # km, entao cotg(x + ) = cotgz. Assim como a tangente, a fungao cotangente é m-periédica:

cotg(z +7) = cos (z + ) _ o8t cotg x.
sen(r+m) —senx

(iii) No intervalo (0,7) a fungao cotangente ¢ injetiva e tem os limites laterais:

lim tanx = —oc0 e lim tanz = +o00.
T—T z—0t

O Grafico:

Na Figura 5.11 ilustramos graficamente a fungao y = cotgx, no intervalo —57/2 < x < 57/2, com

T # +7m e x # +2m, e a periodicidade da funcao nos permite visualizar o grafico além desse intervalo.

y A
>
=27 - 0] T 2% X
Figura 5.11: Funcao Cotangente.
> FUNGAO SECANTE:
A fungao Secante, indicada por y = secz, é definida para = # kr + /2, k € Z, pela regra:
1
secx = (5.29)
CoS T

e goza das seguintes propriedades:

(i) |secz| > 1, tendo em vista que |cosz| < 1.
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(ii) sec(x +27w) =secx, x#kn+7w/2, ke
(iii) No dominio D = [0,7/2) U (7/2, 7] a funcdo y = secx é injetiva, com limites laterais:

lim secx = +oo, lim secx = —o0, lim secx =400 e lim secx = —o0.
xz—(m/2)~ z—(m/2)t z—(—7/2)" z—(—m/2)*t

(iv) sec(km) = (-1)%, ke Z.

O Gradfico:
Na Figura 5.12 ilustramos o grafico de y = secz, com —57/2 < x < b7w/2, = # +7/2 e £37/2.

y A
1
— —
21 = o T 2 X
-1
Figura 5.12: Fungao Secante.
> FUNCAO COSSECANTE:
A fungao Cossecante, indicada por y = cosecx, é definida para = # km, k € Z, pela regra:
1
cosecr = : (5.30)
sen

As seguintes propriedades da funcao y = cosec z podem ser facilmente deduzidas a partir da defini¢ao.
(i) |cosecx| >1, x#km, k€Z,jiquelsenz| <1, V.

(ii) cosec(x 4 2m) = cosec z. De fato:

1 1
cosec(z + 27) = = = cosecx, x # k.
sen(z +2m) senw
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(iii) No dominio D = [—7/2,0)U(0, 7/2] a fungao cosec x € injetiva e possui os seguintes limites laterais:
lim cosecx = 400, lim cosecx = —oo, lim cosecx =+oco e lim cosecx = —oc.
T T——m x—0t z—0~
O Griéfico:

A Figura 5.13 ilustra graficamente a func¢ao y = cosecx, com —57/2 < x < 57/2, x #0ex # £27.

Figura 5.13: Funcao Cossecante.

As informacoes sobre as fungoes trigonométricas usadas nas ilustragoes gréaficas foram ttieis, mas,
itens como: concavidade do grafico, crescimento ou decrescimento da func@o e os pontos extremos

(valores méximos ou minimos) precisam ser formalizadas. Isto sera tratado na Unidade 6.

> AS DERIVADAS:
Com as derivadas de senz e cosz, usamos a regra do quociente e encontramos as derivadas das
demais fungoes trigonométricas. As regras de derivacido generalizadas sdo obtidas com a Regra da

Cadeia, considerando v = u () uma funcao derivdvel em intervalos adequados.

Derivada da Tangente:

senz\’ senz) cosx —senx (cosz)  cos?x + sen?z
(tanz) = ( ) = ( ) 5 ( ) = +2 = sec’ . (5.31)
Ccos T cos? x cos? x
Combinando (5.31) com a Regra da Cadeia, obtemos a seguinte regra de derivacao:
— [tanu] = o’ - sec® w. 5.32
- [tan] (5.32)
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Derivada da Cotangente:

2

/ /
/ cosxz\’ (cosz) senx — cosz (senx) cos? z + sen? z 9
(cotgz) = = 5 =— 5 = — cosec” .
sen sen? z sen? x
Combinando (5.33) com a Regra da Cadeia, obtemos:
d
— [cotg u] = —u - cosec?u.
dz
Derivada da Secante:
!/ !/
/ 1 — (cos z) senx 1 senz
(secx) = = 5 =—— = = secrtgx.
cos cos? x Cos?x  COSZT COST

Combinando (5.35) com a Regra da Cadeia, obtemos:

(secu)/ = -secu -tgu.

Derivada da Cossecante:

= = = = — cosecz cotg x.

sen? x sen? x sen x sen x

/ !/
1 — (senx) —cos T 1 cosx
senx

(cosecz) = <

A regra decorrente da combinagao de (5.37) com a Regra da Cadeia é:

!/
(COSQC U) = —U/ - cosecu - COtg Uu.

EXEMPLO 5.4.4 Calcular f' (), sendo f (z) = secx + xtgz.

Solugao: Temos:

[ (@) = (secztgx) + (tg:v—i—xsec%c)

e considerando = = 7, obtemos f' (7) = (secwtg ) + (tgm + wsec’n) =7

EXEMPLO 5.4.5 Calcular a derivada da fungdo y = cos(x? + 3z) — 3tg (v/x) + sec®(2?).

(5.33)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)
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Solugao: A fungao y = y(z) ¢ a soma de 3 fungoes elementares e primeiro usaremos a regra da soma.

Temos:

y = —sen(2?+37) (23 + 3) — 3sec? (V1) <1> + 3sec? (2?) sec (2°) tg (2°) (27)

NG
3sec? (/)

= —(2z+3)sen (2® + 3z) — NG + 6z sec® (27) tg (2?) .

5.4.4 Funcgoes Trigonométricas Inversas

Nesta se¢@o, vamos considerar o problema de inverter as fungoes seno, cosseno, tangente, cotangente,
secante e cossecante. Considerando que estas func¢bes nao sao injetivas em seus respectivos dominios,
devemos restringi-las a dominios adequados, de modo a torné-las invertiveis (bijetoras). A derivada da

fungao = = g(y), inversa de y = f(x), é determinada com auxilio da regra:

9'(y) = : (5.39)

no intervalo onde f'(x) # 0.

> FUNGCAO ARCOSENO:

Consideremos a fungdo y = f(x) = senz, no dominio —7/2 < z < 7/2, onde ela é injetiva, como
ilustra a Figura 5.14. A inversa z = g(y), —1 <y < 1, recebe o nome de arcoseno (dizemos "z ¢é o
arco cujo seno é y") e anotamos: x = arcseny.

Com base na relagao:

Y = SeNnT & T = arcseny.

construimos a tabela de valores:

x /2| —n/3 | —w/4 | —xw/6| O | w/6 | ©w/4 | 7/6 | 7/2
y=senx —1 | =V3/2 | —v2/2 | —1/2 | -0 | V3/2 | V2/2 | 1/2 | 1
x =arcseny | —7/2 | —n/3 | —w/4 | —w/6| O | w/6 | w/4 | 7/6 | 7/2

A Derivada:

Considerando que f(x) = senx, temos:

f'(z) =cosz = V1 —senz = /1 — y2,
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X 4
y A 7[/2
y =senx g X = arcseny
/2 ‘ 1 ‘
O /2 g
X o 1 y
-1
—r/2
Figura 5.14: y =senx e x = arcseny.
e da relagao (5.39) resulta:
(y) = — ! l<y<1 (5.40)
gly) = = s — y . .
f'(z) 1—q2

Dada uma fungao derivdvel u = u (y), com —1 < u < 1, combinamos (5.40) e a Regra da Cadeia e

chegamos & regra de derivagao:

'LL,

d
— (arcsenu) = ——, -l<u<lL. (5.41)

dy V1—u?’

OBSERVACAO 5.4.6 Qualquer intervalo onde a funcdo y = senx for injetiva pode ser usado para a
inversao. Por exemplo, no intervalo /2 < x < 37/2 a fun¢do y = senz é injetiva, com inversa

x = ¢1 (y) = arcseny. Neste caso, a deriwada g} (y) é dada por:

1 1 1
! = = = — , —1 < < 1,
g1 (y) f/ (ZL') CoS I 1_ y2 Y

e o sinal negativo na derivada decorre do fato que cosx = —v/1 —sen?z, w/2 <z < 3mw/2.

» FUNCAO ARCOCOSSENO:

Na Figura 5.15 ilustramos os gréficos da fungao invertivel y = cosz, 0 < z < 7, e da sua inversa

x = arccosy, —1 <y < 1. Temos a relagao:

’yzcosm@xzarccosy
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XA
T
y A
! y = COSx X = arccosy
\ ﬂ/z . . T[/Z
0 X
-1
-1 R
O 1 y

Figura 5.15: y =cosx e x = arccosy.

A Derivada:

No intervalo 0 < z < 7, temos senx = v/1 — cos2z = /1 — y2 e da relagdo (5.39), com f () = cosz

e g (y) = arccos y, encontramos:

1 1 1
"(y) = = =— -l<y<l,
g (y) f’(I) —senzx 1_y27 y
e combinando com a Regra Cadeia, temos a regra de derivacao:
d u
dfy(arccos U) = _\/17_711‘27 —1l<u<l. (542)

Mais uma vez ressaltamos a importancia de fixar um intervalo no qual a funcado y = cosz é injetiva. Na

discussao acima fixamos o intervalo 0 < z < 7.

» FUNCAO ARCOTANGENTE:

A Figura 5.16 ilustra o gréfico da fungao y = f (z) = tgx, no intervalo —7/2 < z < 7/2, onde ela é
injetiva, e da sua inversa = = g(y) = arctgy, com dominio R e imagem o intervalo —7/2 < z < /2.
A Derivada:

Considerando f (z) = tanz, temos f/ (r) = 1 +tan?x = 1 + 32 e assim:

i(arctan)* '"(y) = L _ 1 —00 <y < 00
dy V=IW = m) T 1Ty v
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Y y=tgx X = arctgy

/2

v

v

—7/2

Figura 5.16: y =tgxz e x = arctgy.

A Regra da Cadeia nos conduz a regra de derivagao:

d !

— (arct =——, —oo<u<oo.
dy (arc anu) 1+u2 o0 u o0

» FUNCAO ARCOCOTANGENTE:

Sejay = f(z) = cotgzx, 0 < z < 7, com inversa x = g(y) = arccotgy, —oo < y < 0o, como ilustrado

na Figura 5.17.

yt y = cotgx X 4 X = arccotgy
T
/2
0 Ty
o y

Figura 5.17: y = cotgx e x = arccotgy.

A Derivada:
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Usando a identidade trigonométrica 1+ cotg? x = cosec? z, segue que f(z) = — cosec? z = —(1+72)
e assim chegamos & seguinte regra de derivagao:
1 1 1

d
d—y(arccotg V) =9y =——= —00 <y < 00. (5.43)

Filx) ~ cosecz  1+y2’

Combinando (5.43) com a Regra da Cadeia, chegamos a regra de deivagao:

Ul

d
d—y(arccotgu) = ira2 0 < u < 00. (5.44)

OBSERVACAO 5.4.7 Observando a Figura 5.17 deduzimos, a partir do grdifico da fun¢ao x = arccotgy,
0s sequintes fatos:

lim (arccotgy) =0 e lim (arccotgy)= .
Y—00 Yy——00

Suponhamos que a fun¢io y = cotgx fosse definida no dominio D = (—n/2,0) U (0,7/2) onde ela é
injetiva. Neste caso, além da inversa x = arccotgy nao ser continua, e muito menos derivdvel, em
y =0, teriamos:

lim (arccotgy) = 0.
y—=+oo

Na Figura 5.18 ilustramos graficamente a situagao.

y = cotgx yt X 4 x = arccotgy
/2
—1/2 0] T2 X 0] ;;
—7t/2

Figura 5.18: y = cotgx e x = arccotgy.

» FUNCAO ARCOSECANTE:
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Vamos considerar a funcao y = f(z) = sec z, com dominio D = [0, 7/2)U(7/2, 7], onde ela é injetiva,
e imagem Z = (—o0, —1] U [1,= 00), como ilustrado na Figura 5.19. A inversa = = g(y) é representada

por z = arcsecy e temos:

‘y =secx & x = arcsecy, |y| > 1. ‘ (5.45)

y A X 4

T
1
/2
/2 T
(0] >
-1 [0) 1
-1
y = secx X = arcsecy

Figura 5.19: y =secz e x = arcsecy.

A Derivada:

2

Recordemos que f'(x) = sec? zsenx = y?sen e, no dominio considerado, temos:

y?senz = y*V/1—cos?x = y*\/1—1/y% = |y| /32 — 1

e assim, obtemos:

1 , 1 1 1
—(arcsecy) =g (y) = = = , |yl > 1. 5.46
) =) = G = e = e (5.46)

> FUNCAO ARCOCOSECANTE:
A fungdo y = f(x) = cosecz, definida no dominio D = [—7/2,0) U (0, 7/2] é uma bije¢ao sobre a

imagem 7 = (—oo0, —1] U [1,+00). Os graficos das fungoes y = cosecz e da sua inversa z = g(y) =
arccosecy, |y| > 1, estao ilustrados na Figura 5.20.

A Derivada:
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Ve y = cosecx X1 X = arccosecy
/2
1
‘ N 1 ‘
—r/2 O /2 X 10 Y
-1
-7t/2

Figura 5.20: y = cosecx e x = arccosecy.

O célculo da derivada de g(y) = arccosecy ¢é similar ao caso precedente e deixaremos os detalhes

como parte do processo de treinamento. Temos:

d
— (arccosecy) =

> 1.
a |y

1
lylV/y2 =1

Veja o quadro de derivadas abaixo, onde a funcdo u = wu(z) é derivavel, com imagem contida no

interior do dominio da fungao trigonométrica correspondente, conforme indicado na 3* coluna da tabela.

7
U
Arcoseno arcsenu) = —— -l<u<l1
( V=0
7
U
Arcocosseno arccosu) = — ——— -I<u<l1
( )=
7
Arcotangente arctgu)’ = v —00 < u < o0
1+u?
7
Arcocotangente (arccotg u)/ = —% —o0o<u<o0
U
7
U
Arcosecante arcsec ) = ———— ul > 1
7
U
Arcocossecante arccosecu) = ————— ul > 1

EXEMPLO 5.4.8 Calcular y'(0), sendo y = arctg (\/l’ + 1),
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Solugao: Usando a tabela, com u = v/x + 1, obtemos:

,_ (Ver1) 1
i (Var1)? 2@+a)arl

(5.47)

e considerando = 0 em (5.47), encontramos y'(0) = 1/4.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.4

1. Considere as fungoes f (z) = arctgx + arctg (1/x) e g () = arcsen x + arccos z, definidas, respec-
tivamente, para > 0 e para x € [—1,1]. Mostre que f'(z) =0, Va2 >0,eque ¢’ (z) =0, Vz €
(—1,1) e lembrando que as fungbes constantes sao aquelas possuem derivada nula, deduza que

f(x)=m/2,Vz >0, equeg(z)=mn/2, Vo e[-1,1].

2. Se f é uma funcao derivavel, tal que f (2) = 1 e f'(2) = 1/2, determine a equagao da reta tangente

a curva y = arctg [f (z)], no ponto de abscissa x = 2.

3. Para cada uma das funcoes dadas abaixo, calcule o limite quando x — 0.

@ @0=""2 W) f@=""0 (@ @)=t
Sen II?2 Sen $2
@ @) =2 (o =) = 2B
sen(z3) rsenw ) sen x sen 2x
(g) f(z) = 3 (h) f(z) = W (i) f(z) = T rsen3z

4. Calcule y' sabendo que y = y (z) é definida pela equagao:
(a) 4cosxseny =1 (b) zy = cotg (zy) .
5. Encontre a reta tangente e a reta normal ao grafico de y = 1 4+ tg z, no ponto de abscissa x = 0.

6. Repita o exercicio precedente com a fungao y = 2 + arctg (x + 1).

7. Suponha que f seja uma funcao derivdvel em seu dominio D e que, para todo x em D, satisfaca

zf (z) +sen[f ()] =4. Se x + cos [f (x)] # 0, mostre que f'(z) = :H;(i.%'

dy
8. Em cada caso, encontre a expressao da derivada I
x
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(8) = (8~ Zoen ac)5 (b) y =2z +5cos’ (c) y = warcsenx

@y= iEiZZi () y = sen (33) + cos(w/5) + tg (V@) (£) y = arctg G + z)
Senx — 2COST z? arcter — x

(g)y—\/3 52 (h)y:( +1)2tg )y — e (o - 1)

5.5 Logaritmos & Expoentes

Dado um ndmero real positivo z, representemos por A(z) o valor numérico da drea delimitada pelo
eixo t, pelo gréfico da hipérbole y = 1/t e pelas retas verticais t = 1 e t = . Na Figura 5.21 ilustramos

a area A(z), nos dois casos possiveis: > 1e 0 <z < 1. E claro que A(1) = 0.

yA yﬂ
«— y=1/t \‘7)7:1/1‘
A(x)
1 A(x) 1128
1 x ; X 1 ’

Figura 5.21: A drea A (z).

O Logaritmo Natural de x, representado por Inz, é, por definicao, o nimero real dado por:

A(z), se z>1
Inz =

—A(z), se 0<z <Ll
Assim, construimos a fungao y = Inz com dominio D = (0, +00) e imagem Z = R, tal que In1 = 0.
> A DERIVADA DO LOGARITMO:

O Numero de Néper (ou neperiano), representado pela letra e, é aquele nimero cujo logaritmo

natural é igual a 1, isto é, Ine = 1. O neperiano e é um nimero irracional entre 2 e 3 e normalmente
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se usa a aproximacao e =~ 2.71. Ela é a base do sistema de logaritmo natural e a notacao Inx as vezes
é substituida por log x ou log, z, esta ultimo muito pouco usada.

A forma como foi definido o logaritmo vai tornar o cdlculo da derivada bastante simples e esta foi a
razao da nossa escolha. Usaremos a propriedade do confronto para limites e mostraremos que a derivada
de lnz é 1/x, x > 0. De fato, o quociente de Newton de y = Inz serd analisado por observagao da
Figura 5.22, onde admitimos > 1 e o infinitésimo h > 0. Raciocinio similar se aplica nos casos em

que 0 <z <leh<O.

yA y A
«— y=1/t «— 7 =1
1 Inx
1 Ine =1 — In(x + /) — Inx
1/x o
' 1/(x+h) ® -
1 ” : 1 x x+h ¢
h

Figura 5.22: Comparagao de dreas.

A &rea mais clara do gréfico, que tem valor In(x + h) — Inz é interceptada por dois retangulos: o

. 1
maior de base h e altura — e o menor de base h e altura W Comparando as dreas, temos:

T T +
h h
p——" <Iln(x+h) —Inz < - (5.48)
e dividindo (5.48) por h, obtemos as seguintes estimativas para o quociente de Newton de In z:
1 In(x+h)—Inz 1
< < - 5.49
x+h~ h T x ( )

Fazendo h — 0 em (5.49) e usando a propriedade do confronto, obtemos:

. In(z+h)—Inz 1
lim = —,
h—0 h x

isto é:

ot
ot
o
SN—

di(ln:r): , x>0. (5.
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Para chegarmos a uma regra de derivagdo mais geral, combinamos (5.50) com a Regra da Cadeia e

obtemos:
/

UHUY=:%w (5.51)

onde u = u(x) é derivavel e u(z) > 0, V x.
EXEMPLO 5.5.1 Calcular 3/'(0), sabendo que y = In(4x? + 3z + 1).

Solugdo: Usando (5.51) com u = 422 + 3z + 1, obtemos:

42 + 3z + 1) 8z +3
'~ (In(a? + 32+ 1)] = < =
y' =+ 3o+ D)) = T T Wy se g

e considerando x = 0, encontramos y'(0) = 3.

z+1
EXEMPLO 5.5.2 Determine o dominio e calcule a derivada da funcdo y = In < + 1> .
x —

Solucao: O logaritmo estd definido apenas para nimeros positivos. Portanto, devemos ter:

rz+1

>0 z>1ouzx < —1
r—1

e o dominio da fungdo é o conjunto D = (—o0,—1) U (1,+00). A derivada é calculada considerando

z+1 . . ~
u= [ em (5.51) e ap6s as simplificagoes, obtemos:
x J—

A (et e _ 2
dx x—1 w o ox2—1

> PROPRIEDADES BASICAS DO LOGARITMO:

Quando estudamos as regras de derivagao, estabelecemos que uma funcao constante tem derivada
nula no seu intervalo de defini¢ao e na Unidade 6 proveremos a reciproca: "se uma funcao y = f(x) tem
derivada nula num certo intervalo, entao neste intervalo a funcao é constate". Usaremos este fato para

comprovar as seguintes propriedades do logaritmo, vélidas para a > 0e b > 0.

(1) Logaritmo do Produto: ‘ In(a-b) =Ina+Inbd. ‘

(2) Logaritmo do Quociente: ‘ln(a/b) =Ina—Inb. ‘

(3) Logaritmo da Poténcia: |In(a*) =Fk-Ina, k=0,+1,+£2,43, ....
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Prova:

1
(1) A funcdo f(z) =In(az) —Inz, x > 0, tem derivada f'(z) = i o= 0 e, portanto, f(z) é

constante, isto &, f(z) = C, Vo > 0. Considerando z = 1, encontramos C = Ina e, assim:
In(az) =lna+Inz (5.52)

e para concluir, basta fazer x = b em (5.52).

Esta propriedade admite a generalizacao: se ai,as,as,...,ag, s40 nimeros reais positivos, entao:
‘ln(al X ag X ag X ---xag)=1Ina; +Inag +1naz+ -+ Inag. ‘ (5.53)
(2) Inicialmente, observamos que a propriedade do produto nos dd In(1/b) = —Inb, tendo em
vista que:

0=Inl=1In[b-(1/b)] =Inb+In(1/b).

Por outro lado:

In(a/b) =Infa- (1/b)] =Ina+ In(1/b) = lna — Inb

(3) A demonstragao é feita por etapas.
(i) Se k =0, entdo: In(a’) =In1=0=0-Ina.

(ii) Se k & qualquer inteiro positivo, entao:

In(a*) =ln(axaxax---xa)=Ina+Ilna+Ina+---+Ina=klna.

k vezes k vezes
(iii) Por fim, temos que In (a_l) = —Ina e, portanto:
—ky _ -1 -1 -1 —1y _ _
In(a™)=In(a"" xa " xXa " X-++xa )=—Ina—Ina—lna—---—Ina=—klna.
k vezes k vezes

EXEMPLO 5.5.3 E preciso ter cuidado ao aplicar a propriedade da poténcia. Ao escrever
In(z —a)® = 2In(z — a)
devemos ter em mente que esta relag¢do é vdlida apenas se x > a. Contudo, considerando que (x —a)? =

2

|z — al? a relagdo In(z — a)? = 2In |z — a| é vdlida em qualquer = # a.
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EXEMPLO 5.5.4 Usando a derivada Logaritmica e as propriedades do logaritmo, vamos derivar a

(a? = 1)2(x + 1)°
(@ +1)?

funcao y = . Aplicando o logaritmo, obtemos:
Iny =2In(z? — 1) + 3In(z + 1) — 2In(z* + 1)

e por derivacdo, em relacdo & varidvel x, resulta:

Y 4z 3 4x
v 2 + T2 :
y x¢—-1 zx4+1 z°+1

Para concluir, basta observar que:

y,:y< o3 Az >:[(x2—1)2(a:+1)3]< e 3 Az )

2—1 z+1 2241 (22 +1)? 221" z+1 a2+1

EXEMPLO 5.5.5 Encontrar um intervalo onde a fun¢do y = In [sen(1/z)] é derivdvel e calcule y'(2/m).

Solugao: Devemos ter  # 0 e sen(1/x) > 0 e podemos escolher vdrios intervalos onde isso ocorre.
Por exemplo, no intervalo z > 1/, temos 0 < 1/x < m e, portanto, sen (1/z) > 0. Pela Regra da
Cadeia, temos:

y = b x cos (1/x) x (—1/362) =y (2/m) =

sen (1/z) x cos (1/2) x (—7°/4) = 0.

sen (7/2)

EXEMPLO 5.5.6 A fun¢do y = In|x|, definida para x # 0, é derivdvel ey’ = 1/x, x # 0. De fato:

(i) sex >0, entdo y = Inx e, portanto, y' = (Inz) = 1/z.

1
(i) sez <0, entao y =In(—x) e pela Regra da Cadeia, temos y' = <> (-1)=1/z.
—x

> 0S GRAFICOS DAS FUNGOES: y=Inz, y=In|z| e y=[Ing|

No tragado do gréfico de uma funcao ressaltamos, mais uma vez, que além de pontos especificos
por onde a curva passa, alguns itens, tais como: concavidade, regiao de crescimento da fungao, pontos
extremos e comportamento no infinito, se for o caso, devem ser observados.

As fungoes y = Inz e y = |Inz| tém o mesmo dominio D = (0, 400), enquanto a funcdo y = In |z|
estd definida para qualquer x # 0, ou seja, seu dominio é D = (—00,0) U (0, 4+00). Abaixo ilustramos

os graficos dessas funcoes.
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A A A
g y o
1 X -1 1 X 1
y = Inx y = In|x| y = |Inx|
Figura 5.23: Funcoes Logaritmicas.
Uma leitura dos gréficos da Figura 5.23 nos remete aos limites laterais:
xli)I(I)l+ (Inz) = —o0, xlglolo (Inz) = oo, mliféﬂ (Inz]) = oo, :BEI:EOO (In |z]) = oo, xli)r(r)li (Inz) = —oc0.

» INVERTENDO A FUNCAO LOGARITMICA:
A funcio y = Inx é injetiva, com dominio D = (0, +00) e imagem Z = R. Sua inversa, representada
por z = €Y ou = expy e denominada func¢dao exponencial, tem dominio R e imagem Z = (0,+o00) e

temos a relagao cldssica:

‘yzlnx(:):n:ey, x>0, yeR. (5.54)

Segue diremente da definicdo que: €® =1, porque In1 =0, e e? >0, Vy € R. Além disso, temos:

(i) In(e?) =y, yeR e exp(lnz)==z, z >0.

(ii) Se z e y miimeros reais arbitrdrios, entao €* - ¥ = Y. De fato, considerando a = e* e b = €Y,

temos z =Ina, y =1Inb e, assim:

r+y=Ina+Inb=1In(ab) & a-b=e""" o " ¥ =Y.

(iii) e*- e =’ =1= e % =1/e

(lV) (ex)y _ eyln(ez) — ey(zlne) — %Y,

> O0S GRAFICOS DAS FUNCOES: y=¢€" e y=e¢ ".
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yu <7)726)6

//

y=x—»

«—y = Inx

Figura 5.24: Funcoes Exponenciais.

Usando x como varidvel independente, os grificos de e” e In x sdo simétricos em relacao a reta y = x,
por serem uma inversa da outra, enquanto os graficos de e* e e”* sao simétricos em relagao ao eixo y.

A partir dos graficos da Figura 5.24, deduzimos os seguintes limites:

lim (e”) =400, lim (¢*)=0 lim (¢)=0 lim (e ) = oo.
r—-+00 T—-+00 T——00 T——00

» MUDANCA DE BASE:

A expressao fungao exponencial nao se aplica apenas a fungao y = e”, de base e, mas, em geral a

funcao y = a*, com base a > 0. Definimos a” a partir da exponencial e*, pela relagao:

‘ax =exp(zlna). ‘ (5.55)

e de (5.55) resulta a propriedade: Ina® = zlna.
Fixado um numero real a > 0, a # 1, o logaritmo de um nimero positivo z na base a, representado

por log, x, é definido pela relagao:

‘logax:y@x:ay.

O logaritmo log, z, na base a, goza das mesmas propriedades do logaritmo natural (na base ¢) e eles

estao relacionados pela seguinte férmula de mudanca de base:

|
logam:—nx, x>0,a>0,a#l.
Ina

De fato:

Inx
logax:y@x:ayﬁlnx:ylnaﬁy:1—.
na
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Os gréficos de y = a”, nos casos a > 1 e 0 < a < 1 se assemelham, respectivamente, aos graficos de

xT

e’ ee . Nocaso 0 <a< 1, fazemos b = 1/a > 1 e obtemos a* = b~ 7.

> AS DERIVADAS DAS FUNQOES: y=¢% y=a" y=2" e y=2"
(i) Derivada de e*.

Considerando que y = €* é a inversa de x = Iny, temos pela Regra da Cadeia:

oy 1 =e” 5.5
€Y = gy =V =" (5.56)

A regra (5.56) traduz a frase cldssica do Célculo: "a derivada da exponencial é ela mesma". Cuidado! A
frase é dirigida & funcéo y = e*. Alids, a menos de uma constante multiplicativa, a funcao e* é a tnica
com essa propriedade, isto ¢, se f'(z) = f(z), Vz, entdo existe uma constante C, tal que f(z) = Ce®.

Para comprovar, basta notar que:

<f) ST ol _ceroce

er e2r e
Se v = u(x) é uma fungao derivdvel, entdo combinando (5.56) e a Regra da Cadeia, temos a regra
de derivacao:

(5.57)

(i) Derivada de a®*, a >0, a # 1.
A derivada de a® nao é calculada pela Regra da Poténcia. Aquela regra é usada para derivar
zF, poténcias de z com expoente constante; aqui o expoente ¢ a varigvel z. Derivando a relacio

T _ e:rlna

a , a>0, a# 1, encontramos:

(a””)/ = (zlna)e®™* = (Ina)e®* = ¢®(Ina).

(iii) Derivada de z", 7€ R.
A regra da derivacio da poténcia z* foi estabelecida no caso em que o expoente k é um nimero
inteiro positivo. Usando a exponencial, vamos generalizar a regra para a poténcia ", x > 0, sendo r

um numero real arbitrario. De fato, notando que z" = exp(rlnx), temos:

(:L,T)/ _ (erlnx)/ _ (’I“ lnm)/erlnx — (T‘/ZE)Z‘T _ TZET_l.
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(iv) Derivada de =%, =z > 0.

zlnz

Para derivar %, notamos que z* = ¢ e por derivagao, obtemos:

(a:x), = (zInz)' ™% = [Inz + z(1/2)]z" = (1 + Inz)z®.

EXEMPLO 5.5.7 Ao derivar a funcdo y = exg, usando a regra (5.57) com u = x3, obtemos:

y = (x3)’ex3 = 32% exp(z?).

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.5

d
1. Em cada caso, encontre a expressao da derivada d—y
x
1

(a) y =€ cosx (b) y = % +2nx — % (¢) y = (Inz)* + In (Inz)
(d) y =+ze* +z (e) y = arccos (e”) (f) y =In(senx)

2. Verifique que a fungao y = xe~® é solugdo da equacao zy’ = (1 — x) y.

1

TToima é solugao da equacao zy’ = (ylnzx — 1) y.

3. Verifique que a funcao y =

4. Sabendo-se que no ponto A (0,1) o grafico da fungao f (z) = exp (1'2 + 2:B) possui a mesma reta

tangente que o de uma certa func¢éo g, determine ¢’ (0).
5. Mostre que y = ae™® + be~2* ¢ solucdo da equacio y” + 3y’ + 2y = 0, sendo a e b constantes.
6. Se y = f () & derivdvel e f' (z) = 2zf (), mostre que a funcdo g (z) = f (z) e~ & constante.

7. Em cada caso, determine o dominio D (f) e calcule a derivada de primeira ordem f’ (z).
(a) f(x)=In <\/5 — :c2> (b) f (x) = In(senz) (c) f(z)=zxzlnz—=z
(d) f(z) = In|z| (e) f(z) =1/Inz (f) f(z) = In(Inz)

(g) f(z)=In ( ; : i) (h) f (z) = In(cos (3z +5)) (i) f (x) = sen[In(2z + 3)]
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. Identifique o dominio da fungao f(z) = In (x2 + 1) e ache a reta tangente ao gréfico de f, no

ponto de abscissa x = —1. Qual a reta tangente no ponto de abscissa x = 07
. . , 1
. Se f é definida por f (x) = log, z, para x > 0, mostre que [’ (z) = b
xln
. eh —1 . . . d
Mostre que lim = 1, identificando o limite com 7-(e®) .
h—0 h T =0

Esboce o gréfico da fungao y = In (1 + z) e determine a reta normal ao grafico, que é paralela a

reta x 4+ 2y = 5.

Seja f : R — R derivdvel e suponha que exista uma constante k tal que f'(z) = kf (x), V.

Derive o quociente f/e** e deduza que existe uma constante C tal que f (z) = Ce*®.

Sejam f e g funcoes derivdveis, tais que f' () = ¢’ (x) f (z), Vo € R. Imitando o Exercicio 12,

mostre que existe C' tal que f (z) = Cexplg (z)].

Calcule a derivada de primeira ordem de cada uma das fungoes abaixo.

2

(a) f(z) =e™n” (b) f(x) =€ () f(z) = (e")?
(d) f(z)=37" (e) f(z) =sec(a®), a>0 () f(zx) =2l
(g) f(z) =232 (h) f(2) = (2%)" (i) f(x) =27

As fungées trigonométricas hiperbdlicas: senh, cosh, tanh e coth, sdo definidas pelas expressoes:

senhz =" , coshe =S¢ te , tanhz = o x, cothg = 207
2 2 coshz senh x
Com base nessas defini¢oes, mostre que:
h d
(a) cosh? z — senh?z =1 (b) lim ST _ (¢) — (senhx) = coshx
z—0 x dx
d d _9 d 9
(d) . (coshz) = senhx (e) — (tanhx) = (coshx) (f) . (cothz) = — (senh z)
x x x

5.6 Problemas de Taxa de Variagao

Problema de Taza de Variagdo ou Taxa Relacionada tem sua formulagdo no conceito de velocidade

instantanea como derivada. Essa foi a interpretacao de derivada segundo Newton que apresentamos na

Secdo 5.1. Ao resolver um problema de taxa de variagdo, devemos ter em mente o seguinte roteiro:
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(i) Sempre que possivel, esbocar um grafico identificando as constantes e as varidveis (dependentes do

tempo). A derivada com relacdo ao tempo é normalmente representada por um ponto sobre a

de d
varidvel; assim & e ¢ denotam as derivadas 7 ¢ dit/’ respectivamente. J4 a derivada de segunda
d’z .
ordem 2 é representada por ZI.

(ii) Identificar o que foi dado e o que se pede no problema.
(iii) Relacionar as varidveis identificadas no problema por meio de uma ou mais equagoes.

(iv) Por derivacdo, em relagao ao tempo t, calcular a taxa que o problema pede.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 5.6

1. Uma particula se move de modo que, no instante ¢, a distdncia percorrida é dada por

s(t) = ét?’ —t% - 3t.

(a) Que expressoes fornecem a velocidade e a acelera¢ao? (resp:v =12 -2t -3, a =2t —2)

(b) Em que instante a velocidade é zero? (resp.: t = 3)

(¢) Em que instante a aceleragao é zero? (resp.: t = 1)

2. Uma particula move-se sobre a pardbola y = 22, com coordenadas z (t) e y (t) derivaveis e @ # 0.
Em que ponto da pardbola as coordenadas deslocam-se & mesma taxa? (resp.: P(1/2,1/4))

3. Um ponto move-se ao longo da curva y = 1_:x2 e sua abscissa = varia a uma velocidade constante
de 3 em/s. Qual serd a velocidade da ordenada y, quando x = 2 ¢m? (resp.: —12/25¢em/s)

4. Um ponto move-se sobre a pardbola y = 322 — 2z. Supondo-se que suas coordenadas z (t) e y (t)
sdo fungoes derivdveis e que 2’ (t) # 0, em que ponto da pardbola a velocidade da ordenada y serd

o triplo da velocidade da abscissa x? (resp.: P(5/6,5/12))

5. Um cubo se expande de modo que sua aresta varia a razao de 12,5 em/s. Qual a taxa de variagao

de seu volume, no instante em que a aresta atingir 10 ¢m de comprimento? (resp.: 3750 cm?/s)

6. O raio de uma esfera cresce a razao de 2,5c¢cm/s. Quao rapidamente varia seu volume no instante

em que o raio mede 7,5c¢m? (o volume da esfera de raior ¢ V (r) = %m“?’). (resp.: 562.5 1 cm3/s)
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. Sejam x e y os catetos de um tridngulo retangulo e 8 o 4ngulo oposto a y. Supondo-se que x = 12

e que 0 decresce a razao de 1/30 rad /s, calcule ¢/ (t), quando 6 = 7/3 rad.  (resp.: —1.6unid/s)

Uma escada de 8 m estd encostada em uma parede vertical. Se a extremidade inferior da escada for
afastada do pé da parede a uma velocidade constante de 2 m/s, com que velocidade a extremidade

superior estard descendo no instante em que a inferior estiver a 3 m da parede?(resp.: —6/v/55m/s)

. Uma viga medindo 30 m de comprimento estd apoiada em uma parede e o seu topo estd se

deslocando a uma velocidade de 0,5 m/s. Qual a taxa de variacao da medida do angulo formado

pela viga e pelo chao, quando a topo da viga estiver a uma altura de 18 m?  (resp.: —1/48rad/s)

A Lei de Boyle para a dilatacdo dos gases é dada pela equacao PV = C, onde P ¢é a pressao,
medida em Newtons por unidade de drea, V é o volume e C é uma constante. Num certo instante,
a pressao é de 3.000 N/m?, o volume é de 5 m? e estd crescendo a taxa de 2 m?/min. Qual a

taxa de variacao da pressao nesse instante? (resp.: —1200 N/m?)

Expresse a taxa de crescimento do volume V' de uma esfera, relativa a superficie S, em funcao do

raio r da esfera. Faca o mesmo para o raio, em relagao ao volume.  (resp.: 46 =r/3e 4o = 1)

47r2

Um balao sobe verticalmente com uma velocidade v e um observador, a certa distancia d, vé o
balao sob um angulo de elevacao 6. Expresse a taxa 0 de variacao de 6 em termos de v, 0 e d. Qual

a velocidade do baldo se d = 500 m e 0 = 0,02 rad /s e 0 = /4 rad. (resp.: % ev=20m/s)

Uma bola de neve derrete a uma taxa volumétrica V' () proporcional a sua drea. Mostre que o

seu raio r decresce a uma taxa 7’ (t) constante.

Um reservatério conico, com vértice para baixo, contém dgua de volume V até uma altura h.
Supondo que a evaporagao da dgua se processa a uma taxa V proporcional a sua superficie,

mostre que h decresce a uma taxa h constante

Uma piscina estd sendo esvaziada de tal forma que V (t) = 300 (20 — t)? representa o mimero de
litros de d4gua na piscina ¢ horas apds o inicio da operagao. Calcule a velocidade (instatanea) de

escoamento da dgua ao cabo de 8 horas e a velocidade média desse escoamento no mesmo tempo.

Uma estdtua de altura h estd sendo instalada sobre um pedestal de altura [ acima do plano

horizontal que passa pelo olho de um observador. Com o observador a uma distdncia z, calcule a
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taxa de variacao, em relacao a x, do dngulo € sob o qual o observador vé a estdtua, em termos de

h, I e x. Qual o valor dessa taxa se h =20, [ =5 e x = 507

17. A figura ilustra um reservatério conico de altura h = 10m e raio

r = 4m contendo dgua, que escoa a uma vazao de 5m3/hora.
(a) Qual a relac@o entre as varidveis R e H?

(b) A que taxa o nivel da dgua diminui, quando H = 6m?

18. Um cilindro circular reto, ao ser aquecido, tem seu didmetro e sua altura aumentados as taxas de
2 cm/s e 5 em/s, respectivamente. Determine a taza de variagdo de seu volume, no instante em

que sua altura atingir 20 cm e seu didmetro for de 8 cm. (resp.: 240w em?3/s)

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.1

L. (a) 2z (b) 6z (c)a+ 5z (d)4zr—3 (o) 1/ (z +1)%.
2. (a) =1 (b) f.(0) = —1 e f} (0) ndo existe (c) ndo.

3. (a)ndo (b)sim (¢) f'(z) =2,sex>0e f'(z) =0, se z < 0.

4. (a) Nio existe f'(0) (b) Néo existef’ (1) (c) f'(1) =1/2 (d) Néo existef’ (0).

5. Nos pontos £ =0 e x = 4 a fungao nao é derivavel.

6. F(1)=0 e f(1)=5.

9. 8z +y+16 = 0.
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10. y =4z — 4.

11. y=-13/6 e y=717/3.

12. (b) sim (c) nao.

13. f é continua, mas, nao derivdvel em = = 1.

14. (a) f'(z) = —2z,8ex <0 e f'(z)=2z,sex>0 (b) f(0)=0.
15. y = 2z — 1.

16. De cima para baixo, a correpondéncia segue a seqiiéncia 2, 4, 1 e 3.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.2

L ff0)=-2, f"(0)=0 e fBY(0)=0.
2. Calcule as derivadas ¥’ e 4" e comprove a relacao.

3. Antes de iniciar, veja as regras de derivacao e as derivadas das fungoes elementares.
(a) —7/a® (b) —1/3+4 2z —223 (c) 1/yz (1 - z)%

4. r:y=7/3 e ry:y=—13/6.

6. yjzl%:%(x:F%).

7. A reta tangente ¢ © = 2 e a reta normal ¢ y = 0 (o eixo Ox).

ESCREVENDO PARA A PRENDER 5.3

d 2
1. Y 9y u

dx (z—1)°VI+u2
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2. Derivacao Implicita.

1
(a) ?/,:W‘
r_ 1—4yzy
(b) v = 2z (3y? + 2z)°
(c) ¢ ARS

B VIty—vVI+y
4 _

(@) = VT Y

x — 222, /1y

3. Da Regra da Cadeia, temos

dy dy dz —2x dx 5 dx
dt  dr dt (224 1)* dt dt
4. Temos da Regra da Cadeia que
dy o dv d*y d oy dx 5 d’z
dt Tw T aw ) gt e

d%y d\ 2 5 d’z
a2z " <dt> RN

5. 20 +y+5=0 e z—2y—5=0.
6. Usando a Regra da Cadeia, deduza que
W (x) =3[f @) [ (z) + 32> (%)
e por substitui¢ao direta de x por 2, obtenha h' (2) = —15.
7. Considerando em (5.18) z = 1, encontramos y = 1/2 e por derivacao implicita, chegamos a:
y@—y-yl-y) y-azy 1

) - tzs=0 (5.58)

Em (5.58) fazemos z =1 e y = 1/2 e encontramos y' (1) = 7/16.

8. Como ilustracio, veja o caso n = 3, em que 3! = 6 (veja 6.16). Temos y = (az + b)® e por

derivacao, obtemos:
Y =3a(az+b)?, 3" =6d%(ax+0b) e y" =6a>=3ld’

No caso geral, temos: y(™ = nla™.
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.3x+4y=25 e 4dx—3y=0.

-y
Yy
gy =47 0=sy<l
Y
B gly)=—/7—— 0<y<l
lL—y
y=x>-2x—-3, <1 y=a2-2r—-3, 2>1

z=1—-y+4, y>—-4 c=1+vVy+4, y>—-4

y=—-a2?+z+2 2<1/2 y=—a?+zx+2 v<1/2
(b) 1 9 9 ¢ 1 9 9
T=5-\1—Y Y=} T=5+\1 Y Y=}
© y=+v1-122 -1<2<0 y=+v1i—22 —-1<z<0
c e .
z=—y1-9y* 0<y<1 z=+/1-9y? 0<y<l1
y=v4—122 —2<2<0 y=—V4—122, 0<2<2

(d) e .
T=—y/4—19y2 —2<y<0 r=+/4-9y? -2<y<0

Verifique diretamente que f (g (y)) =y e g (f (z)) = z, vélidas para |y| < 1 e pata todo x.

Se g (y) representa a inversa de f(z), entdo D(g) = {yeR:y#1} e g(y) = % Para
-y

comprovar a férmula

calcule diretamente as derivadas ¢’ (y) e f' ().

(a) D(g) = [_Tg,—l—oo) e Im(g) = [%,—I—oo). (b) ¢ (-2)=1.
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16. Se f ¢é par, entdo f (z) = f (—x) e usando a Regra da Cadeia, obtemos:
f(@)=—f"(-=)
e daf resulta que f’ é uma funcao fmpar.

17. Dado que f () = |& + 2|*, temos:

(a) f'(z) =3z +2/(x+2) (b)(=2,0) (c) (—=2+1/3%* £1/81\/3)

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.4
1. Temos f'(x) =0e ¢’ (z) = 0 e para concluir, note que f (1) = /2 e g(v/2/2) = 7/2.
2. x—4dy=m—2.

3. Usando limites fundamentais.

2 2 sen (2 t
(a) lim SC2) i, 2500 C20) oy o S o)
z—0 T z—0 2x t—0 t
. Sens g .. SenT
O 3 sl =13
t
(c) lim ML _ iy =1.

z—0 sen x z—0 COS X

(d) 1 ()0 ()0 ()1 (h)1/2 () 2/3.
4. (a)y =tgztgy (b) y' = —y/z.
5. Reta tangente: y =1+ 2z. A reta normal é: z + 2y = 2.
6. Reta tangente: 4y —2x =8 + m. A reta normal é: 8x + 4y =8 + 7.
7. Derivando a igualdade zf (z) 4 sen [f (z)] = 4 em relagdo a x, encontramos
f (@) +af () + cos[f ()] f'(z) =0
e daf segue o resultado.

8. Veja as regras de derivacao e as derivadas das fungbes trigonométricas.

187
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(a) i = —10(3 — 2senz)* cos .
(b) 3 =2 — 15cos® wsen .

(¢) ¥ = xarctgx.

(d) Note que y = cotg? x e, portanto, y' = —2 cotg x cosec? .
1
_ 1
(e) y' = 3cos (3x) — £ sen (x/5) + m,
1
f) o = ——.
)y =170
(o) o = 3cosx + 2senz
8 Y 2y/15senx — 10cos
T
h) 3/ = arcsenz + ——.
W Vi-a?

(i) ¥ =sec(x =1) +zsec(z+ 1)tg(x +1).

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.5

2z +Inx —2 1+2(Inz)? 1+ (x+1)e” —e”
L. x — b) ———— d
(a) " (cosz —senw) (b) 3 (©) — 1 (d) NeEw (e) Vi
(f) cotgx.
2. Temos:
y=eT—ze"=(1-2)e"=ay=(1-2)ze*=(1-2)y
3. Por derivagao, obtemos:
, —1-1/z , 1+z

y' = zy = —

— = —_ .
(1+ 2+ Inz)? (1+ 2+ Inz)?

Por outro lado:

(o —1)y=y?lng—y—— 28, “l=z
Y =y Y (142 +Inzx)? Y (1+z+Inz)*

4. Temos que f (z) = (2x + 2) ¥ 727 ¢, portanto, ¢’ (0) = f (0) = 2.
5. Sendo y = ae™* + be~%* entdo:
Yy =—ae " =20 e y' =ae " + b

e um célculo direto nos da: 3" + 3y’ + 2y = 0.
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6. E suficiente mostrar que ¢’ (x) = 0. Temos

7. Calculando derivadas.

10.

11.

12.

(—VBVB) e f(x)=——

- 5—x2
= (2km,(2k+1)7w) e f'(z)=cotgx.

(a) D(f)
(b) D(f)
(c) D(f)=(0,+<) e f'(z)=Inz.
(d) D(f) =R-{0}e f'(z)=1/z.
D(f)

, _ 1
@ DY =R (e @)=y
() D(f) = (1, +00) e f/(x)=———
®) D)= (- UB+20) e (@)= —gr—mm—s.

(h) D(f)=(—3Ckr+Z+5),32kr+Z—5)) e f(z)=-3tg(3z+5).

(i) D(f) = (=3, +0) e f'(z)=

2713 cos[In (2z + 3)].

O dominio da funcao é D (f) = R. No ponto A (—1,In2) a reta tangente ¢ y = —x +1n2+1 e no

ponto B (0,0) a reta tangente é y = 0 (o eixo x).

. Temos:

Inx , 1
f(xz) =log,z = b = f'(z) = 2lnb

Se f(z) = €%, entao f'(0) = f(0) = 1 e pela defini¢ao de derivada, temos:

o fO+R)—fO) L et—1
L=/(0) = lim h I S

O gréfico da fungao y = In (14 z), = > —1, corresponde ao deslocamento de uma unidade para
a esquerda do grédfico de y = Inx. A reta normal, paralela a reta x + 2y = 5, tem equacao

2z + 4y = —1 — In 16.

Pela Regra do Quociente, lembrando que f’ = kf, temos:

(f )lz f/ekx_k,feka: f _c

ek:x e2km =0= ekm
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13. Proceda como no exercicio precedente, derivando o quociente f/exp (g).

14. Derivando exponenciais.

(a) L (esm*) = e*ne d (sena) = cosaexp (senz).
(b) 2z exp (22).

(c) 2exp (2z).

(d) —37*In3.

(e) a®Inasec(a®)tg (a®).

(f) 2Dz Inz (1 +Inz) + 271

(g) 375?27 + 22 In 3 (senx + x cos x)].

(h) (z%)*[z + 2z Inz].

(i) 2%"[z* (1 + Inx)]In 2.

15. Como ilustracao, faremos (a) e (c).
(a) cosh®z —senh®x = % (¥ + e )% - (e® — e )% = 1(2¢%) (2¢7%) =1

(©) # (senh) = J (¢* %) = } (€ + ¢%) = coshr.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 5.6
1. Equacao do movimento.
(a) v(t)=t2—2t—-3; a(t)=2t—2 (b)t=3 (c)t=1.

2. O ponto P (1/2,1/4).

4. No ponto de abscissa z = %.
5. 3750em3/s.

6. 562,5mcm?/s.
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7 —; unid/s
6
8. ———=m/s
V55 /
1
9 T rad /s
10. —1200N/m?2.
o Wo_ro a1
“dS 3 av — 4nr?’
df  wvcos?d
12. =g v =20m/s.
13. Temos que V = %WTS e por derivacao em relagao a t, chegamos a
av odr
% = 47r a
: d 9
Considerando que o k (47r7“ ), obtemos:
d d
k (47rr2) = 471'7‘2677; = d—r =k.
14. Temos V = %mjh e, considerando que r/h = C, encontramos V = %7702113 e daf resulta
dv dh
— =nC*h*—.
at ~
av dh
Agora use i kmr?, k < 0 constante, para chegar a i k.
av AV V(8 —V(0)
15, — = -T2 = - _ ]
5 7 7200 I/h At " 76808 I/h
do l h+1 de 1
de 22 +12 224 (h+ 1)2 dx 166
17. Vazao em um resevatdrio conico.
(a) Por semelhanga de tridngulos, encontramos bR = 2H.
d
(b) Desejamos encontrar e instante em que H = 6 e a vazao ¢é - —5m3/h. O volume
do cone de raio R e altura H é dado por:
1 4 H3
V= _nR*H =" (5.59)

3 75
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e derivando (5.59) em relagdo ao tempo t, chegamos a:

dV _ 4wH?*dH
dt 25 dt
dH 125
Ita: — = ——— .
e com os dados resulta 7 e m/h

2407 cm3/s.




CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL 6. DERIVADAS: aplicagoes

Neste Mddulo apresentaremos os principais Teoremas Clédssicos do Célculo Diferencial e suas conse-
quéncias. Abordaremos problemas de Maximizagao e Minimizagao, os quais sao modelados a partir de

valores extremos de fungoes reais, e questoes relacionadas ao esboco do gréfico de uma funcao real.

6.1 Maximos & Minimos

Para motivar os conceitos, consideremos as fungoes: f(z) =22, z€R,eg(x) =1/z, 1 <z <2

ilustradas na Figura 6.1.

yﬂ yu

o G 4— y=1x

Figura 6.1: Fungdes y = 2% e y = 1/x.

Vemos que f(x) >0, Vz, e f(0) =0, de onde concluimos que no ponto z¢o = 0 a fungado f atinge
seu menor valor yo = 0. J4 a funcao g atinge seu maior valor y; = 1 no ponto 1 = 1 e seu menor
valor yo = 1/2, no ponto zo = 2. Observamos, ainda, que a fungdo f nao tem um valor maximo, porque
zh_)n;o f (z) = oo, mas, considerando a funcdo f restrita ao intervalo [—1,1] ela atinge seu maior valor

nos ponto z = £1; este valor maximo é f (+1) = 1.

DEFINICAO 6.1.1 Seja f: D — R uma funcao real. Um ponto xg do dominio D diz-se um ponto de
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mdzximo global ou mdximo absoluto da funcdo f se:
f(x) < f(xo), VYxeD. (6.1)

Quando ocorrer:

f@) > f(z0), VzeD, (6.2)

o ponto xg serd denominado ponto de minimo absoluto ou minimo global. Em qualquer dos casos o

ponto xqg é dito extremo absoluto da funcao f.

Na Figura 6.2 ilustramos uma fun¢do y = f (=) definida e continua no intervalo fechado I = [a, b)
onde vemos que x = b é o ponto de méximo absoluto e x = x1 é o ponto de minimo absoluto de f. Nos
chama a atengao o fato que préximo do ponto x4 a funcao f atinge seu menor valor precisamente no
ponto z4 e nas proximidades do ponto xs o valor méximo da funcdo ¢ f (z3). Estes fatos motivam os

conceitos de extremos locais.

<« f(b)

X3

Figura 6.2: Pontos Extremos.

DEFINIGCAO 6.1.2 Um ponto xy do dominio de uma fun¢ao y = f (x) denomina-se ponto de mdximo
local ou relativo de f quando existir um intervalo aberto I contendo xg, tal que f (x¢) é o maior valor

assumido pela fun¢do f no intervalo I. Em simbolos, temos:
f@) < flw), Yael (6.3)

Quando ocorrer:

flxo) < f(z), Vzxzel (6.4)

em algum intervalo aberto J contendo xqg, diremos que xg é um ponto de minimo local ou relatvo da

funcao f. Um ponto de mdzimo local ou minimo local é dito extremo local de f.
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A intuicdo geométrica nos diz que se 1 ¢ um ponto de méximo local de uma funcdo derivivel
y=f(z), a <z <b,entdo f é crescente préximo e a esquerda de x; e decrescente préximo e a direita

de x1. Além disso,
ff()>0,z1—-d0<az<z1 e f(2)<0, 21<z<m+6,

e como veremos adiante, f’ (z1) = 0.

>4

A RN A T2 My X

X —0 X1 +0 Xy —0 Xy +0

v

Figura 6.3: Extremos locais.

Situacao semelhante ocorre nas proximidades de um ponto de minimo local x5, como ilustrado na

Figura 6.3. Neste caso, f é crescente no intervalo (x2,z2 + 0) e decrescente no intervalo (z2 — 0, z2) .

OBSERVACAO 6.1.3 Com relagao aos conceitos de extremos locais e extremos absolutos, é oportuno

ressaltar que:

(i) Para que uma fun¢ao y = f(x) tenha um ponto de mdximo absoluto, é necessario que ela seja
limitada superriormente; da mesma forma, ela ndo terd um ponto de minimo absoluto, se nao for
limitada inferiormente. Assim, uma funcao f : D— R com limite 400, com © — a ou T — F00,

ndo tem mdzrimo absoluto; se ela tiver limite —oo, entdo nao terd minimo absoluto.

(ii) Uma funcaoy = f (x) crescente (ou decrescente) em um intervalo aberto I, nao tem extremos locais
nesse intervalo. De fato, se ela é crecescente no intervalo I e xy é qualquer ponto nesse intervalo,
entdo a direita de xg a fung¢ao assume valores maiores do que f (xg) e a esquerda assume valoes
menores do que f (xg) e, assim, xg nao é ponto de mdximo local nem minimo local. O fato é que
ao passar por um extremo local a fung¢do muda a natureza: se era crescente passa a decrescer e

vice-versa.
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(iii) Se z¢ é um extremo local de uma fungao derivivel y = f (), entao f'(xo) = 0. Os pontos que
anulam a derivada de f sdo denominadas pontos criticos ou pontos estaciondrios da fungdo
f. Nem todo ponto critico é um extremo local, como é facil ver no caso da funcio f (x) = x>, que
possui ponto critico em x = 0 e este nao é extremo local de f. Na Figura 6.4 ilustramos a situagdo

em que xo é um ponto de mdximo local, onde vemos a reta tangente, no ponto A(xzo, f (x0)),

z

horizontal, isto é, com declividade m = " (z¢) = 0.

SGxo +h)
<« flb
+—flxo) fi)
B + 177 Ky gk b x
Figura 6.4: Ponto Critico de maximo local.
Para comprovar que de fato f' (xg) = 0, observamos o sinal dos quocientes:
f(zo+h) = f(20) <0 e f(zo+1t) = f(20) >0

h - t -

e fazendo h — 07 et — 0™, encontramos:

£ (w0) = lim flaoth) = flw) £ (20) = lim f(zo+t) — f (20)

>0 6.5
h—0+ h t—0— t - (6:5)

e de (6.5) deduzimos que f' (xzg) = 0. Em principio, os limites laterais em (6.5) sdo as derivadas laterais

fi (zo) e f(z0) as quais, pela derivabilidade de f em xo, concidem com f'(zq).

(iv) Se o ponto de mdzximo ou minimo ococrre em uma extremidade do intervalo, a derivada lateral

correspondente nesse extremo nao é necessariamente zero. Por exemplo, no intervalo [-1,1] a

funcdo f (x) = 2% atinge seu valor mdxrimo em x = 1 e, contudo, tem-se f' (1) = 2.

(v) Um extremo absoluto xo de uma funcgao f : [a,b] — R, interno ao intervalo [a,b] é, também, um

extremo local e se f for derivdvel em xg, teremos f' (xg) = 0.
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EXEMPLO 6.1.4 A fungdo f: (0,2] — R, definida por:

23, se0<ax<1
@) =] Vo, sel<xz<?2

2, sex=1

nao tem ponto de minimo local nem absoluto e tem um ponto de mdaximo absoluto em x = 1.

EXEMPLO 6.1.5 A func¢ao f (x) = x3 tem um unico ponto critico em x = 0, o qual ndo é extremo local.
De fato, os pontos criticos sao as solugoes da equacao f'(x) =0, o que , neste caso, nos dd 322 =0, ou
seja, © = 0. Como ilustra a Figura 3.11, vemos que em qualquer intervalo, contendo o ponto x =0 no
seu interior, existem pontos onde f > 0 e pontos onde f < 0 e considerando que f (0) =0, concluimos

que x = 0 ndo extremo local de f.

EXEMPLO 6.1.6 A funcao f (x) = senx tem uma infinidade de pontos criticos; precisamente os pontos

x=kr+m/2, k€Z, que anulam a derwada f'(x) = cosx.

EXEMPLO 6.1.7 Os pontos criticos da fungio f (z) = 23 — 62 sdo as solugdes da equacio f' (z) = 0,

ou seja, as solucdes da equacdo 3x> — 6 = 0. Temos:
37 - 6=0c1 =2 1=4V2

EXEMPLO 6.1.8 A funcdo f(z) = lnz, x > 0, ndo tem ponto de mdzimo ou de minimo, tendo em
vista que lim (Inz) = 400 e lim+ (Inx) = —o0. O mesmo ocorre com a fungdio g (x) = €*, © € R,
T—00 z—0

porque, neste caso, temos lim (e*) = +oo e, embora lim (e®) =0 e e* > 0, para todo x, a equagdo
T—00 ——00

xT

e* =0 ndo tem solugao real.

EXEMPLO 6.1.9 Consideremos a fung¢io y = f(z) = 22 — 2z, 0 < x < 3, com grifico ilustrado na
Figura 6.5. No intervalo aberto (0,3) o tinico ponto critico da fun¢do é xg =1 o qual é ponto de minimo
local. Os extremos absolutos da fungao f estio entre os extremos a =0 e b = 3 do intervalo e os pontos
criticos internos ao intervalo [0, 3], no caso xog = 1. Comparando os valores f(0) = 0, f(3) =3 e
f (1) = —1 vemos que o ponto critico xo = 1 é, além de minimo local, ponto de minimo absoluto e

b =3 é o ponto de mdzximo absoluto. O valor mdximo de f no intervalo [0,3] é f(3) = 3.
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A

y
3

-1

Figura 6.5: Extremos Absolutos de y = 22 — 2x.

6.1.1 Maximos & Minimos de Fungoes Continuas

A fungado continua do Exemplo 6.1.9 nao teria ponto de mdximo absoluto se o dominio fosse o
intervalo aberto I = (0,3). O fato do dominio ser o intervalo fechado [0, 3] foi determinante para a
existéncia de méximo absoluto. Para referéncias futuras, enunciaremos uma versao simples do resultado

clédssico sobre a existéncia de extremos absolutos para fungoes continuas, devido a Weierstrass.

TEOREMA 6.1.10 (de Weierstrass) Toda fun¢io f : [a,b] — R definida e continua no intervalo
[a,b] tem ao menos um ponto de maximo e um ponto de minimo absolutos nesse intervalo. Em outras

palavras, toda fungdo continua f : [a,b] — R é limitada e atinge seus valores extremos. M

Uma fungao continua f : [a,b] — R, derivdvel no intervalo aberto (a,b), possui maximo e minimo

absolutos, os quais ocorrem dentre os pontos criticos de f no intervalo (a,b) e as extremidades a e b.

EXEMPLO 6.1.11 Achar os valores mdximo e minimo de %CLA — 2% + 22, no ntervalo —1 < x < 3.

Solugdo: A funcdo f (z) = 2% —23+2? é continua no intervalo fechado [—1, 2] e derivdvel no intervalo

aberto (—1,2). Os pontos criticos da fungao f sdo as solugoes da equagao f’ (z) = 0, isto é:
-3 +2=0cz(z-1)(z—2)=0c2z=0 ou z=1 ou z=2.

Os valores extremos de f é determinado comparando-se os valores assumidos por f nas extremidades

do intervalo (a = —1 e b = 3) e nos pontos criticos internos ao intervalo [a,b] . Temos:

f(=1)=9/4, f(3)=9/4, f(0)=0, f(1)=1/4 e f(2)=0
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e assim, o valor méximo de f ¢ 9/4 e ocorre nos pontos a = —1 e b = 3; o valor minimo de f ¢ 0 e

ocorre nos pontos x1 =0 e xo = 2.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.1
1. Considere a fungdo f (z) = 23 — 322 + 3.

(a) Decida sobre a existéncia de maximos ou minimos locais e absolutos de f.

(b) Calcule os valores méximo e minimo de f no intervalo [—2, 3] e determine os pontos nos quais

esses valores sao assumidos.
2. Considere a funcio f (z) = 223 — 922 + 12z + 3.

(a) Decida sobre a existéncia de maximos ou minimos locais e absolutos de f.

(b) Calcule os valores maximo e minimo de f no intervalo [0, 3] e determine os pontos nos quais

esses valores sao assumidos.
(c) Repita o item (b), considerando o intervalo [1/2,3].
(d) Repita o item (b), considerando o intervalo [1/2,5/2].

(e) Repita o item (b), considerando o intervalo [3/4,9/4].

3. Analise cada uma das fungées definidas abaixo com relagdo & existéncia de maximos ou minimos

locais e absolutos.

(a) f(x) =senx + cosz, z € [0,2n] (b) f(z)=xe™®, z€R
(c) f(x)=3cos(2z), z€[0,n] d) f(z)=vV1—2a2% ze[-1,1]
(e) f()=a+1/z, x#0 (f) f(z) =22V1—22, ze[-1,1]

4. A funcdo f(z) = 2 — |1 — z|, definida para 0 < x < 2, admite algum ponto de maximo ou de

minimo?
5. Determine, se existirem, os pontos de mfnimo e de maximo da funcio y = 2ze?*.

6. Na figura abaixo ilustramos uma funcao real y = f (x), suposta derivavel no intervalo [1,4).
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(a) Em que intervalo f é crescente?
(b) Em que intervalo f é decrescente?

(c) Essa funcao possui pontos de maximo ou de minimo? E

ponto de inflexao ela possui?

(d) O que representa, no grafico, a reta y = 47

7. Suponha que a figura abaixo corresponda ao gréfico da derivada f’ (z) de certa fun¢ao y = f ().

(a) Qual a inclinagdo da tangente ao grafico de f em z = 17

(b) Com relagao ao crescimento, descreva o grafico de f no

intervalo [1, 2].
(c) O grafico de f possui alguma tangente horizontal?

(d) A funcao f possui ponto de maximo ou de minimo local?

YA

8. Existe algum valor para m, de modo que a funcdo f (z) = mz —m?In (1 + :102) tenha x = 2 como

ponto de minimo local?

9. Se a? < 3b, deduza que a funcio f (z) = 2%+ ax? + bx + ¢ ndo possui extremo local nem absoluto.

10. A fungao f(z) = /|z|,—1 < 2 < 2, tem algum ponto critico? Determine o valor maximo e o

valor minimo de f no intervalo [—1,2].

6.2 O Teorema do Valor Médio & Aplicacoes

Inicialmente vamos a ilustracao grafica do Teorema de Rolle e o Teorema do valor Médio, de im-

portancia fundamental no calculo, e consequéncias relevantes. A Figura 6.6, que traduz o Teorema de

Rolle, ilustra uma fungao continua f : [a,b] — R, derivdvel em (a,b), com f (a) = f (b), e reta tangente

r no ponto P (¢, f (¢)) horizontal. J4 a Figura 6.7 ilustra uma funcao continua g : [a,b] — R, derivdvel
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em (a,b), onde a reta tangente s no ponto @ (¢, f (c)) é paralela a reta que passa nos pontos A (a, f (a))

e B(b, f (b))

Figura 6.6: Teorema de Rolle Figura 6.7: Teorema do Valor Médio

TEOREMA 6.2.1 (Teorema de Rolle) Seja y = f(z) uma fungdo definida e continua no intervalo
fechado [a,b], com f(a) = f(b), e suponhamos que f seja derivavel em todos os pontos do intervalo
aberto (a,b). Entao, existe ao menos um ponto ¢ entre entre a e b, tal que f' (¢) = 0. No ponto P (c, f (¢))

a reta tangente é horizontal.

DEMONSTRAGAO No caso em que a fungao f é constante em [a, b], entao f' (x) = 0 para todo = € (a, b)
e nada nos resta a demonstrar. Suponhamos que a fungao f nao seja constante, de modo que ela assume
valores menores ou maiores do que f (a) = f(b), e o ponto ¢ onde ela assume valor méximo ou valor

minimo é interno ao intervalo [a, b] e, portanto, um extremo local. Assim, f'(¢) =0. W

TEOREMA 6.2.2 (Teorema do Valor Médio - TVM) Seja y = f (x) uma fungao definida e con-
tinua no intervalo fechado [a,b], e suponhamos que f seja derivdvel em todos os pontos do intervalo

aberto (a,b). Entdo, existe ao menos um ponto c entre a e b, tal que:

file)=—=—F—"=. (6.6)

—a

No ponto Q (c, f (¢)) a reta tangente é paralela & reta que passa nos pontos A (a, f (a)) e B (b, f (b)).

DEMONSTRAGAO Para reduzir o TVM ao Teorema de Rolle, vamos construir a fungao F : [a,b] — R

como diferenca entre a curva v : y = f (x) e a reta s que passa nos pontos A e B, isto é:

F@=v-v=F@ - fa- L0 g (6.7
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A func@o y = F' (z) atende as condicoes do Teorema de Rolle, com F'(a) = F (b) = 0 e, portanto, existe
ao menos um ponto ¢ entre a e b, tal que F’ (¢) = 0. Por derivagdo de (6.7) em relagio a varidvel z,

obtemos:

(6.8)

—a
e considerando z = ¢ em (6.8), notando que F’(c) = 0, chegamos a (6.6). Na Figura 6.8 ilustramos

graficamente a demonstragao do TVM. N

o s
F(x) Yy
. / o /V Iys i
a: c X b
A

v

Figura 6.8: Prova ilustrada do TVM.

EXEMPLO 6.2.3 A fun¢io f (z) = |z| é continua no intervalo [—1,1], com derivada f'(x) = 1, para
x>0e f () =-1, para x <0. Notamos que f (1) = f(=1), e, contudo, nao existe um ponto c entre
—1 e 1, tal que f'(c) =0. Isto ndo contradiz o Teorema de Rolle, por que a condi¢do de ser f derivdvel

em todos os ponto do intervalo (—1,1) nao é atendida, ji que f ndao derivavel em z = 0.

EXEMPLO 6.2.4 Considere as fungées f (z) = 23 —x e g(z) = 22 + 1, ambas definidas no intervalo
—1 <z <1. Encontre um c do Teorema de Rolle para a funcdao f e outro do Teorema do Valor Médio

para a func¢do g.

SOLUCAO Fazer

6.2.1 Consequéncias do TVM

» FUNCAO COM DERIVADA NULA
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Quando estudamos Regras de Derivagao, estabelecemos que as fungoes constantes f () = k, a <
xr < b, tém derivada zero. O qué dizer das fung¢bes com derivada nula? Se uma fungao continua
f :]a,b] — R tem derivada nula em todos os pontos do intervalo (a,b), entao ela é constante.

Prova Sejam z; e z3 dois pontos arbitrarios em [a, b], com z1 < x2, e mostremos que f (z1) = f (x2).

De fato, aplicando o TVM a fungao f no intervalo [z1, 2], achamos um ponto ¢ entre 1 e x2, tal que:

[ (x2) — f(21)

T2 — 21

=f'(c)=0

e daf resulta f (z1) = f (z2). Como z; e x2 sdo pontos arbitrdrios em [a, b], segue que f é constante.

» FUNCOES COM MESMA DERIVADA

Se duas fungoes f e g tém a mesma derivada em um intervalo [a, b], elas diferem por uma constante,

isto é, existe uma costante C, tal que:
f@)=g(z)+C, a<z<b (6.9)

Prova A funcio F (z) = f () — g (z) tem derivada nula F’ (z) = f' (x) — ¢’ () =0, V z, e, portanto,

F ¢é constante em [a, b], digamos F' (z) = C. Dafi resulta (6.9).

> INTERVALO DE CRESCIMENTO

O TVM nos permite associar o intervalo de crescimento ou decrescimento de uma funcao derivavel
ao sinal da derivada. Mais precisamente, dada y = f (x) uma fungdo continua no intervalo [a,b] e
derivavel no intervalo aberto (a,b), temos:

(i) Se f'(x) > 0 em todo ponto x em (a,b), entdao a fungao f é crescente no intervalo (a,b) .

(ii) Se f’(z) < 0 em todo ponto = em (a,b), entao a fungdo f é decrescente no intervalo (a,b) .

Prova As comprovagdes de (i) e (ii) sdo inteiramente semelhantes e faremos apenas a parte (i). Supon-
hamos entao que f’ (z) seja positiva em (a, b) e fixemos dois pontos x; e x2 nesse intervalo, com z1 < z3.

De (6.6) segue que:
[ (w2) = [ (1)

P f'(c) >0, (6.10)

para algum c entre x1 e z2 e a partir de (6.10) concluimos que f(x1) < f(x2), caracterizando o

crescimento da func¢ao f em (a,b).

EXEMPLO 6.2.5 Estudar o crescimento e o decrescimento da funcio f (z) = x> — 322 — 5.
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Solucgdo: Temos que f' () = 322 — 6z = 3z (r — 2) e o sinal da derivada depende dos fatores 3z e

x — 2, como ilustra a Figura 6.9.

————————————— R R e s i s

0 2

sinal de 3x

v

——————————————————————— ++++F+++FE+
» sinaldex — 2

0 2
R TSR B SN N 7
& g » sinal de f

0 "2

Figura 6.9: O sinal da derivada.

A fungéo f é decrescente no intervalo (0,2), onde f’ < 0, e é crescente em (—o00,0) U (2, +00), onde

a derivada é positiva.

EXEMPLO 6.2.6 No intervalo 0 < x < 7/2, tem-se senx < x. Com efeito, se f (z) = senz — x, entdo

no intervalo (0,7/2) a derivada f'(x) =cosx —1< 0 e a fungio [ é decrescente. Assim:
O<z<7m/2= f(0)> f(z)=0>senx —z = senz < z.

EXEMPLO 6.2.7 Para mostrar que €* > 1+ x, no intervalo 0 < x < oo, notamos que nesse intervalo
a fungao f (z) = e* —1—x tem derivada f' (x) =e*—1> 0, de modo que f é crescente. Considerando

que f(0) =0, deduzimos que f (z) >0, V & > 0, e, portanto, e —1 —x >0, z € (0,400).

> A NATUREZA DE UM PONTO CRITICO

Recordemos que um extremo local (méximo ou minimo) de uma fungdo derivavel f é necessariamente
um ponto critico de f. Agora, vamos investigar a natureza de um ponto critico a partir da andlise do
sinal da derivada. De forma intuitiva, observando a Figura 6.4 deduzimos que um ponto critico zg serd
um ponto de maximo local de f quando f for crescente & esquerda de xg e decrescente & direita. Dessa

forma estabelecemos o seguinte teste:

TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA Um ponto critico g de uma funcao derivavel y = f(x) é¢ um ponto

de méximo local de f se f/(z) for negativa a direita de z( e positiva a esquerda de xo. Se f’(x) for

negativa a esquerda de xg e positiva a direita, entao zg ¢ um ponto de minimo local de f.
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Outro teste que frequentemente usamos consiste em analisar o sinal da derivada segunda f”, suposta
continua nas proximidades do ponto critico zg. Se f” (x) for positiva em um intervalo aberto contendo
xg, nesse intervalo a fungio f’ (x) é crescente e como f’ (zg) = 0 segue que f’ (zg) é negativa a esquerda
e positiva a direita de zg e, portanto, g ¢ um ponto de minimo local. Nao parece ébvio, mas, a derivada
segunda f” serd positiva em um intervalo aberto contendo zy se o for no ponto zg. Isto decorre da
permanéncia do sinal de uma funcao continua: se uma fun¢ao continua é positiva (resp. negativa)

num ponto g, entao ela permanece positiva (resp. negativa) em um intervalo aberto contendo xy.

TESTE DA DERIVADA SEGUNDA Seja y = f(z) uma fungdo duas vezes derivdvel, com derivada de
segunda ordem f” continua em um intervalo aberto contendo um ponto critico z¢ da fun¢ao f. Se

f"(zo) < 0, entdo xg é um ponto de maximo local de f; se f”(zp) > 0 o ponto critico xg é um ponto

de minimo local de f.

EXEMPLO 6.2.8 Determinar e classificar os pontos criticos da fun¢ao f (x) = xe™*.
Solugao: A equagao f/(x) = 0 nos dé:
l-2)e"=0cz=1
e a funcdo f tem xz = 1 como unico ponto. Para classificar o ponto critico, notamos que:
f(x)>0, sex<l, e f'(x)<0, sex>1

e, pelo Teste da Derivada Primeira, deduzimos que x = 1 é um ponto de maximo local e absoluto (f
é crescente em (—00,1) e decrescente em (1,+00)). A fungao ndo tem minimo local, porque nao tem

outro ponto critico, e ndo tem minimo absoluto, porque lim f(z) = —oco.
T——00
EXEMPLO 6.2.9 Seja f (x) = 23 — 322 + 32 — 1 e classifiquemos os pontos criticos de f em R.

Solugao: A funcao f nao possui extremos absolutos, porque lirin f (z) = £o0, e os extremos locais,
- T— =00

caso exista algum, estao entre os pontos criticos de f. Temos:
flf(z) =032 -624+3=0x=1.

A funcdo f tem x = 1 como tnico ponto critico e este ndo é de minimo local nem de méximo local.

A fungdo ¢ sempre crescente, porque f'(z) = 3(z—1)2 > 0,  # 1, e f/(1) = 0. Notamos que

f(z)=(x— 1)3 e o grafico de f ¢ obtido por translacdo do grafico de y = 3.



206 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

> A CONCAVIDADE DO GRAFICO

Suponhamos que a fun¢do y = f (z) tenha derivada segunda f” positiva no intervalo (a,b). Isto
significa que a derivada primeira f’, a qual mede a declividade da reta tangente, é crescente nesse
intervalo. A derivada f’ ser crescente significa que o dngulo da reta tangente com o eixo Ox aumenta e
a reta tangente gira no sentido antihorario, a medida que o ponto de tangéncia P desliza sobre o gréfico
da esquerda para a direita, como ilustra a Figura 6.10. Este é o caso em que o grifico tem a concavidade
voltada para cima. No caso em que f” < 0 no intervalo (a,b), a derivada f’ ¢ decrescente e a reta
tangente gira no sentido horédrio quando o ponto de tangéncia P desliza sobre o grédfico da esquerda
para a direita e o grafico tem a concavidade voltada para baixo, como indica a Figura 6.11. O ponto
zo que anula f” denominar-se-4 ponto de inflexio e ocorre quando f” tiver sinais opostos a direita e a

esquerda de xg. Em um ponto de inflexdo o grifico muda de concavidade.

Vi

A"

Q
=
=V
Q

Figura 6.10: Concavidade para cima. Figura 6.11: Concavidade para baixo.

EXEMPLO 6.2.10 A funcio f(xz) = x* — 222 possui os sequintes pontos criticos: = =0, x = 1 e
x = —1. Com efeito:

f@)=4z(z*-1)=02=0 ou z==I

e para classifici-los notamos que f" (z) = 122% — 4 e, assim, temos a tabela de classificacdo:

ponto critico | f" (z) natureza
z=0 —4 < 0 | mdzimo local
z=1 8 >0 | minimo local
x=-—1 8 >0 | minimo local
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A derivada sequnda f" se anula nos pontos x = +1//3, onde ocorrem os pontos de inflexdo, sendo
f"(z) <0, se|z|] < 1/V3, e f'(x) > 0, se|z| > 1/v/3; o grifico tem a concavidade para baizo no
intervalo |x| < % e para cima no trecho |x| > % A funcdo [ ndo tem mdzimo absoluto, porque:

lim f(z) = lim 2*(1-2/2?) = +o0

r—+o00 r—+00

e, além da origem, o grifico toca o eizo x nos pontos A(v/2,0) e B(—+/2,0). Além disso, nos pontos
criticos temos f(0) = 0, f(£1l) = —1 e os pontos x = +1, de minimo local, sio, também, pontos de

minimo absoluto, jd que:
fz)=a"—22% = (mz—l)z—lz—l, V.

Na Figura 6.12 ilustramos grificamente a funcgao f.

yA

v

-1 —1(J§ 1/,/? 1
-2 J2 %

-1

Figura 6.12: Gréfico de f (x) = 2% — 222

» ROTEIRO PARA O TRACADO DO GRAFICO

No tragado do gréfico da fungdo y = f (), os seguintes itens devem ser observados:

(i) Os pontos de intersecao, se houver algum, do grafico com os eixos Ox e Oy.

(ii) O comportamento do gréfico no infinito, se for o caso.

(iii) Os pontos extremos locais e/ou absolutos, se houver algum, e os valores de f nesses pontos.
(iv) Os pontos de inflexao, se houver algum, e os valores de f nesses pontos.

(v) Os intervalos de crescimento ou decrescimento.
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(vi) A concavidade do gréfico.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.2

10.

11.

4
. Se f(z) = x+ —, encontre o niimero ¢ que satisfaz a conclusao do TVM (Teorema do Valor Médio)
x

no intervalo [1, 8] .

. Considere a funcdo f (z) = |z — 1| no intervalo [0, 3] e mostre que nao existe um nimero ¢ nesse

f(3) - f(0)

3 . Isso contradiz o TVM?

intervalo satisfazendo f'(c) =

. Verifique que a funcio f (z) = 1 — v/22 é tal que f (—1) = f (1) e, contudo, ndo existe um niimero

¢ no intervalo (—1, 1), satisfazendo a f’ (¢) = 0. Isso contradiz o Teorema de Rolle? Por qué?

. Prove que a equacio x> + = — 1 = 0 tem exatamente uma raiz real.
. Prove que existe um tnico nimero real x talque e* + z = 0.

. Mostre que arctgxz + arccotgx = /2. (sug.: mostre que a funcao f (z) = arctgx + arccotgx é

constante e, entao, calcule f(1)).

. Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua. Se f é derivdavel em (a,b) e f'(x) = f(z), Vz € (a,b),

mostre que existe uma constante C' tal que f (z) = Ce”, Vzx € [a,b]. (sug.: verifique que a fungao

v (x) = f(z)e " é constante).

. Considere g () = 2* — 4z + 1. Encontre a fungio f que satisfaz f' (z) = ¢’ (z) e f (1) = 2.

. Mostre que e® > 1+ z, para x > 0. Mostre, em seguida, que e > 1+ z + 22/2, com a mesma

restricao = > 0. Use o processo indutivo para provar, em geral, que:

* 2 23 ™
e>2l+x+ 5+ 5+ +

o1 T3 ) bara x> 0. (6.11)

E se z < 0 a desigualdade (6.11) continua vélida?

Mostre que 1 Y < (1+x) < z, seja qual for o x > 0.
x

Mostre que senx < x, seja qual for o x > 0.
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2

12. Mostre que a equagao z“ — xsenx — cosx = () tem duas e somente duas raizes, uma negativa e a

outra positiva.

13. Mostre que 0 < tg6, para 0 < 0 < 7/2.

6.3 Problemas de Maximos & Minimos

Os problemas de méximo e minimo que serao tratados aqui podem ser resolvidos maximizando
ou minimizando certas fungoes elementares do cédlculo, que em geral dependem de vérias varidveis e
0 primeiro passo é expressar a fungao em termos de uma tnica varidvel independente, eliminando as
demais com os dados do problema. Os exemplos dados a seguir ilustram o processo de resolugao.
EXEMPLO 6.3.1 Determinar dois nimeros positivos x e y cujo produto é 16 e cuja soma seja a menor

possivel.

Solugao: Primeiro, vejamos a resolugdo geométrica do problema. Ele envolve duas grandezas: (i)
s =z + y, que deve ser minima, e representa um feixe de retas paralelas e (ii) zy = 16, que representa
uma hipérbole equildtera, como ilustra a Figura 6.13. A medida que o parametro s diminui o ponto A;
se aproxima do ponto By, o ponto As se aproxima do ponto By e o pardmetro s serd minimo quando a

reta  + y = s tangenciar a hipérbole xy = 16. O ponto de tangéncia A (4,4) é a solu¢ao do problema.

h
«— xy=16
By

N\

\\
NN
NN vy

Figura 6.13: Minimo Condicionado.
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Do ponto de vista analitico, devemos minimizar a funcao soma: s = x + y, sujeita & condicao

xy =16, x > 0 e y > 0. Eliminando o y desta condi¢ao, obtemos a fungao:

com derivada f’(x) = 1 — 16/x2, = > 0, e ponto critico z = 4. Como f” (4) = 1/2 > 0, segue que o

ponto critico z = 4 ¢ de fato ponto de minimo local de f. Com x = 4, obtemos y = 4.
EXEMPLO 6.3.2 Determinar o ponto da curva vy :y = +/z, > 0, mais prézimo do ponto A(1,0).

Solugao: A fungdo que representa a distancia de um ponto P (z,+/z) da curva v ao ponto A (1,0)

vem dada por:

f@) = @-12+ (V) =V —at 1.

Observamos que esta fungao nao tem valor maximo, ja que Ilgrolo f () = 4+00. O tnico ponto critico de
f € a solugao da equagao [’ (z) =0, isto é:
20 — 1
2V/2? —x +1

Um célculo direto nos dd f”(1/2) = 1 > 0 e o ponto critico x = 1/2 ¢ de minimo local. O ponto

=0 x=1/2.

da curva < mais préximo de A (1,0) é, portanto, B(1/2,+/1/2). Por simplicidade, nos problemas de
distancia normalmente usamos a funcao que representa o quadrado da distdncia. Tendo em vista que a
funcao distdncia e o seu quadrado tém os mesmos pontos criticos, os pontos extremos serao os mesmos.

Ao usar este procedimento o valor extremo da distancia vem acompanhado da raiz quadrada.
EXEMPLO 6.3.3 Encontrar os pontos da hipérbole vy : % — y* = 1, mais prézimos do ponto A (0,—1).

Solugao: O quadrado da distancia f (z,y), de um ponto P (x,y) da hipérbole v ao ponto A (0,—1),
¢ dado por:

fla,y) =2+ (y+1)° (6.12)
e considerando que 22 = 1 + 52 eliminamos = na equacgdo (6.12) e obtemos a funcio de uma varidvel:

g =1+ +(y+1)> =22+ 2y +2,

com ponto critico y = —1/2, obtido da equagao ¢’ (y) = 0. Como ¢’ (—1/2) =4 > 0 segue que y = —1/2

é ponto de minimo local (e absoluto) da fun¢ao g (y) . Temos:

y=—-1/2=22=1+(-1/2)> =z = +V5/2
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e 0s ponto mais préximos sao, portanto, B (i\@/l —1/2). A distancia minima é:

e

d= xZB—ir(yB—i—l)Q: 5

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.3

10.

. Determine dois nimeros positivos x e y com produto p e cuja soma seja a menor possivel.

. Determine as dimensoes de uma caixa retangular de base quadrada, sem tampa, de forma que sua

drea total tenha um valor prefixado A e seu volume V seja o maior possivel.

. Demonstre que o retangulo de drea méxima inscrito em um circulo de raio r é um quadrado.

. De todos os tridngulos iséceles de igual perfmetro, o que tem maior drea é o tridngulo eqiiildtero.

. A figura ilustra dois corredores, de larguras a = /2 metros e A
= 4 metros, que se encontram num angulo reto. Calcule, em i L
metros, o comprimento L = dist(A; B) da menor viga que passa 6
horizontalmente de um corredor ao outro. Comece expressando \Q' B

L em fungao do angulo 6.

. Encontre sobre a curva 32 — 22 = 1, o ponto mais préximo do ponto A (—1,0).

Qual o niimero real positivo cuja diferencga entre ele e seu quadrado resulta no maior valor possivel?

. Qual ponto da pardbola y = 1 — 22 estd mais préximo da origem? (sug.: esse problema consiste

em minimizar a funcio f (z) = 22 + y? = 2? + (1 - :r2)2, que representa o quadrado da distdncia

de um ponto da pardbola & origem).

. Qual ponto da pardbola y = x? estd mais préximo da reta y = z —2? (sug.: minimize o quadrado

da distancia de um ponto a uma reta!).

Dentre todos os retdngulos com o mesmo perimetro p, mostre que o quadrado é o de maior drea.
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11. A figura ao lado ilustra a reta de equacdo y = mx+n, m <0,

Ya
passando no ponto A(3,2) do primeiro quadrante. \
(a) Expresse a drea do triangulo OBC' em fungao de n. CN\,_~~— y=mrn
(b) Determine m e n, de modo que a érea do triangulo OBC A

seja a menor possivel.

12. Encontre os comprimentos dos lados do retangulo de maior drea
que pode ser inscrito em um semicirculo de raio r, estando a

base do retangulo sobre o didmetro do semicirculo. (sug.: a

funcao a ser maximizada é a drea e esta vem dada por:

7|y
€
A =2xy = 2x\/r? — 22
13. Uma inddustria de embalagens de metal onde vocé trabalha é
escolhida para fornecer latinhas de cerveja de 500ml para um £
fabricante multinacional. O gerente da fdbrica descobre que
Yy

vocé é um funciondrio que ja estudou célculo e, por essa razao,
lhe procura e pergunta: as dimensoes da lata (altura e raio)

podem influir no custo da produgao? Recorde-se que a drea

total Ar e o volume V do cilindro de raio x e altura y sao

dados por: Ay = 2mx? + 212y e V = ma?y = 500.

14. Uma industria produz determinado artigo e vende-o com um lucro mensal dado pela expressao
L(q) = —¢® + 12¢*> + 60q — 4, onde q representa a quantidade produzida mensalmente. Qual a

producao que maximiza o lucro? Qual é esse lucro maximo?

15. A figura ilustra duas torres de altura, respectivamente, 50 e 30 metros, separadas por uma distancia

de 150 metros e um cabo guia deve ser estendido do ponto A até o topo de cada torre.

(a) Localize exatamente o ponto A de modo que o comprimento total do cabo seja minimo.
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(b) Mostre que o comprimento do cabo usado ¢ minimo sempre que os angulos em A sdo iguais,

independente da altura das torres.

50 m

30m

x

A 4

16. Uma drea retangular em uma fazenda serd cercada por um rio e nos outros trés lados por uma

17.

18.

cerca elétrica feita de um fio. Com 800m de fio a disposi¢do, qual é a maior drea que se pode

cercar e quais sdo suas dimensoes?

Uma folha com perimetro de 36m serd enrolada para formar
um cilindro, como é mostrado na figura ao lado. Que valores
de x e y fornecem o maior volume?

A mesma folha sofrerd uma revolucdo em torno de seu lado
y gerando um outro cilindro. Que valores de = e y fornecem,

agora, o maior volume?

Determine o raio r e a altura h do maior cilindro circular reto
que pode ser colocado dentro de uma esfera de raio v/3, como
sugere a figura ao lado. Recorde-se que o volume da esfera e

do cilindro sao dados, respectimaente por:

4
Vi = gwR3 e Vo =mrh.
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19. Se o perimetro do setor circular apresentado na figura ao lado
for fixado em 100m, que valores de r e s dardo ao setor a maior
drea? O perimetro e a drea do setor sao dados, respectivamente,
por:

100=2r+s e A:%

20. A figura ilustra um canal, cuja segao transversal tem o formato de um trapézio. A base e as
paredes do canal tém largura a = 80 ¢m e o angulo 6, de inclinacao das paredes, que produz a

maior vazao é o mesmo que produz a maior drea da secao transversal.

(a) Expresse a drea da segao transversal em funcao do angulo de inclinagao 6.

(b) Determine o angulo 6 que produz a maior vazao.

6.4 A Regra de L’Hopital

Johann Bernoulli descobriu uma regra para o cdlculo de limites de fragoes cujos numeradores e
denominadores tendem para zero. A regra é conhecida atualmente como Regra de L’Hopital, em
homenagem ao marqués de St. Mesme, Guillaume de L’Hépital (1661-1704), um nobre francés que

escreveu o primeiro texto elementar de célculo diferencial, onde a regra foi impressa pela primeira vez.
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> FORMA INDETERMINADA I:  0/0
Se as fungoes continuas f (z) e g (z) se anulam em = = a, entdo o limite:

. f(2)
:113(11 g (x)

nao pode ser calculado com a substituigao de = por a, j& que esta substituigdo produz a expressao 0/0,

sem significado algum, além de nao revelar a existéncia e, muito menos, o valor do limite. Recorde-

sent
se dos argumentos que utilizamos na Secao 5.4.2 para mostrar que %in(l)( > = 1, onde vemos

que a substituicdo de z por 0 produziu a forma indeterminada 0/0; o mesmo ocorre com o limite

. 1 —cosz . ..
hn}) < , que tem valor zero. Por outro lado, fomos bem sucedidos com o limite
r— x

o f @)= 1 (a)

T—a r—a

com o qual calculamos a derivada f’(a) e que sempre resulta na forma 0/0 com a substitui¢do x = a.
A Regra de L’Hopital nos permite usar derivadas para calcular limites que, abordados de outra forma,

conduzem a formas indeterminadas.

TEOREMA 6.4.1 (Regra de L’Hopital) Sejam f e g fungoes derivdveis em um intervalo aberto con-
tendo o ponto a, tais que f(a) = g(a) = 0, e suponhamos que ¢’ (x) # 0 nesse intervalo exceto,

possivelmente, em x = a. Entao:

(6.13)

desde que ezista o limite do lado direito de (6.13).

Alerta! Ao aplicar a Regra de Ilustracao: Aplicando a Regra de L’Hépital
1 —coszx
L’Hopital nao caia na armadilha de A expressao ) com x = 0 produz a indeter-
T+

usar a derivada de f/g. O quociente

/ /
a ser usado é —e nao () .
g g

minagao 0/0 e aplicando a regra (6.13), encontramos:

1 —cosx . senx 0
m ———-— = lim =—=0
z—0 x + x2 z—0 1+ 2z 1

> FORMAS INDETERMINADAS II: o0o/co, 0o X0 e oo — oo
Uma versao da Regra de L’Hopital também se aplica a quocientes que produzem as formas indeter-

minadas co/oo, 0o-0, 0o —oo. Por exemplo, se f (z) e g (z) tendem ao infinito, quando x — a, entéo a
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férmula (6.13) continua vélida, desde que o limite do lado direito exista. Aqui, como também na forma

indeterminada 0/0, o ponto a onde investigamos o limite pode ser finito ou +oc.

1
EXEMPLO 6.4.2 Calcular os limites:  (a) wEITP/Q <1?—3C‘é:p> (b) :p11—>120 <2I\1/:%> .

Solucao

(a) Note que o numerador e o denominador sendo descontinuos em = = 7/2, investigaremos os limites

laterais nesse ponto. Temos:

secx

t
lim — = (usar L’Hopital) =  lim SCTET _ lim senz = 1.
x—(m/2)” 1+tga

z—(7/2)" sec? x z—(m/2)”

813

O limite lateral a direita também é 1 e, neste caso, a forma indeterminada é ——. Logo, o limite
-0

existe e tem valor 1.

(b) Temos

1 1
lim — b Sl (usar L’Hopital) = lim /@

1

EXEMPLO 6.4.3 (usando as formas oo -0 e oo — 00) Calcular os limites:

1 1 1
li — b) li - — .
(a) xin;o (:C sen x) ( ) x% (senx CC)

Solugao

0.

(a) Temos que

T—00 t—0+

1 1
lim <x sen a:) = = (fazer t = 1/x) = lim <t sent) =1.

1
— — — 00 — 00. De maneira similar, se x — 07,
senx

(b) Se x — 07", entao senxz — 0T e, portanto,

entao — — — —0o0 4 0o0. Nenhuma das duas formas revela o que acontece com o limite. A
senx T
saida é somar as fragoes:
1 1 x—senx
senx T = Tsenx

para em seguida aplicarmos a Regra de L’Hopital ao resultado:

. 1 1 . xr—senx P . 1 —coszx
lim —— ] = lim—— = = (usar L'Hopital) = lim ——— =
z—0 \ senx T z—0 xsenx z—0senx + * cosx

, ) . sen x 0
= (usar L'Hopital) = lim =—=0.
z—02cosT —xsenx 2
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> FORMAS INDETERMINADAS III: 1, 0° e oo°

Os limites que produzem essas formas indeterminadas podem, as vezes, ser tratados utilizando-se
logaritmos. De fato, da relagao f (x) = exp [lnf (m)] deduzimos que:

limIn [f(z) ] =L = limexp [In f (z)] = exp Blgélnf ($)} =k (6.14)

r—a r—a

Em (6.14) o ponto limite a pode ser finito ou £oo.

T—00 r—0t T—00

1 x
EXEMPLO 6.4.4 Calcular os sequintes limites: (a) lim (1—1—3}) (b) lim (2%) (c) lim (2%/7).

Solucao
A continuidade da funcdo y = Inz, = > 0, nos permite escrever:

lim [In(f(z))] =In[ lim f(z)]

r—a Tr——a

e neste contexto, para calcular o limite de certa forma indeterminada, por exemplo, lim [ f (m)g(z)],
r—a
com g(z) — 0 e f () — oo, convertemos a indeterminagao oo de modo a usar a Regra de L'Hopital.

Se fizermos L = lim [ f(z)? (:E)] e aplicarmos o logarftmo, encontraremos:
r—a

InL =1In <lim If (x)g(x)D = lim [In (f (m)g(x)>] = lim [g(z)In f (z) ] = lim

r—a r—a r—a r—a

BN

00
e a ultima indeterminacao é do tipo —, compativel com a Regra de L'Hopital. O resultado do limite é,
00

portanto, L = eM.

(a) Trata-se de uma indeterminagao do tipo 1°°, a qual serd convertida em 0/0 por aplicagdo do

logaritimo. Considerando f (z) = (1 + 1/2)", temos:

In [f(z)] :1n<1+i>x:xln <1+i) _A+UD) e —exp [1“(1“/95)]

1/x 1/x
e, portanto:
. ) . In(1+41/z) .
xli}rglo f(x) = xh_)rglo exp [In(f (z))] = exp nggo <1/:c>} = m = (usar L'Hopital)

— exp | li ! —el=
= P 1m =€ = €.
T—00 1—|—1/:[;
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(b) Trata-se de uma indeterminagao do tipo 0° e procederemos como no ftem (a). Temos:

lim (%) = — lim exp[lnx ] = exp [ lim xlnx} = exp [ lim } =|exp(0/0)

z—07F z—07t z—0 z—07F 1/

1/x : 0
= sar L’Hopital) = e lim ——| =e lim (—z)| =€’ =1.
(usar opital) XPp L—>0+ Y ] Xp L—>O+( )]

0

(c) Agora, a indeterminacao é do tipo oo” e, mais uma vez, procedemos como no item (a). Temos:

lim (:pl/x) = = mli_)n;()exp [lnxl/x] = exp [hm ] = |exp(00/00)

Tr—00 T—00
1/x

1
= (usar L'Hopital) = exp [ lim {] = exp [ lim } =e¥=1.

Tr—00 Tr—00 I

Finalizamos esta se¢ao apresentando uma demonstracao da Regra de L'Hopital (6.13), no caso em
que o ponto limite a é finito, isto é, quando a for um nimero real. A demonstragdo é na verdade uma
aplicagao do Teorema do Valor Médio de Cauchy, que é uma versao um pouco mais geral do Teorema

do Valor Médio 6.2.2

TEOREMA 6.4.5 (Valor Médio de Cauchy) Suponha que as fungoes f e g sejam continuas no in-
tervalo fechado [a,b] e derivdveis no intervalo aberto (a,b) e suponha, ainda, que ¢’ (z) # 0 em qualquer

x do intervalo (a,b). Entdo existe um nimero ¢ em (a,b) tal que:

= . (6.15)

DEMONSTRACAO Daremos o roteiro e deixaremos os detalhes da demonstragao como parte do processo

de treinamento. Nao deixe de fazé-lo.

(i) Aplique o Teorema de Rolle para a fun¢do g em [a,b] e deduza que g (b) # g (a); essa condicao é

necessaria em (6.15).

(ii) Aplique o Teorema de Rolle a fungao

para deduzir que existe um nimero ¢ entre a e b, tal que F’ (¢) = 0 e a partir dessa igualdade

obtenha (6.15) W
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» DEMONSTRACAO DA REGRA DE L’'HOPITAL

Suponhamos que x esteja & direita do ponto limite a e apliquemos o TVM de Cauchy 6.4.5 no

intervalo [a, x| para encontrar ¢ entre a e z, tal que:

e, considerando que f (a) = g (a) = 0, obtemos:

I'©_ f@

g ) g()

A medida que z tende para a, o nimero ¢ também se aproxima de a, porque estd entre z e a, e tomando

(6.16)

o limite em (6.16), com x — a™, obtemos:

s (o) = [ ) = o [55) o

O caso em que z estd a esquerda de a o TVM de Cauchy 6.4.5 é aplicado no intervalo [z, a] e o limite

em (6.17) passa a ser o limite lateral & esquerda. W

OBSERVACAO 6.4.6 (sobre as formas 0 e 07°°) Seriam 0% e 07> formas indeterminadas? Pre-

suma que uma fungao f(x) é positiva em um intervalo aberto contendo a e que lim f (x) = 0.
T—a

(a) Se lim g (z) = oo, entdo lim [f (:E)g(x)} —0.

r—a

(b) Se lim g (z) = —o0, entdo lim [f (ac)g(z)} = 0.

r—a

Para comprovar (a) e (b), recordemos que exp (+00) = 400 e exp (—o0) = 0 e, assim, obtemos:

lim [f (x)g(x)} = exp [lim (9(x)In f ((L‘))} = exp [ (+00) - (—00) | = exp (Foo).

Tr—a Tr—a

OBSERVACAO 6.4.7 A func¢do f (x) =1In(Inx) tende para o infinito, quando x — 400, de forma mais

lenta que Inx. De fato, é claro In (Inx) — oo, com x — oo, e a lentidao é decorrente de:

In(1 1
lim M = (usar L'Hopital) = lim |[—| =0.
T—+00 Inx r—+oo [Inzx

OBSERVACAO 6.4.8 Por aplicacao sucessiva da Regra de L' Hépital é facil comprovar que a funcao
f(x) = e® cresce mais rdpido do que qualquer polinémio. De fato, denotando por n! (lé-se fatorial de

n) o numero natural 1 X 2 X 3 X -+ X n, temos:

n n!

. x .
lim —= lim —=0, n=12,3,...
r——+o00 et r—+o00 e¥
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> NOTA HISTORICA

L’Hospital, Guillaume Frangois Antoine de (1661-1704). No final de 1600, Johann
Bernoulli descobriu uma regra para calcular os limites das fragoes cujos numeradores
e denominadores fossem préximos de zero. Hoje a regra é conhecida como "Regra

de L Hospital". L Hospital (ou L'Hopital) era um nobre francés que escreveu um

texto de introducao ao cédlculo no qual a regra era apresentada pela primeira vez.
A regra de L'Hopital frequentemente apresenta resultados répidos e diretos e, algumas vezes, funciona
onde outros métodos falharam. Em 1691, Johann Bernoulli concordou em aceitar um saldrio de 300
libras por ano de seu antigo aluno L’Ho6pital para solucionar os problemas de célculo e manter o ex-
aluno atualizado sobre o assunto. Um desses problemas intitulava-se "problema 0/0", solucionado por
Bernoulli. Quando L'Hopital publicou seu livro de célculo em 1696, a regra de "0/0" era apresentada
como um teorema. Ele reconheceu sua divida para com Bernoulli e, para nao se intitular inico autor,
nao colocou seu nome no livro. Entretanto, Bernoulli acusou L'Hopital de plagio por publicar no livro
os resultados que ele obtivera.

Principal obra: O Primeiro Livro de Célculo - Analyse des infiniment petits pour 'intelligence des
linges courbes.

(fonte: Wikipédia)

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.4

1. Calcule os limites indicados.

. Inz . . 1)z . 1/z
)M ®) g velme () g D fy (4 +)
I T\ (6 tim geene i U0y i (1 — ¢
() Jim (i (f) lim z (g) lim —5—— (h) lim (1 - cosz)cotgz
In(1+t
@ i (5-v)ter G i 205D 0 tm ke ) fim o n/2 - arctg)

2. A Regra de 'Hopital ndo ajuda a encontrar os limites apresentados abaixo. Tente, vocé voltard

sempre ao mesmo ponto. Calclule os limites de outra maneira.

V9zr +1 t
@ tm Y2 o e 9T (o)t Y () lim BT
z—0oo y/x +1 a—(r/2)” tgT z—0t y/senx z—0T COSec T
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3. Qual estd correto e qual estd errado? Justifique suas respostas.

r-3 11 -3 0
i :32_3:(usarLHopltal):%1313%:6 (b) ili% m2_3:6:0

4. Em cada caso, construa duas fungoes derivaveis f e g, com lim f(xz) = lim g(z) = oo, que
T—00 Tr—00
satisfacam & condicdo especificada.
(a) lim /(@) =3 (b) lim /(@) =00 (c) lim /(@) = 0.
200 g (z) 7= g () 7= g ()
5. Considere as fungoes
r+2,sex#0 x+1,sex#0
f(x)= e g(z)=
0,sex=0 0, se x =0.
f'(z) f(x)

(a) Mostre que lim =2.

2—0 g ()

=1, e, contudo, lim
=0 g ()

(b) Por que isso nao contradiz a Regra de L'Hopital?

6.5 Assintotas

Suponhamos que o gréfico de certa fungao y = f (x) nao intercepta uma reta fixa r, mas a distancia
do gréfico a reta r torna-se arbitrariamente préxima de zero, & medida em que o ponto P (z, f (z))
do gréfico se afasta da origem, por exemplo. Esta é uma das situacbes em que a curva aproxima-se
assintdticamente da reta r, a qual recebe o nome de Reta Assintota do grafico da fungao y = f ().
H4& trés casos a considerar:
> ASSINTOTA HORIZONTAL A reta y = b é uma assintota horizontal do gréfico de y = f (z) se:

lim f(x)=b  ou lim f(z)=0. (6.18)

r—00 r——00

> ASSINTOTA VERTICAL A reta x = a ¢ uma assintota vertical do gréfico de y = f (z) se:

lim f(z) =400 ou lim f(z) = +oc. (6.19)

r—a™t T—a~
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Se a funcdo y = f (x) ¢ invertivel, a condicao (6.19) é equivalente a:

lim f~!(y)=a ou lim f~!(y) =a. (6.20)

Yy—00 Y——00

> ASSINTOTA OBLIQUA A retay =axz+b, a # 0, é uma assintota obliqua do grafico de y = f ()

se ocorrer:

lim |f (z) = (az+b)|=0. (6.21)

|z]—o0
EXEMPLO 6.5.1 A Figura 6.14 ilustra o grifico da fungdo y = x+ 1/z, x # 0, onde vemos o eizo Oy

como assintota vertical e a reta y = x como wma assintota obliqua.

ylk

«— )V =X

Figura 6.14: Gréfico de f (x) =z + 1/z, = # 0.

De fato:
(a) lim |f(z)—z|= lim |1/z|=0. (isto indica que y = x é uma assintota obliqua)
(b) 1im+ fx)=4c0 e lim f(x)=—oc. (isto indica que x =0 é uma assintota vertical)
z—0 z—0~

(c) O grifico nao toca o eizo Ox nem o eixzo Oy, jd que x # 0 e y # 0.

(d) Outras informagées sobre o grdfico sao obtidas a partir das derivadas:

fllx)=1-1/2* e f"(z)=2/2>



MODULO 6 DERIVADAS: aplicagoes 223

(i) f'(x) >0, selz|>1, e f(x) <0, sel|x| <1. Assim, f é decescente no intervalo —1 < z < 1
e crescente se x € (—oo,—1) U (1,400). Em = = 1 a fungdo tem um minimo local e em
x = —1 um mdzimo local, com f (1) =2 e f(—1) = —2.

(ii) f” (z) > 0 no intervalo (0,400), onde a concavidade é para cima, e f" (x) < 0 em (—o0,0)

e af a concavidade é para baixo.

> ESCREVENDO PARA APRENDER 6.5

1. Esboce o grafico de cada uma das funcoes definidas abaixo, indicando, quando possivel, os pontos

de maximo e minimo, os intervalos de crescimento ou decrescimento, inflexdes e concavidade e

assintotas.
@ f@)=a*=3c  (B)f@=a'-2 (©f@=0a"-2 @) @)=
T x2 22 x?
(e)f(x):g:i (f)f(:c):1+x2 (g)f(x)zl—; (h)f(ac)Zz,]ng2
T xt a3 T
0) £ ()= 5 Di@="0  Wf@=r /@)=

(@) f(z) =senz —cosz (1) f(x) =x—cosx (s) f(x) =cos’z (t) f(x) =tg’x

2. Verifique que cada curva 7 : y = f (z) sugerida abaixo possui ao menos um tipo de assintota.

(@)y=z+z (b)y=— ©y=rz—3 Wyv=tzg ©v=—""7—
z? 22 —1 22

(f) y= (g)y:\/m (h) y = () y= ——— (j)y:a:2e_9”

Vr+1 22 +1 2 1
: : . ) 4-a°
3. Determine a e b, de modo que y = ax + b seja uma assintota obliqua da curva y = T
x

4. Verifique que as retas ay + bz = 0 sio assintotas da hipérbole b?z? + a?y? = a?b?.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.1
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1. Uma maneira eficiente de comprovar que uma dada fungao f () nao tem mdximo (resp. minimo)

absoluto é mostrar que lim f (z) = 400 (resp. lim f () = —o0).

(a) A funcao nao tem extremos absolutos, porque lirin f(z) =+o0,eo0s pontos x1 =1l exy =2
T— 00

sao, respectivamente, pontos de méaximo e de minimo locais.

(b) 21 =0 e x93 = 3 s@o pontos de maximos absolutos, nos quais f atinge o valor 3; x3 = 2 é ponto

de minimo local com f (2) = —1; x4 = —2 é ponto de minimo absoluto com f (—2) = —17.

2. Representemos por xps e x,, 0s pontos de maximos absolutos e minimos absolutos, respectiva-

mente.
Max Loc Max Abs Min Loc Min Abs flza) e f(zm)
(a) | z1=1 nao ha x9 =2 nao ha xgrinoof (z) = £o0
(b)| x1=1 Ty =3 To =2 Tm =0 flxa) =125 f(xm) =3
()| z1=1 xp =3 nio hd | xm=3%exn =2 f(zm)=12; f(xn) =7
(d) | niohd |xy=lexy=35| niohd |zm=g5exym=2| f(zm)=8 f(zm)=7
(e) | z1=1 xy =1 T = Ty = 2 flzam)=8; f(axm) =T
3. Veja a tabela abaixo.
Max Loc | Max Abs | Min Loc | Min Abs flzm) e f(xm)
(a) /4 /4 5m/4 5m/4 flzp) =v2; f(zm)=—V2
(b) 1 1 nao ha nao ha | f(zar) =1/e; xll)r_noof = —0o0
(¢) | nao ha Oem nao hd /2 flem)=3;  f(zm)=-3
(d) | nao ha 0 nao ha +1 flm)=1  f(xm)=0
(e) | mao hd nao ha 1/3/2 nao ha
(f) | ndo hd | +/2/3 | niohd | -1, 0el
4. Min. Abs. z,, =1e z,, = 2; Max. Abs. x); = 1.
5. x = —1/2 é ponto de minimo local; a concavidade f é voltada para baixo no intervalo (—oo, —1)

e voltada para cima em (—1,+00).

6. Leitura do gréfico.

(a) f decresce em 1 < x < 2.6 e cresce em z > 2.6.
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(b) Min. Abs. em z,,, = 2.6 e Max. Abs. em z); = 1.
(c) = = 3.2 ¢ um ponto de inflexao.

(d) y =4 é uma assintota horizontal.
7. Leitura do gréfico.

(a) 2.

(b) Em [1,2], f" positiva e decrescente. Logo, f é crescente e seu grafico tem concavidade para
baixo.

(c) Sim, em z = 3.

(d) = =3 & maximo local, pois f' < 0, para z > 3, e f' > 0, para z < 3.

8. m=0oum=>5/4.

9. Um ponto de méximo ou minimo de f seria um ponto critico. Ocorre que f nio tem ponto critico!

10. Nos pontos = # 0 tem-se f'(x) = L # 0eem z = 0 a fungdo f nao é derivavel. Logo

2 x| /]|

f nao tem ponto critico. O méaximo e o minimo de f ocorrem nos pontos x = 2 e x = —1,

respectivamente.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.2

1. c=2V2
2. Nao ha contradi¢ao, porque f nao é derivavel em |0, 3].
3. Nao hé contradicao, porque f nao é derivdavel em | — 1,1].

4. Estamos diante de um problema de existéncia e unicidade. A existéncia é consequéncia do Teorema

do Valor Intermedidrio 4.1.9, tendo em vista que

lim (:U3 +x— 1) = Fo00.

r—=+o00

Aunicidade é obtida como conseqiiéncia do Teorema de Rolle, utilizando-se, para tanto, um argu-

mento de contradigao. De fato, se existissem dois valores a e b, tais que f (a) = f (b) = 0, existiria
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10.

11.

12.
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um nimero ¢, entre a e b, tal que f’(c) = 0. Ocorre que a derivada da fun¢do f (z) = 23 + 2z — 1

nao se anula em ponto algum.

. Se f(z)=€"+x,entdo f(1) >0e f(—1) < 0. A existéncia de uma raiz segue do TVI. Para a

unicidade, use o raciocicio do exercicio precedente.

. Se f(x) = arctgx + arccotgx, entdo f’'(x) = 0, de onde resulta que f(x) é constante. Como

f (1) =7/2, entao f (x) =m/2, V z, e dai segue o resultado.

A funcdo ¢ () = f(z)e " tem derivada nula em (a,b) e, sendo assim, ela é constante, isto &,

fx)e ™ =C.

. Se f'=¢', entao f (z) = g(x) + C e o valor da constante C é calculado com o dado f (1) =2. A

funcdo f ¢é, portanto, f (z) = 2* — 4z + 5.

. Inicialmente, recordamos que e* > 1, Va > 0, e considerando f (z) = e* — z, temos

ff(x)=e*—1>0, Vx>0,

e, portanto, f é nao decrescente em [0,+00). Logo, se x > 0, entdao f(x) > f(0) = 1, isto &,

e? —x > 1. Para concluir que
2

& >4zt
2
considere g (z) = e* — 1 —z — 122 e note que ¢’ (z) > 0, Vz > 0.

X

Sex>0ef(x):1+$

—In (1 + z), entao

1 1

— <0
(1—1—:1:)2 14+

fl@) =
e isso indica que f é decrescente em (0, +00) . Logo,

:c>0:>f(:1:)<f(0):>1+%—ln(1+x)<0.

Use o raciocinio de Exercicio 10, com f (z) =senz — x.

Se f(z) = 2 — zsenx — cosx, entdo f(0) = —1 e lirin f(z) = 400, e do TVI segue que
Tr— =00

f(z) tem ao menos uma raiz positiva e uma raiz negativa. Se f tivesse duas raizes positivas

(resp. negativas), entdo pelo Teorema de Rolle a derivada se anularia em algum z positivo (resp.

negativo). Ocorre que derivada f’(z) é nula apenas quando = = 0.
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13. Use o raciocinio do Exercicio 10, com f (0) =60 —tg#, 0 < § < 7/2, lembrando que no intervalo

0<6<m/2tem-se f'(0) =1—sec?d < 0.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.3

L.xe=\p e y=.D
2.b=+/A/3 e h=0b/2.
3. Quadrado de lado [ = rv/2.

4. Se x é a base e p = x + 2y é o perimetro, entao a drea do triangulo é S = %x/p2 — 2px, cujo ponto

de méximo ocorre em = = p/3. Logo x = y = p/3 e o tridngulo é equildtero.

5. Temos que 0 < 6 < m/2 e, portanto:

% =0« tanf = (\/5/4)1/3.

Logo,
cosf =+/1/3 e senf =+/2/3

e substituindo na expressdo de L (6), encontramos L = 3+/6 metros.
6. (—1/2,4+5/2)
7. 1/2.
8. (£v2/2,1/2).
9. (1/2,1/4).
10. O problema consiste em maximizar a fungao drea A (x) = xy, sendo 2x + 2y = p.

11. Temos yo =b =4 e xyp = —b/a = 6. A equagao da reta é 2z + 3y = 12.

2
12. 12 e TT

_ 50

13. z = {220
T2
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14. g=10 e Lumayx = L(10)

15. O comprimento total do cabo é:

L = /2500 + 22 + /900 + 32,

e por derivacao implicita, encontramos:
dL
— =0& 3z -5y =0.
dx
Ao comparar as equagoes x + y = 150 e 3z — 5y = 0, obtemos x = 93.75 e y = 56.25.
16. x =200 e gy =400.
17. As dimensoes da folha sdo z = 12 e y = 6. J4 o cilindro tem altura h =6 e 7 = 6/m.
18. h=2er =12
19. r =25¢e s = 50.

20. 6 = /3 rad ou 6 = 60°.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.4

1. Apos a indeterminagao especificada no box, aplicamos a Regra de L'Hopital.

. Inz . 1/x
@) tim 5 =[5 =t T =1
. . Inzx = . 1/x .
O g vete = I 1 = 2= 0 T = R BV 20

1 1 1
(¢) lim 2% = lim exp (M> = exp ( lim M) =|exp (%) = exp ( lim > =1.
T—00 T—00 €T r—00 I T—00 I
} 2

In(1+2)

(d) lim (14 2)Y* = exp [lin%)

r—0

. 1
= exp(%) :exp<i1£%1+m> —e

T
- In
T . 142
—— | =exp | lim ———%
T

T—00 1/33

) —x
= exp(%) = exp (xhigoljtx) =1/e.

1 2
(f) lim z°"% = lim exp< ne > =|exp (—%) = exp (— lim Sen m) =1.

z—0+ z—0+ 1/senz z—0+ T COST
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In(1—x) -1

tim U [ i =0
(g) lim —o— ~|= i
1 - 2 -1
(h) lim (1 — cosz)cotgx = lim (1—cosz)cosz — 19 = 1lim senz (2cosz — 1) —0
r—0 z—0 senx 20 COS T
3 —y)sen —seny + (5 — y) cos
0) tim (5 -y)tany = tim UMY [0y, Zsenyt (G —pjeosy
y—m/2 y—m/2 cos Yy y—/2 —seny
In(1+4¢ tln?2
() @+ )y 202y

. e [ _ 1 n(e+en)] ooy m L) 2
(k) lim ( + ") ;grg)exp[ - exp () | = exp | lim ——— | =¢*.

2

B L 2 — arctanzx o € _
() tim 2 (5 - arctanz) =[50 x 0] = lim =[§]= Jim =1

T—00 r—00

2. Limite sem a Regra de L’Hopital.

r—o0 (/o + V1t 1/z
1

(b) lm 2L = lim —1.

1‘—)(7‘(‘/2) tanx z—(m/2)” SENT

li lim —=1. ... .. limite funda I: i =1
(C) xi»%lJr \/senx acgg+ sen x (limite fundamenta praay sinx )

t

(d) lim 8T _ fim cosz = 1.

z—0t COsec T z—0t

3. O ftem (a) estd incorreto, porque a Regra de L'Hopital nao se aplica. O ftem (b) estd correto; o

limite é calculado com a substituicao x = 3.

4. Considere os seguintes pares de funcgoes:
(a) f(z) =327 eg(z)=a® (b) f(x)=32"eg(z)=2 (c) f(z)=3zeg(zx)=2a>
5. A regra de L'Hopital nao se aplica.

(a) Temos que

/
f(x):limlzl e lim (x)zlimm+2:
—0 g’ (.’L’) z—0 1 z—0 g (:I,’) z—0x + 1

(b) Esse exemplo nao viola a Regra de L'Hopital, porque as fun¢oes envolvidas nao sdo derivédveis

em x = 0 e, portanto, a regra nao se aplica.

ESCREVENDO PARA A PRENDER 6.5
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1. Antes de esbocar o grafico nao esqueca de determinar os pontos extremos , as regides de crescimento

ou decrescimento e as inflexoes da funcao, caso existam.

L G A
(a) (b) ()
Yy Y A ya
; e .
\\ -
(d) (e) ()
Y A
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8Y

~aVv
—~ sV

S

8Y
8Y

(m) (n) (0)

2. As conclusdes se baseiam em (6.18), (6.19) e (6.21).

(a) x =0 é uma assintota vertical, porque lim+ f(z) = —o0.
z—0

(b) x = 0 é uma assintota vertical, porque liH(l) f () = 4+00. O eixo = é uma assintota horizontal.
Tr—

(¢) Temos que limjE f (z) = 00 e isso indica que as retas z = 2 sao assintotas verticais. Por
r—+2

outro lado, usando a regra de L'Hoépital, temos:

2
. ) x
e, portanto, y = 1 é uma assintota horizontal.
(d) Ao calcular lim |f (z) — x|, obtemos:
T— 00
| ol
AE @ =ty =0

de onde concluimos que y = x é uma assintota (obliqua) ao grafico de f (z).

(e) A reta x =1 é uma assintota vertical e y = z é uma assintota obliqua.
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(f) x =1 é uma assintota vertical.
(g) y = £z sdo assintotas obliquas.
(h) y =1 é uma assintota horizontal.

(i) Temos:

1.2

lim ——— =+
r—+1t /2 — 1

e, portanto, z = +1 sdo assintotas verticais. Para verificar que y = x é uma assintota obliqua,

note que:
I ‘ r I ! 0
im |——— —z| = lim =0.
=00 | /22 — 1 200 ‘x—i—x\/l—l/:v?‘\/l—l/xz
De modo similar, temos:
2
T 1
lim '—I—x = lim =0.
e=moo |2 — 1 e ‘9@—9{:\/1—1/3132‘\/1—1/952
e isto indica que y = —x é também assintota obliqua.
(j) Temos:
lim z%e ™ =0
r— 00
e, portanto, a curva é assintdtica ao eixo x.
3. O problema consiste em determinar a e b, com a # 0, tais que:
4 — 2
lim :E —(ax+b))=0.
z—oo | T +
Um célculo direto nos dd a = b= —1.
4. Se y > 0, entdo mostre que:
lim |2v/a2 + 22 — (i%c)‘ =0.
z—doo | @ @

Raciocinio semelhante se aplica no caso em que y < 0.
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Introducao

Inicialmente, como motivagao, vamos considerar trés problemas tipicos do célculo.
B PROBLEMA I: Encontrar a curva v do plano zy que passa no ponto A (1, —1) e, no ponto genérico
P (z,y), tem declividade 3z%. Olhando a curva v como o grafico de certa funcio y = f (z), temos

y' = 322 e a curva v é governada por uma equacao do tipo y = 23 4+ C, sendo C constante, ji que:

y = % (m3+0) = 322

Considerando que a curva passa no ponto A (1, —1), encontramos:

-1=1¥+C&C=-2

e, sendo assim, a curva « é o grafico da funcio y = 3 — 2. O raciocinio por tras do método consiste em

encontrar uma funcdo F (z), tal que F’ (z) = 322 ¢ F (1) = —1.

B PROBLEMA II (AREA COMO LIMITE DE SOMAS): Neste problema modelo, vamos calcular a drea

da parte do plano zy entre o eixo Oz, a reta x = 1 e a pardbola y = x2, ilustrada na Figura 7.1.

A
bl y
y=x? i
0 I x ) 1 g

Figura 7.1: Regiao D. Figura 7.2: Areas Elementares.
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O método consiste em particionar o intervalo [0,1] em subintervalos de comprimento Az = 1/n,
sendo n um numero natural, e aproximar a drea pela soma das dreas dos retdngulos elementares de
base Az = 1/n e altura h = (k/n)*, k = 1,2,3,...n, como ilustra a Figura 7.2, no caso n = 6. Um
retangulo genérico de base Az = 1/n e altura h = (kz/n)2 tem drea Ay = k/n3, k=1,2,3,...,n,¢ea

soma Ay + As + -+ - + A, é uma aproximagao, por excesso, da drea procurada, isto é:

1 22 33 n?
A(D) ~ A1+A2+---+An:$+$+$+---+$

1
= S[IPH2aFhn?]
n
Agora, usando o Método de Inducdo Finita, demonstra-se que:
1
124224324424 ...n2 = 6[n(n+1) (2n+1)}

e, portanto:
1 1 1

AD)~ a4 )@t )] =54 o 4oy

(7.1)

A aproximagao em (7.1) serd tao melhor quanto maior for o nimero n e é natural pensar na drea como
o limite com n — oo e, desta forma, encontramos:

1 1 1 1

AD)=lm (-+—+— | ==.

(D) n—00 <3+2n+6n2> 3

3
T
Por fim, ressaltamos que a fungao F' (z) = 3 é tal que:

H PROBLEMA III (UM VOLUME DE REVOLUCAO): A curvay:y = (H/R)z, 0 <z < R, gira em
torno do eixo Oy, produzindo um cone de revolucao de raio R e altura H, ilustrado na Figura 7.3.

Imitando o processo usado o Problema II, deixe-nos considerar no eixo Oy a seguinte particao do
intervalo [0, H] :

H 2H 3H nH
I< —<—<—/—<.--<—=H,
n n n

onde cada subintervalo tem comprimento H/n.
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Y 4
R
H G &
de ..............................
«~—y=(H/R)x
0 >
X

Figura 7.3: Cone de Revolugao.

O volume da fatia infinitesimal dV}, é aproximada pelo volume dV do cilindro de altura dy = kH/n
e raio kR/n, isto é:

Tk?R2H

dVi, ~ m (kR/n)? (kH/n) = ——, k=1,23...n,

e o volume do cone é aproximado pela soma dos volumes elementares: dVy + dVa + dV3 + -+ - 4+ dV},.

Assim, o volume V do cone é dado por:

V = lim (dV1+dVa+dVs+---+dV,)
TR?*H

n— o0 n3

1
(12422 +3°+.-+n?) =§7TR2H.

7.1 Primitivas

Dada uma fungao real continua f : [a,b] — R, por Primitiva ou Antiderivada de f (x) no intervalo

[a, b] entendemos qualquer fungao derivdvel F : [a,b] — R, tal que:
F'(z)=f(z), a<z<hbh.

Um fato simples, mas fundamental é que duas primitivas F'(z) e G () de uma dada fungao f (x)
diferem por uma constante. De fato, sendo F (z) e G (x) primitivas de f (x), entdo F’' (z) = f(x) e

G’ (z) = f (z) em [a,b], de modo que:

dz
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e, portanto, F' (z) — G (x) = C, V z, sendo C uma constante.

EXEMPLO 7.1.1 As primitivas elementares sdo obtidas a partir das regras de derivagdo. Na tabela

abaizo exibimos a fungao f (z), sua derivada f'(x) e suas primitivas F (x).

PFuncéo Derivada Primitiva

f(z) = 22 f'(z) =2z F(z)=2%/3+C

f@)=1/z | f'(z)=-1/22 | F(z)=In|z|+C, 2 #0
f(x)=cosz | f'(z) = —senx F(z) =senz+C

f(x)=¢€" f(z) = F(z)=€e"+C

f(x)=5z* | f (x)=2023 F(x)=2°+C

2P+l
EXEMPLO 7.1.2 Dado um nimero real p # —1, as primitivas de f (x) = 2P sio F (z) = P +C.

De fato, por derivagdo, temos:

F'(z) = (p+1)aP =aP = f(x), Vaz.

p+ p+1
EXEMPLO 7.1.3 Para cada constante real C, a fun¢io F (z) = Inz + 13: + C' é uma primitiva de
f(x) = 1/x + 2%, no intervalo 0 < x < oo, e a primitiva que satisfaz F (1) = 2 é determinada ao
encontrar o valor de C. Temos:
13
F(l):2<:>2:ln1+§+0(:>0:5/3

e a primitiva particular é F (z) = Inz + f23 4+ 5/3.

As primitivas de f constituem a Integral Indefinida de f e anotamos:

/f(:n)d:n:F(J:)+C,

sendo C' constante e F'(x) uma primitiva particular de f (z). A seguir apresentamos as derivadas e

primitivas das fungoes usuais do céalculo.
B TABELAI: REGRAS BASICAS DE DERIVACAO

1. Regra da soma: ...........c.coiiiiiiiiiiiii (u+k-v) =u+k-v, kconstante

2. Regra do Produto: ... ... (uw-v) =u - -v+u-
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/ v —u-v
3. Regra do Quociente: ... ... <E> = %
v v

4. Regra da Poténcia: ......... . i dci [2P] = paP~!

5. Regrada Cadeia I: ... . A1 f(u(@)] = f'(u(z) - (z)
d df d

6. Regra da Cadeia II: (Notacao de Leibniz) ..... ..o, f = 4 du

dr du dz

B TABELA II: AS FUNGOES ELEMENTARES E SUAS DERIVADAS

1. Poténcia de T: ... aP;  D(zP) = paP~!
2. Logaritmo Natural de x: ... ... ... .o Inzou logz; D(lnz)=1/z, x>0
3. Exponencial de : ... e’ ou expx; D(e®)=¢€"
4. Seno de T: L sinz ousenx; D(senz)=cosz
5. CoSSENO0 de @1 oottt cosz; D(cosz)=—senx
6. Tangente de T: ...t tanxz outgzr; D(tanz) = sec®x
7. Secante de 1 ... secx D(secx)=seczxtanz
8. Cotangente de T ... ...iiiiiiiiii cot z ou cotgx; D(cotw) = — cosec? x
9. Cossecante de @: ...l cscx ou cosecw; D(cosecx) = — cosecx cotgx

Se f (z) ¢ uma func¢ao cuja derivada nao se nula no intervalo (a, b), entao sua inversa g (y) é derivavel

no intervalo (¢, d), imagem do intervalo (a,b), com derivada:

! —L a<x = f(x
g(y)—f,(x)7 <z<b y=f(z). (7.2)

Com auxilio da férmula (7.2) podemos chegar as derivadas das fungdes trigonométricas inversas, em

um intervalo adequado.

1
V1— 22’

1
2. Derivada do Arcocosseno: ..................oiial D(arccosz) = ———, 0<z <.

V1—22

1. Derivada do Arcoseno: ..............c.coiiiiiia... D(arcsenz) = —m/2<x<T/2
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1
3. Derivada do Arcotangente: .................... ... ... D(arctgz) = 112 —m/2 <z <T/2.
x
. 1
4. Derivada do Arcocotangente: ............... ... ..... D(arccotgx) = 22 0<z<m/2
x
5. Derivada do A ¢ D ) ! 2] > 1
. Derivada do Arcosecante: —..............oiiiiiiiiii... arcsecr) = ———, |« .
|z|vVa? —1
. 1
6. Derivada do Arcocosecante: ......................... D(arccosecx) = — |z| > 1.

lz|va2 =1

B TABELA III: TABELA BASICA DE PRIMITIVAS A partir das derivadas das funcoes bésicas, obte-

mos a seguinte tabela de primitivas:

01. /ccpda:: 1 +C, p#-1 02. /secQ:xdm:tanx—i—C'
p

03. da:—log|ac]+C r#0 04. /COSGC2xd1‘=—COtg$+C

05. efder =e* 4+ C 06. /secmtanmdaz =secx +C

_ cos(kz)
k

+C 10. /cos(kw)dac = sen(kz) +C

09.
k

sen(kz)dr =

11. = arcsenz + C 12

€T
lfz ' /\/1:62
13. / = arctanz + C 14.
14 22

07. /amda:——FC a>0ea#1 08. /coseccccotxdx:—cosecx—i-c

= —arccosz + C

/ de tgx + C
———— = —arccotgx
V1+a?

15. = arcsecx + C 16. —arccosecz + C

J v Iy =

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1

1. Em cada caso, determine a primitiva F' (z) da fungao f (z), satisfazendo a condigao especificada.

(2) f(z)=Va; F(1)=2 (b) f(z) =2 +1/a% F(1)=0 (c) f(z)=(z+1)""; F(0) =2,

2. Certa fungao derivavel f (z) é tal que f(z) > 0, Vx, e f(1) = 1. Sabendo que f'(z) = zf (),

encontre a expressao que representa f (x). (sug.: derive a fungao g(x) = In[f(z)])
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3. Sejam f e g fungdes derivaveis em R e suponha que f(0) = 0e g(0) = 1. Se f'(x) = g(z) e
g (z) = —f (x), Yo, mostre que funcio h (z) = [f (z) —sen z]? + [g (x) — cos 2]? tem derivada nula

e, portanto, é constante. A partir dai deduza que f () =senz e g (z) = cosz.

4. Em cada caso, calcule a integral indefinida / f(z)dx.

@f=a"-r  O)f= 5+t  ©f=2ems- 5 @) f=(+e)
(&) f=(1+2%)"" () f=ta—VIta () f=Va+sec’s (h)f=2a"Vz
(i) f =27 4 e*H! G) f=2+a*4+cos(2zx) (k) f=sec®(4z+2) (1) f=cos’x

(m) f =2+sen?z (n) f = sec(2z)tg (22) O f=@+Dzt (p)f=z@+1)""!

5. Mostre que F (z) = :l:%exp (£2P), p # 0, é a primitiva de f(z) = xP~lexp (£aP), tal que

F (0) = £1/p. Agora, em cada caso escolha p e calcule as integrais indefinidas:

(a) / voxp (a2) dz (b) / @(1)(\/\/?@ (©) / voxp (—a2)dz (d) / 2 exp (—a) de.

6. Determine a funcio f que satisfaz a: f” (z) =22 +e%, f(0)=2e f'(0) = 1.

7.2 A integral como area

Assim como a derivada, a integral, que passaremos a definir, tem origem geométrica. Deixe-nos
considerar uma funcao continua y = f (z), a < x < b, que, por simplicidade, serd suposta nao negativa,
isto &, f () > 0, para todo x no intervalo [a, b] . Na Figura (7.4) ilustramos a derivada como declividade
da reta tangente ao gréfico da funcao f, enquanto a Figura (7.5) ilustra o retdngulo elementar dA, de
base infinitesimal Ax e altura f (z), utilizado na aproximagao da drea sob o grafico de f.

A drea da regiao D acima do eixo Oz, delimitada pelo o grafico da fungido f e pelas retas x = a e

x = b é aproximada pela soma das dreas dos retangulos elementares dA e, assim, temos:

AD) =Y dA=)" f(z)Az. (7.3)
Ax Ax
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?JT YA
o4 TJ‘(X) y Tfm
=116
dA D
: —p : —P
azx b =z a / Ax'\ b =
X X+ AX

tan0 = £ (x) dA4 = flx)Ax

Figura 7.4: A derivada f'(x). Figura 7.5: A Area Elementar dA.

Demonstra-se que a soma do lado direito de (7.3) tem limite finito, com Az — 0, e este limite, que ¢ o

valor da drea A (D), serd indicado por:

/b ' fla)de = lim (% f(x)d:p) — A(D) (7.4)

e na literatura recebe o nome de Integral Definida de f no intervalo [a,b]. E claro que se a = b, entdo

entao a regiao D se reduz a um segmento de reta e temos:
a
/ f(x)dz =0.
a

b
Ao escrever / f (z) dz estamos admitindo a < b e, por definigao, estabelecemos que:
a

/ba f(z)dx = — /ab f(z)dx. (7.5)

O sinal negativo no lado direito de (7.5) aparece ao inverter a orientag¢do do intervalo [a, b].
Sobre o simbolo de integral introduzido em (7.4), destacamos:

(a) O simbolo / faz referéncia a letra S e indica soma de infinitésimos (as dreas elementares dA).
(b) Os numeros a e b sao os limites de integra¢ao e a funcao f (x) recebe o nome de integrando.

(c¢) Normalmente se usa dx para indicar o infinitésimo no eixo Ox. Ele representa a base do retangulo

elementar dA e indica que = é a varidvel de integragdo. Assim:

/abf(x)dx:/abf(t)dt:/abf(g)dg’ e



MODULO 7 PRIMITIVAS & INTEGRAIS 241

B PROPRIEDADES BASICAS: As propriedades da integral dadas a seguir ou sao consequéncias das
propriedades do limite ou seguem do conceito de integral como drea. No caso em que o grafico de certa
funcao g : [c,d] — R situa-se abaixo do eixo Oz, teremos g () < 0 no intervalo ¢ < x < d e, portanto,

g (x) Az < 0. Logo, dA ~ —g (z) dz e assim:

Az—0

A(D) =— lim (Zg (x) Am) =— /abg (x) dz. (7.6)

A Figura 7.6 ilustra os casos com f > 0e g <0.

— y=/fx)

a b o @ X
L y=g)

b d
Figura 7.6: A (Dy) :/ f(zx)de e A(Dy)= —/ g (x)dz.

(P1) Linearidade: Se f(z) e g(z) sao duas fungdes continuas no intervalo a < x < b e k é uma

constante, entao:

/ab [f(z) + g(z)]dz = /ab f(z)dz + /abg(m)dx e /ab [k fa)]de =F- /abf(x)d:p. (7.7)

(P2) Aditividade: Dado um nimero real ¢ entre a e b, entao:

/acf(x)d:c+/cbf(:z:)d:c:/abf(x)daz (7.8)

como ilustrado na Figura 7.7. A drea da regidao D sob o gréfico ¢ A(D) = A(D1)+ A(D>).

(P3) Desigualdades: Se f (z) < g(z) no intervalo a < x < b, entao:

[ e < [ gt

(7.9)
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Figura 7.7: A (Dl U D2) =A (Dl) + A <D2) .

Como consequéncia de (7.9) e das desigualdades — | f ()| < f (z) < |f (z)|, deduzimos que:

‘/abf(:p)da:) < /abyf(x)}dx. (7.10)

OBSERVACGAO 7.2.1 Uma fungao f : [a,b] — R é dita continua por partes ou parcialmente continua

quando ela for continua no intervalo [a,b], exceto, possivelmente, em uma quantidade finita de pontos
x1, T2, ..., Tg do intervalo [a,b]. Uma tal fungao com limites laterais finitos nas possiveis descon-

tinuidades x1 < w3 < ... < xR € inlegrdvel em [a,b] e temos:

/abf(x)dx:/(:01f(x)dx_i_/g:Qf(x)dx_i_/g:sf(x)dx-i-..--l—/wif(ﬂf)dx. (7.11)

A Figura 7.8 ilustra o grifico de uma func¢do f continua por partes onde vemos as descontinuidades nos

(f“m %

X3b5c

pontos x1, T2 € T3.

f3

Figura 7.8: Funcao Continua por Partes

B O TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO: Dada uma fungao continua f : [a,b] — R, deixe-nos
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considerar a funcao F': [a,b] — R, definida por:

F(a:):/xf(t)dt, 0<z<b (7.12)

No caso em que f(z) ¢ uma funcdo nao negativa, o valor F'(x) é precisamente a drea abaixo do

grifico de f, entre t = a e t = x, como ilustra a Figura 7.9.

y“ ylk
= ¢ y = A1)
—7 S0 L
F) | d4 F(x + Ax)
a > a / \ b ;t
x x\+Ax bt X X+ Ax

Figura 7.9: F (x + Az) — F (z) = dA ~ f (z) Ax.

O Teorema Fundamental do Célculo estabelece que F (z) é uma primitiva de f (z) e para comprova—

lo, olhamos a Figura 7.9 para deduzir que:

Fz+Az)—F(z) 1 B
) ~ o [f () A] = £ (@) (7.13)

e fazendo Az — 0 em (7.13), encontramos:

= f(x). |

F(z+ Azx) — F(:c)}
Az—0

F'(z) = lim [ s
A primitiva dada por (7.12) é tal que F'(a) = 0 e qualquer outra primitiva G (z) ¢ da forma:
G (z) :F(;c)—i-C’:/ Ft)dt+C

e considerando = = a, obtemos C' = G (a), de modo que:

b
/ F@)dz = Gb) — Gla). (7.14)

O Teorema Fundamental do Célculo, que é um instrumento 1til no cdlculo de integrais definidas, se

apresenta sob duas formas equivalentes:

d x
(1) Derivada sob o sinal de integral: ........................ d/ f@)ydt = f(z), a<z<b.
xz a
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(2) Integral da derivada: .................c..iiiiiii... /I f'#®)dt = f(z) — f(a), a<z<b.

EXEMPLO 7.2.2 Para calcular a drea da regicgo D = Dy U Da, ilustrada na Figura 7.10, usamos a

propriedade aditiva (7.11) e um cdlculo direto nos da:

2 471 292
/f daj—/ 3d$—|—/1(:L‘/Q)da::[Z}O+;[Z}1:i+izl.

x/2

Figura 7.10: Regiao do Exemplo 7.2.2.

EXEMPLO 7.2.3 (Area entre duas Curvas) Calcular a drea da regiaco D do primeiro quadrante,

entre as curvas y = x> ey = x. A Figura 7.11 ilustra graficamente a situacdo geral, onde vemos que:

a0 v . yrsn
oy

[§8]

-y =f(x)

> >
a b X O 1 X
Figura 7.11: Area entre duas curvas. Figura 7.12: Area entre duas curvas.

A(D) = / ' [g(:c) - f(:c)}dx. (7.15)

No caso particular das curvas y = 22 e y = x, ilustrado na Figura 7.12, encontramos:

A(D):/O1 (z—2?)dx = F;K— [ﬂ:zua
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ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2

1. Se k & um nimero inteiro nao negativo, calcule o valor de:

2m ™ w/4
(a) /0 sen (kt)dt (b) /_7r cos (kt) sen (kt)dt (c) /0 [ cos? (kt) — sen? (kt) | dt.

2. Encontre a equagao da curva que passa no ponto A (—3,0) e cuja inclinagao da reta tangente, em

cada um de seus pontos (z,y), ¢ m(z) = 2z + 1.

3. DERIVAGAO SOB O SINAL DE INTEGRAL Deixe f ser uma fun¢ao continua em [a, b] e suponha

que « (z) e B (x) sejam fungoes de (a,b) — [a, b] derivdveis. Se
B(x)
o (@) =/( @

mostre que ¢ é derivdvel em (a,b) e deduza a Regra de Leibniz:
o' (x) = f (B (2) B (x) — f(a(z) o (2). (7.16)

4. Usando a Regra de Leibniz (7.16), calcule ¢’ (z) em cada caso abaixo:

(a) o (x) = / "YTE A (b) o (2) = / TP dt () o) = / T cos (12) dt.
1 cosT z2—1
5. Em cada caso abaixo, calcule a integral definida de f, no intervalo I indicado.

z,sex <0

(a) I =[-11]; f(z)= (b) I =1[-2,2]; f(z)=|z—1
22—xz+1,sex>0

(©) I=[=m,7]; f(x) = fsena] (@) I = [-m,7); f () = o +]cosa

(e) I =1[-3,5]; f(z)=|a® -3z +2| () I=[-m7] f(z)=2—|z]

6. Em cada caso, calcule a drea da regiao R.

Yey=a? para0 <z <1,

(a) R é delimitada pelas curvas y = =
(b) R ¢é delimitada pelas curvas y = ¢/z e y = 23, para 0 < x < 1.
(c) R é delimitada pelas curvas y = |z| e y = —22, para —1 <z < 1.

(d) R é delimitada pelas curvas y = —x2 + 4 e y = 2.
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(e) R é delimitada pelo eixo y e pelas curvas y = senz e y = cosz, para 0 < z < 7 /4.
(f) R é delimitada pelas retas z = 0, z = 1, y = 2 e pela pardbola y = 2.

(g) R ¢é delimitada pelas curvas y = 2% e y = /.

(h) R é delimitada pela curva y = \/z e pelas retas y =z —2 e y = 0.

(i) R ¢é delimitada pela curva y = 23 — 622 + 82 e o eixo z.

(j) R é delimitada pelas pardbolas y = —2% + 62 e y = 2% — 2u.
7. Em cada caso, esboce o gréafico da regiao R e calcule sua drea.

(a) R={(z,y) eR%, tal que 0 <z <2ea?<y<4}.

(b) R={(z,y) €R? talque x >0 e 2? — 2 <y < —x2+ 5z}.
(c) R={(z,y) eR* talque 0 <z <1/yel<y<2}

(d) R={(z,y) €eR%, talque 0 < x < lez?<y< x}

(e) R={(z,y) €R% talque -1 <z <1e0<y< |z}

8. Considere a func¢ao f : R — R, definida por:

24 23 /4, para x < 0
f@)=q 22—z —2,para0<z<3

16 — 4z, para x > 3.

5
Calcule / f () dx e, também, a drea entre o grafico de f e o eixo =, de v = —2 até x = 5. Por
-2

que o valor da integral e o valor da &drea sao distintos?

9. Em cada caso, identifique a regiao do plano xy cuja édrea é representada pela integral e calcule o
valor da &rea.
1 1 0 -3 0 4
(a) /0 dz (b) /0 2wdr (o) /_1 (4+ 32) da (d)/_5 (:B+5)d:r~|—/_32dx+/0 (2= /3) da.
10. Suponha que f : [—a,a] — R seja uma fungao par e que g : [—a,a] — R seja uma fungao impar.
Mostre que:

_Zf@)d:c:Q/Oaf(x)dm e /_Zg(a:)d:c:O.
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11. Considere a fungdo y = f (t), ilustrada na Figura 7.13 e defina a fungao ¢ por:

s@)= [ faya

Calcule g (0), g(1), g(2), g(3) e g(6). Em que intervalo a funcdo g estd crescendo? Quando g

atinge seu valor maximo?

YA y=f(t)

Figura 7.13: Fungao y = f (¢) do Exercicio 11.

7.3 Integrais Improéprias

Quando a fun¢ao f(x) ndo é limitada no intervalo [a,b] ou este inetrvalo nao é limitado (isto
ocorre se a = —oo0 ou b = o0) a integral de f no intervalo (a,b) denominar-se-a Integral Impropria. A
integral imprépria de f pode ser convergente ou divergente, conforme ela tenha um valor real ou nao.
Investiguemos a convergéncia ou nao das seguintes integrais impréprias:

1 o0 0 +00
W [F o[ e T @[ e
Notamos que em (a) e (c) os respectivos integrandos nao sao limitados, tendo em vista que:

:cli%l+ (1/vVz) =400 e lim (1/z) = —oc.

z—0~
e nos outros casos, o intervalo de integragao nao é limitado.

(a) Temos:
Vdx . Vda , 1 .
e dim | o= i [ova] =2t (VI-Va) <2
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e a integral imprépria converge e tem valor 2.

(b) Usando F (z) = arctanz como primitiva de (1+ x2)_1, lembrando que lim (arctanz) = 7/2 e
T—00

arctan 0 = 0, encontramos:

> b d b
/ 7‘%2 = lim / ’ 5 = lim [arctan:p] = lim (arctanb) = m/2.
0 1+=x b—oo Jo 1+2x b—oo 0 T—00
A integral é convergente e tem valor 7/2.

(c) Neste caso, a integral é divergente, porque:

0 d b d
Y im Y im [ln|x|} = lim In|b| = —oc.
1z b—0—-J_1 b—0~ b—0~

(d) Um célculo direto nos da:

400 b
/ exp (—z)dx = hm exp (—z)dz = — lim {eib - eb} = +o00

0o b—oo J b—oo

de onde resulta que a integral é divergente.

EXEMPLO 7.3.1 Usando a primitiva F (z) = —%exp (—xz) da fungao f(x) = zexp (—x2), estabele-

cida no Exercicio 5 da se¢do Escrevendo para Aprender 7.1, encontramos:

/O vexp (—a?) do = lim [—;exp(—x2)]o——1/2

—00 B——o0 a

de onde resulta que a integral é convergente e tem valor —1/2.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.3

1. Investigue a convergéncia ou divergéncia das seguintes integrais impréprias.

@ | j% o[ @[ @ [ @ [T

2. Use F (x) = (1+ )" como primitiva de f (z) = In (1 + z) e investigue a converéncia ou nao da

/0 dx
_11+IL’.

integral imprépria:
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3. Verifique que F (z) = (5 — z) " & primitiva de f (z) = (5 — x)? e estude a natureza (convergente

ou divergente) da integral imprépria:

7.4 Mudanca de Variavel

A férmula de Mudanga de Varidvel tem sua origem na Regra da Cadeia. Se F' () é uma primitiva

de f (z) e g(x) ¢ uma funcao derivdvel nos pontos da imagem de f, segue da Regra da Cadeia que:

—[Fg@)]=F'(9(x))-¢ () = f(9(2) ¢ () (7.17)

e considerando a mudanga de varidvel u = ¢ (x), lembrando que du = ¢’ (z) dx, resulta de (7.17):

/f(g(a: dx_/f (u) + C. (7.18)

A expressio em (7.18) é a férmula de Mudanga de Varidvel'.

EXEMPLO 7.4.1 Com a formula de Mudanga de Varidvel, vamos calcular a integral:
/ xdx
2+ 1

1
SOLUCAO Inicialmente, considerando f (u) = 70 © g(z) = 22 4+ 1, obtemos ¢’ (z) = 2x e um célculo
u

direto nos da:

1 T
/
e usando a formula (7.18), resulta:
d d
/xffl /f Jdu=14 [ == =4mful=§ln (e +1) + C.

EXEMPLO 7.4.2 Se k # 0, considerando a mudanca de varidvel u = kx e du = kdz, obtemos:

—cos (kz sen (kx ekw
(a) /sen (kx)d k(k )—f—C (b) /cos (kx)dx = ]ik )—i—C (c) /ekzdx: ?—i—C’.

'A féormula (7.18) traduz a técnica de integragio conhecida por Método de Substituicdo.
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EXEMPLO 7.4.3 Com a substituicdo u = x> + 1, obtemos du = 32%dx e, assim:
/.TQCOS(I‘3+1) dx :/écosudu: %senu—FC: %sen(.rQ—f-l) +C.

EXEMPLO 7.4.4 Calcular as integrais definidas:

V2 2
(a) /0 zexp (z%)dz e (b) /1 22\ 23 4 1dz.

SOLUGAO Ao usar uma mudanca de varidvel em uma integral definida, os limites de integracdo devem
ser alterados, de acordo com a mudanca. No caso (a), consideramos u = 2%, du = 2xdx e os novos

llimites de integracdo para varidvel u sdo 0 e 2, correspondentes a = 0 e & = /2, respectivamente.

(a) Temos:

v2 2 1 [? 17,12
/ T exp (x2) dr = / e (%du) = / edu = = [6“} = % (62 — 1) .
0 0 2 Jo 2

0

(b) Neste caso, fazemos u = 2% + 1, du = 3x%dz, com 0 < u < 9, e encontramos:

9
2 ? 19 1| u3/?
/ x2\/:1:3+1da::/ \/ﬂ(édu):?)/ u?du = = = 6.
-1 0 0
0

313/2

™
EXEMPLO 7.4.5 Com a substituicGo u = cosx, vamos calcular/ cos® zsenxdx. De fato, por dife-
0

renciacdo temos du = — senxdx e, portanto:
7r -1 1 w41t
/ cos® x sen zdx = —/ wddu = / wddu = {] =0.
0 1 -1 4 1=
EXEMPLO 7.4.6 Considerando u = cosz e du = —senxdx, com —n/2 < x < w/2, obtemos:

/tanxdx:/sen:ndx :/(—du> =—Inju| +C = —In|cosz| + C.
COS T u

EXEMPLO 7.4.7 Integrais de produtos e poténcias de senos e cossenos podem ser calculadas por uma

mudanca de varidvel e as integrais bdsicas

/cos20d0 e /sen20d0

aparecem com frequéncia e sao calculadas com auzilio das identidades:

1

cos?f = ~ (1+cos20) e sen’d = - (1 — cos26) (7.19)

O |
N
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Temos:
1 0 in(26
/cos2 0o = 3 /(1 + cos 20)d0 = 3 + Smi ) e (7.20)
De modo stmilar, encontramos:
1 0 in(26
/sin2 66 = - /(1 — cos 26)d0 = 3 - Smi ) ic (7.21)

Por exemplo, para calcular a integral de cos® x, procedemos assim:

/COS3 xdr = / (1- sen? ) coswdr = (usar u = senz) = / (1- u2) du

3

1
= u—%—i—C:senx—gsen?’x—i—C.

EXEMPLO 7.4.8 Calcular a integral definida:

w/2
/ sen? zdz.
0

soLUGcAO Usando o que foi estabelecido no Exemplo 7.4.7, obtemos:

/2 w/2 9 1 [~ 5
/ sentzdr = / [5 (1 —cos2z)|” dz = (usar 0 = 22) = 3 / (1 —cosh)”do
0 0 0

</ d9—2/ cos@déH—/ 00529d9>
0 0 0

1
8
T 1 ™ 1 T T

8—4[sen0}0+16[/0 d¢9—|—/0 cos(29)d9]:37r/16.

Substituicao Trigonométrica

As integrais que envolvem as expressdes V2 + a2 e Va2 + 22 podem ser calculadas com auxilio de
substituigoes trigonométricas especiais. As substitui¢bes mais comuns sdo z = atgf, x = asenf e

T = asecl, sugeridas a partir das relacées nos tridngulos retangulos da Figura 7.14, onde vemos que:

2

(a) a mudanga x = atgf substitui a® + 22 por a?sec?f e dx por asec? 0d6.

2

(b) a mudanca x = asen 6 substitui a? — 22 por a?cos? @ e dz por acos §db.

2

(c) a mudanca = = asecf substitui 22 — a? por a?tan®6 e dz por asec 6 tan df.
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& ) 0 o ™7

x = atgh ¥ = gsen X = asech

Figura 7.14: Substitui¢do trigonométrica.

EXEMPLO 7.4.9 Calclular a integral indefinida:

7 z? dx
Vi— 22
SOLUCAO No intervalo onde cos@ > 0, com a substitui¢do x = 2senf e dzr = 2 cos 0df, encontramos:
4sen? 6 (2cos6) df 20 cos 0db
I = e cosf) =4 Sencos—4/ser129d9—29—sen(29)+0
V4 —4sen? 0 cos
N
= 2arcsen (z/2) — % +C.

EXEMPLO 7.4.10 Com a substituicio x = 4tan @, calcular:

x
1:/.
V2 + 16

SOLUCAO Temos dx = 4sec? e por substituicdo, obtemos:

3046 1-— 20 0do
I:64/se09tan39d6’:64/sen:64/( cos )sen
cost @ cost 0

e considerando t = cos 8, resulta:

R aIEE

= (16+2%)** —16V/16 + 22 + C.

EXEMPLO 7.4.11 Clalcular a drea da regido R do plano xy delimitada pela elipse:
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SOLUGAO Se D representa a drea da parte da regiao R situada no 1° quadrante, como ilustrado na

Figura 7.15, entao a drea A (R) da elipse é dada por:
b
AR)=4-A(D) = 4/ a\/a2 — 22dx
0

e com a substituicdo x = asenf, obtemos:

4b w/2 w/2

AR) = — / Va? — a?sen? 6 (acos0df) = 4ab/ V1 —sen?6 cosfdb
a Jo 0

/2
= 4ab/ cos? 0df = (usar 7.20) = mab.
0

D
mm
Ky E:

Figura 7.15: Area da Elipse.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.4 (click aqui e veja a lista completa)

1. Com a substituigao u = g (x) sugerida, calcule as seguintes integrais.

(a) /ekwdm; U= KT et (resp.: 1 exp(kz) +C, k #0)
dz 1
(b) m; U= 3L e oo (resp.:  —3cotg(3x) + C)
dz L
(c) ﬁ; U= BT — T e (resp.: 3z In |3z — 7|+ C)
(d) /x\/:c2 Flde; u=a24+ 1. (resp.:  3(2? +1)*2 4 C)

2
rodr 3 . 2./3
(e) /x3—+_1, u=x +1 ............................................. (resp.. 3 X +1+C)

s xd
(f) /cosx $; W T SEILT v ettt et et e e e e e e (resp.: —cosecz + C')

sen? r
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1)d
(g) /m, =22 42T F3 (resp.:  iln(z? + 22+ 3) +C)
1 1
(h) /nix_:_l)dx; u=In(x4+1). oo (resp.: % [In(z + 1)]2 +C, z>-1)
S5x S5x
: S5x 5 . — e a
(i) /(e +a )dx, a>0; U=DT ... (resp.: 5 +5lna—|—C)
() /e$2+4x+3 (x+2)de; u=22+4x+3......... (resp.: 3 exp(z? +4z+3) + C)
(k) /21’3\/1132 +lde; wu=a?+1......0 (resp.: 2(z?+1)°2 - 2(22+1)%2+ C)

2. Calcule as seguintes integrais envolvendo fungoes trigonométricas.

(a) / SenB TAT (resp.: —cosz + 3 cos®z + C)
(b) / costasendwdr ... (resp.:. —21cosz+ LcosTz+ C)
(c) /C(S)Zifim ................................................ (resp.: cosecz — gcosec’z + C)
(d) / tand AT (resp.: % tan?z + log|cosz| + C)
(e) / cot@® TdT .. (resp.:  —jcosec’z + cosec’z + log [senz| + C)
(f) / COSAT COSTTAT oo (resp.:  &sin(3z) 4+ 5 sin(11z) + C)
(2) / Cos2 X SeN3 AT ..o (resp.:  $cos®x — & cos®z + O)
(h) /\/seTxcos TAT o (resp.. Zsin®?z +C)
(i) / SeNP T COSP TAT oot (resp.: (ST fr):rp — (Si; ?;ﬂ +0C)
() /sen2msec3 xdr oo (resp.:  3sin®zsec?z + Lsinz — Llog|secz + tanz| + O)
(k) / cos2zsendrdr ... (resp.: —5 cosbz — 1 cos2z + O)
(1) / SEN T SEN3TAT o oottt (resp.: i sin 2z — % sindax + C)

3. Use uma substituicao trigonométrica e calcule as integrais.

............................................. (resp.:  §sin2z — §sindz + O)

(a) /alzﬁda:
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2
(b) /hdm ...................................... (resp.:  —%+v4 — a2 + 2arcsen(z/2) + C)

xdx
(C) m ............... (resp.: %\/ 4I2 + 8x + 5— % 111(2 + 2x + v 4I2 + 8x + 5) + C)
d
(d) /x .................................... (resp.: In (1+x+\/x2+2x+2)+6')
Va2 + 2z + 2
dx
e B PP resp.: In(x+va2+1)+C
d
(f) TR (resp.: In(-2+az+ Va2 -4z —5)+C)
Va2 —4r -5
dx
R In(z+ V2?2 +4) +C
(2) iz 4 (resp.: In(z+Va ) )
(h) \/4:1:2?1‘7433_3 ............................... (resp‘: %ln (233 -1+ V 4532 —4x — 3) + C)
/2
(i) /dx ..................................................... (resp.: — e +C)
z2Vx? +9 9z
() m .............. (resp.: V422 + 4z +3+ S|l + 2z + V422 + 42+ 3) + C)
d
(k) TR (resp.: —v—a% — 2z +8 —arcsin 3 (z + 1) + C)
V8 — 2x — x2
1) /552\/4 —22dx (resp.:  —iz(4 —22)3/2 4 L2/ — 2% + 2arcsin(z/2) + C)

7.5 Integracao por Partes

A Férmula de Integragdo por Partes tem como alvo as integrais do tipo:

[t@)d @

e é deduzida a partir da Regra do Produto para derivagao. De fato, temos:

—|f@ 9@ =F @ 9@+ (@) @

de onde resulta, apds a integracao, a seguinte regra:

/f(x) g (z)dz = f () g(z) — /g(fv) f' () da. (7.22)
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A relacao (7.22) é a Férmula de Integragdo por Partes, onde observamos que a derivada passou da
funcao g, na integral do lado esquerdo, para a funcao f na integral do lado direito. Normalmente, a

férmula (7.22) aparece na literatura sob a forma classica:

/udv = uv — /vdu (7.23)

onde consideramos u = f(z) e dv = ¢’ (x)dzr e para integral definida a Férmula de Integracao por

/ab udv = [uv]z - /ab vdu. (7.24)

O roteiro para integrar por partes consiste no seguinte:

Partes torna-se:

(i) Olhamos a integral sob a forma / udv e identificamos v e dv. Por diferenciacao encontramos u e

por integragao encontramos v.
(ii) Usamos a férmula de integragdo por partes (7.23).
(iii) Calculamos a integral resultante no lado direito de (7.23).
EXEMPLO 7.5.1 Calcular a integral indefinida de x sen x.
soLuc¢Ao Notando que d(— cosz) = sen xdz, temos:
/msenxda: = /xd(—cosa:) = —zcosx + /cos:cda: = —xcosz +senz + C.

Para chegar ao resultado, escolhemos u = = e dv = senxdx. Por diferenciacdo obtemos du = dx e por

integracao v = — cos x.

EXEMPLO 7.5.2 Calcular, usando integra¢do por partes, as integrais:
2

(a) /(xex) dx (b) / (Inz)dx.
1

soLUGCAO No caso (a), temos:

/(:z:ex)d:z::/xd(ew):(usaru:xevzex)zxem—/ewd:c:(J:—l)em—i-c.

No caso (b), consideramos u = Inz e dv = dx, o que nos da du = (1/x)dz e v = z. De (7.24) resulta:

2 2 2
/ (ln:z:)dx:{xlnx}l—/ dr =(2In2—-Inl1) - (2—1)=2In2— 1.
1 1
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EXEMPLO 7.5.3 No cdlculo de integrais do tipo /f (z)dz, a escolha natural é u = f (x) e dv = dx.

Por exemplo:

T dx

_ 1 2
m—xarctanx—iln(1+x )

/arctan xdx = (usar u = arctanx e v = x) = rarctanx — /

EXEMPLO 7.5.4 Em alguns casos é necessario aplicar o método duas vezes. De fato:
/ex senxdr = —/exd (cosz) = —e®cosx + /ex cos zdx
= —e"cosx + / ed(senx) = —e®cosx + e"senz — /ez sen xdz
e dat resulta:

x
e
2/6I senzdr = €* (senx — cosx) ou /ex senzdr = 5 (senx — cosx).

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.5 (click aqui e veja a lista completa)
1. Usando o Método de Integragao por Partes, calcule as seguintes integrais indefinidas.

(a) /xlnxdm ..................................................... (resp.:  iz%lnz — 122 +C)

sen (kz)  xcos(kx)

(b) /x sen (kx)de, k=1,2,3,. . . (resp.: - +0O)

k? k
cos(kx)  asen (kx)
k2 k

()

xeos (kx)dr, k=1,2,3,. .. i (resp.:

+C)

ATCSENL LAL  « ettt et e (resp.: warcsenx + 1 — 22+ C)

(d)

/
/
(e) / EVIEAT oo (resp.: L(Inz — =41) +C)
/
/

(f) [zarctanmdr ... ... i (resp.:  %(x? + arctgz — 3z + C)
(g) [ @4+ 1)ds oo (resp.:  zIn(1+ 2?) — 2z + 2arctgz + O)
(h) de ..................................... (resp.: 2y/warcsen/z + 21—z + C)
x
) x arctan xdz x — (1 —z?)arctgx
(1) /M ........................................... (I'Cbp 4(1 n $2) + C)

[x2 arctg Va2 — 1 — a2 — 1] +O)

N

() /:c arctan (\/ﬁ) 7 A (resp.:
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1—+1—2a2

arcsen rdx arcsen
(k) /$2 ..................................... (resp.: In . - +0O)
(1) /ln<x+\/1—i—x2)d:c .......................... (resp.: zln(z+V1+22) —V1+22+C)
2. Calcule as seguintes integrais definidas.
1
(a) /0 T2ETAT (resp.: e—2)
m _1\k
(b) /0 22cos (k) dT, k= 1,2,3, @ 0t (resp.: 27T(k21) )
2m —47?
(c) / w2sen (k) dm, k= 1,2,3, 0 i (resp i )
0

7.6 Decomposicao em Fracoes Parciais

Antes da descrigdo do método, deixe-nos considerar algumas integrais bédsicas, ja calculadas por

substituicao, que normalmente aparecem ao aplicarmos o método.

dz 1
1./ax_'_b—(usarU—aa:-l-bedU—ad:L‘)—aln|am+b’—|—C. (a #0)
d 1 by P
2. /(ax‘—fb)p:(usaru:ax+bedu:adx):a/updu:%+C- (a%oep%]‘)
3 /m—( u=ar’+b du—2a:cdx)—iln‘a$2+b‘+0 (a #0)
. a$2+b—usar = e = =2 .
dz 1 dx 1
4. /M = b2/1_'_($/b)2 = (usaru:m/b) = g&f(ﬁt&ﬂ(ﬁ/b)"‘C. (b#())
dx dx du
5. = = =x+b/2 —/. DeA<O
/am2+bx+c /a(g;_|_2ba)2_4ﬁa (usar w =z /a) aUZ—ﬁ (a#0e )

A qltima integral em (5) é do tipo / = arctant + C, como mostrado no Exemplo 7.6.1.

t
1+t

EXEMPLO 7.6.1 Calcular a integral indefinida:

/ dzx
244z 45
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SOLUGAO Temosa=1,b=4, c=6¢ A =0b?>—4ac = —8 < 0 e completando o quadrado no trinémio
do denominador, encontramos 22 + 4z 4+ 6 = (z — 2)* 4 2 e temos:
/ dz B / dz 1 / dz 1 / dz
PHde+s ) (@-2P+2 2 @20 2], (%2)2
Agora, considerando t = (z — 2) /v/2 e v/2dt = dx, resulta:

dx 1 \/idt \/5 \/i T — 2
_— - = — t t = — t _— .
/$2+4$+5 5 11 5 arctant + C 5 arctan 73 +C

O método de decompoicao em Fragoes Parciais é direcionado ao cdlculo de integrais de fungoes
(z)
Q(z)’

em que o grau do numerador P (z) é menor do que o grau do denominador @ (z); o outro caso se reduz

racionais, isto é, integrandos do tipo

sendo P (z) e @ (z) dois polinémios. Vamos tratar o caso

a este, ap6s a divisao de P (x) por Q ().

O método se inicia decompondo o denominar @ (z) em produtos de fatores irredutiveis do 1° grau
(z —a)" e/ou do 2° grau (az®+bx +c)", com A = b? — dac < 0. No caso em que A > 0 o trinomio
ax? + bz + ¢ se expressa como produto (z — z1) (z — 2), sendo x1 e 3 as raizes reais. O fator (z — a)”

produz as fracoes parciais:

Ay Aa A3 A
) 27 37"'7 “ n? (7'25)
r—a (r—a) (r-—a) (z —a)
enquanto o fator irredutivel (aa:2 + bx + c)m produz as fragoes parciais:
Bix + Cq Box + Cy Bsx + Cs Bz + C,, (7.26)

az?+bx + ¢’ (amQ—f—bx—}—C)z’ (az? —i—b:c—i—c)?”.“7 (az? + bz +c)™
As integrais das fragbes parciais sdo calculadas com auxilio das integrais bésicas introduzidas no inicio

desta secao. Na sequéncia veremos alguns exemplos para ilustrar o método.

/ zdx
2 -3z 42

SOLUCAO Temos P (z) =z, de grau 1, e Q () = 22 — 3z +2, de grau 2, com A = 1 eraizes 71 = 1 e

EXEMPLO 7.6.2 Calcular a integral:

To = 2 e, assim:
P (z) x B x
Q(r) 22-3z+2 (v—1)(z—2)

e a decomposicao:
x A n B  (A+B)x—-2A-B
(z—1)(x—-2) z—-1 z-2  (z—1)(z—2)
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nos conduz a identidade polinomial (A + B)z — 24 — B = z e igualando os coeficientes, chegamos ao

sistema linear:

A+B=1
2A+B =0

S A=—-1e B=2.

Logo, se x # 1 e x # 2, teremos:

zdx —1dzx 2dx
= = -1 — 1|+ 21 -2 .
/$23$+2 /1:14-/3:2 nlr—1]+2mnjz-2/+C

EXEMPLO 7.6.3 O polinomio Q () = 2%+ 2z + 2 ¢é irredutivel (ndo tem raiz real) e pode ser expresso

como Q (z) = (x +1)* + 1 e, portanto:

/(:U_?))ahj - /MZ(usaTt:x+1):/(t‘*“M5

x? + 2z + 2 z+1)72+1 144
tdt dt 1 2
_ /w+4/Ht2—21n(1+t)+4arctant+0

e retornado com a varidvel x, encontramos:

(x—3)dx )
/m2+2x+2_21n[1+($+1) | +4arctan (z 4+ 1) + C.

EXEMPLO 7.6.4 Calcular a integral definida:

/2 (22 +2) do

3+
SOLUGAO Fatorando o denominador como x (:E2 + 1), obtemos a decomposicao em fragoes parciais:

2?42  2?+2 A Bz+C (A+B)2*+Cz+ A

B4z x@2+1) x  a2+1 z(x241)

e igualando os numeradores, obtemos 22 +2 = (A+ B)2? + Cx + A e daf segue A =2, B = —1le
C = 0. Assim:

2

1

[l e 2oty
1 1

1
— Z[in (22 1}
3+ 1T 2 +1 1 2{11(30—1—)

= 22— (/5/2) = In (8/V/10)

EXEMPLO 7.6.5 Calcular a integral indefinida:

/ x3dx
(22 +1)%
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SOLUGAO Considerando a decomposicao em fracoes parciais:

23 _A:U+B+C’:c—i—D_Ax3+B$2+(A+C):C—|—B+D
(12+1)° 2?41 (@24 1) (22 +1)°

encontramos 7° = Ax3 + Ba? + (A+C)z+ B+ Dedafresulta A =1, B=0, C = -1e D = 0.

Assim, com a substituicao t = 2% + 1, obtemos:

/ Pdx _/xd:z +/ wdx _1/dt_1/dt
(z2+1)> ) 2?2 +1 @2+1)?2 2/t 2] ¢
1

1 1
}+C’:2[ln(x2+1)—l—

1

— |Inlt| + = C.

2[n||+t2 x2+1]+

EXEMPLO 7.6.6 Neste exemplo, abordaremos o caso em o grau do numerador é maior do que o grau

do denominador. Calcular a integral:
/ (:133 — 2:13) dx
?24+z+1"°

SOLUCAO Temos P (z) = 23 — 2z, de grau 3, e Q (z) = 22 + z + 1, de grau 2. Efetuando a divisdo de

P (z) por Q (x), obtemos:

onde ¢ (z) =z — 1 & o quociente e R (x) = —2x + 1 & o resto da divisdo. Assim:
x)
)dx. (7.27)

[aere=Jowe [

Ressaltamos que na iltima integral em (7.27) o numerador R (z) tem grau menor do que o denominador

Q@ (z) e o célculo da integral se reduz ao caso anterior.
3 2
(2% — 22) dz (—2z+1)dx = 20 4+1-2
A = —-1)d ———— = —x— [ 5——d
/m2+x+1 /(x )1‘4—/ 24+rx+1 9 7 /x2+m+1m
z? / 2z + 1 +2/ dx
= — —x— PR — I
2 z? +x+1 w24z +1

2
x—m—ln(m2—|—$+1)—l—2/ de .
(x+1/2)"+3/4

2

A ultima integral pode ser calculada com a substituicao ¢t = = + 1/2 e, finalmente, encontramos:

(m3—2x) dr 22 ) 4 9 4 1
/M:2—x—ln(x +x+1)+\/§arctan<\/§>+c,

EXEMPLO 7.6.7 Calcular as integrais: (a) /sec0d9 (b) /sec3 0do
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soLUGCAO No caso (a), iniciamos com a substituigdo t = senf e em seguida fazemos a decomposigao

em fragoes parciais. Temos:

/sec@d& _ / do _/cos&d@ _/ cos 0df _/ dt
B cos® | cos20 ] 1—sen20 | 1—1¢2
V[ dt 1 [ dt 1. |1+t
pu— —_— P . 7:71 - re :1 .
2) 1+t 2) 1—-t 2 n‘l—t’—i_c n|secd + tan 6| + C

No caso (b), integramos por partes, notando que d (tan 6) = sec? #df, e obtemos:

/ sec® 0d0

/sec 0d (tan @) = secftanf — /tan2 0 sec 6do

secftand — / (8602 0 — 1) sec 0df = secOtan b — /sec 0do

/sec3 0do =

e daf resulta:

[SeCGtan9+ln|secﬁ+tan9|} +C.

N |

- / sec® Odf

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.6

1. Integrais por Decomposi¢ao em Fragoes Parciais.

( click aqui e veja a lista completa)

20 — 1
(a) /(;UET)(.’L")—mdm .................................. (resp —ln|z_1‘+31n|x_2|+c)
xdz
(b) /($+1)(x+3)($+5) ................ (resp.: —iln|z+ 1|+ 3|z +3| - 2|z + 5|+ C)
5 4_8 d
© /(x = 4 M (resp.: 4z + 2z + §a* + §a® + 5lnfe — 2| — 3lnfz + 2| + C)
T — 4
4dr . ) Y1 .
(d) /($2—1)(x+2) ...................... (resp 57° =2z + 51n T 1 +§ln|x—|—2|—|—0)
dx Ly
(e) /(x_1)2($_2) ......................................... (resp x—1+ln $_1’+C)
(x —8)dx ‘ 5
(f) /323—4322—|—4x ................................ (resp —21n|x\+m+2ln|x—2|+0)
(2 +2z+1)da
(g)/ (1+x2)2 ........................................ (resp _m‘l‘arCtgﬂC—FC)
L dx N 1 i
(h) P ey R R R LR R R RRC RS (resp.: garctg [2(x+ )]_|_ )
. dx _
(i) /3332_2:6_’_4 .......................................... (resp \/%arctg < Nl >_|_C)


http://www.mpmatos.com.br/Calculo2/Lista07.pdf
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() /m2 _‘162+5 ................................................... (resp.: Lln I‘i’w)
(k) / 572 _d;x T tteteeeeteeneeseescesii (resp.: arctg (2z — 1)+ O)
1) / 3:£2$—_7;)f:il ............................................ (resp.. In|32% — Tz + 11| + C)
(m)/éZii%ﬁ ...................................... (resp.: LIn|2z+1]+ 2In[3z — 1|+ C)

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.1

1. Recorde-se que F' (z) é primitiva de f (z) quando F' for derivdvel e F’ (z) = f (), em cada z.

(a) F(2) = 3254 4 8 @ﬂﬂ@:%ﬁ-%+§(@p@o:m@+n+z
2. f(x)= ex(®®-1) = exp (3 (22— 1)).

3. Usando as regras de derivagao e considerando que f' = g e ¢ = — f, encontramos:

W(z) = 2[f—senz][f —cosz]+2[g—cosz][¢ + senz]

= 2[f —senz|[g —cosx]+2[g—cosz|[—f +senz] =0
e, portanto, h (z) é constante. Como h (0) = 0, segue que h () = 0 e temos o resultado.

4. Antes de iniciar, ndo esqueca de lembrar as regras béasicas de integracao.

1
(¢) —2cosz+-— +C
z® 223
d) —+ — .
(d) =t +z+C

(e) arctgz + C.
(f) tgz —z—2(1+2)%2+C.

(g) %:p3/2 +tgx + C.
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(h) 2292 4 C.
21‘
(i) ;5 +e i +C.

(j) 2z 4 23 + §sen (2z) + C.

(k) itg (4z +2) + C.

el

(x—i— 25en2:1c) +C
(

S5r — §5en2m) +C

N[

(n) %sech—i—C’
(o) x+Injz|+C

(p) z+1—Inlz+ 1|+ C.

5. Com a primitiva F' (z) = %exp (zP), p # 0, encontramos:

2

(a) 3¢ +C (b)2eV" +C —ie® 4O

6. Integrando duas vezes a funcao f (x), encontramos

4

f@) =" +e"+ka+C
12
24
e, substituindo os dados f (0) =2 e f/ (0) = 1, obtemos k = 0e C' = 1. Assim, f (z) = ﬁ—i-e +1.
7. Recorde-se das regras bésicas de integracao e de algumas identidades trigonométricas.
@0 )0 @/ sek=0 ¢ T hoom_1
a c) se k = e ———, sek=2n—1.
b ) 4n _ 2 )
8. Sendo a declividade no ponto (z,y) igual a 2z + 1, entao:
Y =2z+1=y=a’+z+k
e, considerando que y (—3) = 0, encontramos y = 2%+ — 6, que é a equacio da curva.
9. Se F' (x / f(t)dt,entdo ¢ (z) = F (B (x))—F (a(x)) e, usando a Regra da Cadeia e o Teorema

Fundamental do Célculo, obtemos o resultado.

10. (a) V14 2% (b) [In(senz)]®’cosz + [In(cosz)’senz (c) €® cos(e?*) — 2z cos(x? — 1)2.



MODULO 7 PRIMITIVAS & INTEGRAIS 265

11.

(a)1/3 (b)5 ()4 ()4 ()43 (f) -2

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.2

1.

2.

10.

11.

()0 (b)0 (c)1/2.

Fazer em Sala de Aula

. Fazer em Sala de Aula

. Fazer em Sala de Aula

. Fazer em Sala de Aula

W2 ML ©F @IV (©vI-1 BHF @3 W2 08 ()5
(a) 16/3 (b) 9 (c)In2 (d) 1/3 (e) 1/2.

. / f(z)dx=32; A=73/6. Aintegral de uma funcio continua por partes y = f (z), no intervalo

[a, b] , coincide com a &rea entre o grafico de f e o eixo x, no caso em que a funcdo é ndo negativa

no intervalo.

()1 (b1 (c)5/2 (d)32/3.

Com a mudanca z = —t e observando que f é uma fungao par, encontramos:

0

/f £ dt = f()da:: if(a:)da:—i—/oaf(x)da::2/0af(a;)d:c

Na figura abaixo ilustramos a situacdo geométrica em que A representa o valor da integral no

intervalo [0,a] A Figura 7.16 mostra uma funcao par e a Figura 7.17 uma funcao fmpar.

(a) g(0)=0, g(1) =2, g(2) =5, g(3) =Teg(6) =3 (b) em (0,3) (c)emz=3.

ESCREVENDO PARA APRENDER 7.3

1.

Recorde-se que a integral imprépria convergir significa que ela tem um valor numérico. Do con-

trdrio, ela denomina-se divergente.
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y 4 y A
A A A
_ TC Ll —’J’[ Tc »
n x = T
Figura 7.16: Funcao Par. Figura 7.17: Funcao Impar.
(a) Temos

/1 da i /1 da g b da
= 1m — 1m
-1 1/|x’ a—0t Jq4 \/5 b—0~ J_1 vV—2
= lim [2v/], + lim [—2v=z]" 2+2=14.
—0—

a—07t
Logo, a integral é convergente e tem valor 4.
(b) Divergente (c) Divergente.

(d) A integral é convergente, porque

*© dx .
—— = lim (arctanb — arctan0) = /2.
0 ]. + X b—oo

(e) Considerando a primitiva F (z) = —3 exp (—2*), determinada no Exercicio 5 da se¢do 7.1,
com p = 4, obtemos:
b

b—oo Jo b—o0

00 b
/ z3 exp (—a:4) dr = lim z3 exp (—x4) dr = lim [—le exp (—x4)]
0 0

1. 4
= —th_glo lexp (—b%) — 1] =1/4.
A integral é convergente e tem valor 1/4.

2. Divergente.
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3. Temos:

5 dx . b dr . 1 1°
—_— = lim — = lim
1 (b—1x) v—5-J1 (b—x) b—5- D — x|,
li 71 L +
= 1m —_ — = 0.
b—5— 5—0 4

Assim, a integral é divergente (nao tem valor numérico).







CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL 8. APLICACOES DA INTEGRAL

Introducao

Neste capitulo faremos algumas aplicactes da integral, tais como:

(1) Area de uma regiao plana, nas formas cartesiana e polar.
(2) Comprimento de curvas nas formas cartesiana, paramétrica e polar.

(3) Volume e drea de uma superficie de revolugao.

Ao definir a integral como drea tinhamos em mente uma primeira

aplicagao da integral: o cdlculo de dreas planas. Suponhamos que Ya
(- y=f(z)
certa regiao D do plano xy seja delimitada pelo eixo Ox, pelo grafico
de uma fungao continua e nao negativa y = f (x), a < x < b, e pelas D
retas © = a e x = b, como ilustra a Figura 8.43. A drea da regiao D
é denotada por A (D) e calculada com auxilio da férmula: > T
T

b
A(D):/ f(x)dx.

Figura 8.1: Area da regiao D

8.1 Comprimento de Curvas

Consideremos uma curva v no plano zy, descrita por y = f (z), a < x < b, sendo f uma fungao
continua juntamente com a derivada primeira f’(z). Na Figura 8.2 ilustramos uma tal curva v e a
porgao elementar (infinitesimal) ds.

O comprimento elementar ds é aproximado, via Teorema de Pitdgoras, por:

2
ds = \/(dx)* + (dy)* = |1+ (Zi) dx (8.1)
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Yy, ds
| 14

ds

Figura 8.2: O comprimento Elementar d-y.

e obtemos, na forma cartesiana, a seguinte expressao para o comprimento da curva =:

b
L(y) = / V1+ f(z)?dx. (8.2)

Na forma paramétrica a curva 7 é descrita por um par de equagoes:

(8.3)
y=y(t), t1<t<to,

sendo z (t) e y(t), juntamente com as derivadas z’ (t) e ' (¢), continuas no intervalo t; < ¢t < to.
Considerando que:

de =2 (t)dt e dy=vy (t)dt

encontramos:

dy =\ (dn)? + (dy)* = \Ja' (0 + o/ (1) do

e, assim, obtemos a seguinte expressao para o comprimento da curva =y, agora na forma paramétrica:

L(y) = /tt \/(fg)Q + (%)th. (8.4)

EXEMPLO 8.1.1 Como ilustra¢do, vamos calcular o comprimento de uma circunferéncia de raio R.

SOLUGCAO Nao hd perda de generalidade em considerar a circunferéncia de centro na origem, como
ilustra a Figura 8.3. A parte da circunferéncia no 1° quadrante é descrita por y = v R? — 22, com

0 <z < R, e usando (8.2), obtemos:
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=V

Figura 8.3: Curva z? + y? = R?.

No célculo da integral usamos a substituicdo x = Rsenf e encontramos:
cos 0df /2
=4R / =4R / df = 2nR.
V1 —sen20
O célculo torna-se mais simples se usarmos a forma paramétrica. De fato, se o parametro ¢ representa

o angulo orientado do raio OP com o eixo Ox, como na Figura 8.3, obtemos a parametrizagao:

T = Rcost

y = Rsent, 0<t<2m,

e usando (8.4), encontramos:

27 27
= / \/(—R sent)? + (Rcost)?dt = R dt = 27 R.
0 0

EXEMPLO 8.1.2 (Parametrizando a Elipse e a Hipérbole) O mesmo pardmetrot usado na para-

metrizacao da circunferéncia pode ser usado na elipse e na hipérbole.

2 2

(i) Parametrizando a Elipse: % + Z—Q =1
Observando a figura ao lado, notamos que as coordenadas do YA
ponto P(x,y) da elipse sao: x = OC ey = DB e set repre- A
senta o dngulo entre o eixo x e o eixzo OA, obtemos a sequinte i P
parametriza¢ao para o elipse: Z a

xr=acost, y=bsent, 0<t<2m.
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2 2
(ii) Parametrizando a Hipérbole: — — :2—2 =1
a
Na figura ao lado, ilustramos a hipérbole YA
22 g2 .
a2 0 C

| s

onde OB =beOA = a e temos a sequinte parametriza¢do:

NN
X@e

xr=asect, y=>btant, 0<t <2,

onde t representa o dngulo entre o eixo x e o eixo OC.

EXEMPLO 8.1.3 Qual o comprimento do arco da pardbola y = 22, entre x =0 e x = 17

SOLUCAO Um célculo direto nos da:

L(y)z/oller(tidx:/ol\/mdx

e com a substituicao 2x = tan @, resulta:
1 [« 1 [«
L(y)= 5 / V14 tan2 @ sec? 0df = 3 / sec? 0df
0 0

onde tan a = 2. No Exemplo 7.6.7, calculamos a integral de sec?® f e usando o resultado, obtemos:

L(y) = [SeCHtan9+ln]sec6’+tan0|]

0
1
[secatana+1n\seca+tana|}: 1 [2\/5+1n <2+\/5)} .

N N

3

EXEMPLO 8.1.4 Calcular o comprimento do arco da pardbola semicuibica y*> = 23, entre y = —1 e

y = 8, ilustrada na Figura 8.4.

Com a parametrizcio v = t2, y =13, —1 <t < 2, encontramos:

2 2
L(y) = /1\/4t2+9t4 dt:/1|t| VA +9t2 dt
0 2
= —/ /4 + 9t2 dt+/ t\/4+9t2 dt
1

0

e usando a substituicio u = 4 + 9t2, obtemos du = 18tdt e assim:

1[4 1[4 1
Va du+ — \/ﬂdu:—(80\/ﬁ+13\/ﬁ—16):10.52.

L(7)=——
M =-15/, 18 /, 27
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' N A
¥ y
8
...... 4
0 R
4 . >
| X O 8 X
Figura 8.4: Pardbola y? = 23. Figura 8.5: Pardbola y® = 22.

EXEMPLO 8.1.5 Em alguns casos, o cdlculo do comprimento de wma curva torna-se mais simples
quando ela é descrita sob a forma x = g (y), ¢ <y <d. A pardbola semicibica ~y:y> =2, 0 <z <8,

ilustrada na Figura 8.5, pode ser vista sob a forma x = g (y) = Y2, 0 <y <4, eo comprimento é

L(W)=/04\/1+g’(y)2 dy=/04x/1+9y/4 dy.

Com a substituicao u =1+ 9y/4, chegamos a:

L(y):;l/lm\/ﬂdu:;@o\/ﬁ—l).

dado por:

8.1.1 Dedugao das Férmulas do Comprimento

A cuva v ilustrada na Figura 8.6 representa o grafico de uma fungao continua y = f (z), a < x < b,
com derivada f’ (x) continua.
Dada uma partigdo a = 9 < 1 < x2 < -+ < Tp_1 < T, = b do intervalo [a, b], o comprimento da

curva y é aproximado pelo comprimento da poligonal que liga os pontos:

A (av f (a)> s A (331, f (xl)) , Ag (x27 / (5[;2)) , As (:L‘g, f ($3)> A (xn—lv f (:L‘n_1>) , B (b> f (b))

e o segmento genérico Ag_1Ag, k=1,2,...,n, tem comprimento:

At A =\ @n—ze0)? + (f (@) — f (@re1))?

= \/(fb‘k —wp1)? + F () (o — 25-1)” = (v — 2p-1) 1+ (cr)?




274 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

v

a X1 X2 X3 X4 e X b

=

Figura 8.6: Comprimento do arco 7.

onde cada cg, entre x;_1 e xg, é determinado pelo Teorema do Valor Médio 6.2.2. O comprimento da
poligonal que aproxima a curva 7y €, portanto:

n—Z!Ak 1Ak = Z( o —zpo1) \J L4+ 1 (e)? = D /14 () Awy
g

k=1

com Az =t —t_1, e fazendo n — oo, chegamos ao comprimento da curva ~:

n b
L) = i YAl = [ V14 @R do
k=1 a

Na forma parametrizada, a curva ~y ¢ descrita por um par de equagoes a um parametro ¢ :
x =z (t)
y=ylt), c<t<d
e o ponto genérico Ay da poligonal tem coordenadas = (t;) e y (tx), a =to <t1 < ... < tp_1 <tn =Dh.

Mais uma vez usamos o Teorema do Valor Médio e encontramos:

|Ap—14k| = \/[33 (te) — = (tr-1)]* + [y () — y (ts-1)]?
= (e —ten) ' () — o () = /o () — o (@) A

onde ¢ e di estao entre t;_1 e tg, e, sendo assim:
d 2
L(y) = hm |Ak LAyl = / \/ df) dt.

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.1 ( click aqui e veja a lista completa)

2 2

1. Calcule a drea de um circulo de raio R e da elipse x— + 3;2 =1. (resp.: TR? e Tab)
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2. Calcule a érea da regiao delimitada pelo eixo x, pelas retas * = £B, B > 0, e pelo grédfico da

funcio y = 2% exp (— ‘x3D Verifique que a 4rea limite, com B — o0, € 2/3. (resp.: 2(1— e_Bz))

3. Considere B > 2 e calcule a drea sob a curva y = z~! (lnx)_2, entre as retas z =2 e x = B.

Esta drea tem um limite, com B — oco? (resp.: 1/In2—1/In B, com é&rea limite 1/1n 2)

4. Em cada caso, calcule o comprimento do arco indicado.

2 1
(a) y= 1 + o 1<z <2 (resp.: 13/12)
(b) y=2(1+22)"*, 0<z<s. (resp.:  21)
(d) z= y; + Gly, 1<y<3. (resp.:  V6(2 +1n3))
(e) y=vx(l—2/3), 0<x<3. (resp.:  2/3)
(f) 822 =273, 1<ax<8. (resp.:  62/3)
(8) y=1a2, 1<az<4. (resp.:  62/5)
(h) y+ ﬁ + ‘f =0, 2<z<3. (resp.: 53/6)
() (y+1)*=(@—-4)7>, 5<z<8. (resp.:  80v/10 — 13v/13)
@) y="5 - 296;/2, 0<z<l. (vesp.: 1(30v3 —7)

2/3.

5. Calcule o comprimento da hipocicldide de equagio z2/3 + y2/3 = a (resp.: 6a)

6. Calcule a distancia percorrida por uma particula entre os instantes t = 0 e ¢t = 4, se sua posicao

P (z,y) no instante ¢ vem dada por: z = 5t* e y = 1 (2t + 1)%/2. (resp.:  12)

7. Em cada caso, calcule o comprimento do arco v indicado:

(@) y:o=1t3 y=1t3, —1<t<3. (resp.:  5-[(85)%/% — (13)%/?))
(b) v:x =¢€lcost, y=clsent, 0<t<1. (resp.:  v2(e —1)
(¢) y:z=2(1—-sent), y=2(1—cost), 0<t<m. (resp.: 2m)
(d) v:x=tcost, y=tsent, 0<t<mw/4 (resp.: V14 7?)
(e) v:x=cos(2t), y=sen?t, 0<t<m. (resp.:  2v/5))

() 7:$=%t2+t, y:%t2—t, 0<t< 1. (resp.: 1—§ln(\/§—1))
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8. Seja v a curva descrita por: x =3 —3t, y =13 — 5t — 1, t € R. Verifique que r : 7o — 9y =41 ¢ a
reta tangente & curva - no ponto correspondente a ¢ = 2. Note que nos pontos correspondentes a

t = +1 a reta tangente é vertical e serd horizontal nos pontos correspondentes a t = ++/5/3.

8.2 Comprimento & Area na Forma Polar

Com origem num ponto O, denominado Pdlo, consideremos um eixo, denominado FEizo Polar. Um
ponto P (z,y) do plano zy estard determinado quando s@o conhecidos o angulo 6, entre o eixo polar e
o raio vetor OP, e o comprimento r desse raio vetor.

Normalmente considera-se o eixo polar coincidindo com o eixo cartesiano Oz e, dessa forma, obtemos
as relacoes entre as varidveis cartesianas x e y e as varidveis polares 7 e 6:

x =rcost r:\/m

ou (8.5)
y = rsenf 0 = arctan (y/x)

As quantidades r e 6 sdo as coordenadas polares do ponto P. E claro que as coordenadas (r,0) e

(r,0 4+ 2km), k € Z, representam o mesmo ponto e convencionaremos que r > 0e 0 < 0 < 27.

y A
P(r.,0) Yop P
r r
y
0 0
0 — —
Eixo Polar O &
(@) (b)

Figura 8.7: Coordenadas Polares r e 6.

Alguns autores admitem a possibilidade r < 0 e, nesse caso, o ponto (r,8) é localizado na diregao

contréria ao eixo polar, como ilustra a Figura 8.8 onde o ponto @ (r, 0 + 7) é identificado por @ (—r,0) .

EXEMPLO 8.2.1 O ponto P de coordenadas polares r = 1 ¢ 0 = w/2 tem coordenadas cartesianas
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P(r,0)

4. .................... :
O Eixo Polar

Figura 8.8: Os pontos (£r,0).
x =0 ey=1.Jd as coordenadas polares do ponto Q (2,2) sao:

r=+v224+22=2V2 e 0 =arctanl =7/4.

8.2.1 Lugar Geométrico (LG) na Forma Polar

B A LINHA RETA: Fixado 6y no intervalo [0, 2], a equagdo polar 6§ = 6, representa a reta que passa
pelo pdlo, formando um angulo de 6y rad com o eixo polar (o eixo Oz). Em coordenadas cartesianas a

equacgao deste LG é y = (tanfp) .

Eixo Polar

Figura 8.9: A linha Reta.

Dada uma reta [ que nao passa no pélo, seja N (p, ) o pé da perpendicular tragada da origem a
reta [, como ilustra a Figura 8.9. Um ponto P (r, ) estd sobre a reta [ se, e somente se, r cos (¢ — 0) = p

e em simbolos, temos:

p
Acosf + Bsenf’

P(r)cler= (8.6)



MARIVALDO P. MATOS

278 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL

onde A = cosp e B =seny. Temos os seguintes casos particulares ilustrados na Figura 8.10.

rcosf = —p rcosf = p ﬁrsen@ =p
p
4_._..- ..... > 4— ......... :
O Eixo Polar O p Eixo Polar
p p
L
(a) (b) rsenf =—p

Figura 8.10: (a) Reta Vertical | (b) Reta Horizontal.
(i) Reta Vertical: Se p =0 ou ¢ =7 e p > 0, a equacao (8.6) é do tipo rcosf = £p e representa a
reta perpendicular ao eixo polar, distante p unidades do pélo, ilustrada na Figura 8.10(a).

(ii) Reta Horizontal: A equagao rsen = +p, decorrente de (8.6), com ¢ = £7/2 e p > 0, representa

a reta paralela ao eixo polar, distante p unidades do pdlo, ilustrada na Figura 8.10(b).

B A CIRCUNFERENCIA: A Figura 8.11 ilustra a circunferéncia v de centro C (p, ¢) e raio a.

-
Ll

o Eixo Polar

Figura 8.11: A Circunferéncia

Decorre da Lei dos Cossenos que:
2

P(r,0) cyer?+p*—2rpcos (0 — @) =a

e temos os seguintes casos particulares:
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(i) Circunferéncia I: A Figura 8.12 ilustra o caso p =0 e ¢ = 0 em que a equagao se reduz a r = a

e representa a circunferéncia de raio a e centro no pélo. A equacdo cartesiana é z2 + y? = a?.

A 0=nmn/2

v 0=3n2

Figura 8.12: A Circunferéncia r = a.

(ii) Circunferéncias IT: No caso p = a e ¢ = 0 temos as circunferéncias r = +2a cos 6 ilustradas na

Figura 8.13, com equagao cartesiana (x £ a)2 + 1% = a?.

r =2acos0 r=—2acos0

Figura 8.13: As Circunferéncias r = £2a cos 6.
Por exemplo, para descrever a circunferéncia de equagao cartesiana (z — 1)2 + 4% = 1 na forma polar
basta observar que:

(z—1°+y* = 1o+ =2

& ¥ =2rcosf & [r=2cos0]
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(iii) Circunferéncias III: No caso p = a e ¢ = 7/2 temos as circunferéncias r = +2a sen 6, ilustradas

na Figura 8.14, com equacio cartesiana 22 + (y &+ a)? = a2.

A A
a a
© [ ]
a a
N v - v
7 = 2asenf r=-2asend

Figura 8.14: As Circunferéncias r = +2asen 6.

B As cONIcAS: Dados uma reta [ e um ponto F' fora da reta [, a equacao:

|[FP| = e dist(P;1) | (8.7)

representa a conica com diretriz | e foco F. O nimero real e, denominado excentricidade da conica,

mede o achatamento da curva e a reta que passa no foco, ortogonal & diretriz, é o eixo focal. A conica é:
(a) uma pardbola, se e=1 (b) uma elipse, se e <1 e (c) uma hipérbole, se e > 1.

Vamos investigar as situacoes mais frequentes:
SITUAGAO I: O foco F' coincide com o pélo e o eixo focal é o eixo polar. Dado um ponto P (r,6) da

conica, temos:

r=|FP|=e-dist (P;l) =e-|PQ|
e, por outro lado:
|PQ| = |BD|=|FD|—|FB|=p—rcos(m—0)
= p+rcosh,
onde p = |FD| = dist (F;1). Assim, temos r = e (p + 7 cosf), isto é:

_ ep
 1—ecosf
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1 2 T l
| P |
Ot Yotnd 0
<« 1 ‘36 n < .“\e I D >
) D, V\BF eixo polar F B |y : eixo polar
i I
! I
@ 7 v

Figura 8.15: As conicas r = ep (1 £ ecosf)™".

que representa a conica com foco no pélo e diretriz [ & esquerda do foco, como ilustra a Figura 8.15(a).
No caso em que a diretriz [ situa-se a direita do foco, como na Figura 8.15(b), entéo |FB| = rcos 6

e a equacao da conica é:
e-p

"= 1+ ecosf’ (8.9)

SITUAGAO II: O foco coincide com o pélo e o eixo focal ¢ § = 7/2. Existem dois casos a considerar
a depender da posicao da diretriz I, que pode estar acima ou abaixo do pdélo. Supondo que a diretriz

esteja abaixo do foco, como ilustra a Figura 8.16(a), entao:

Figura 8.16: As conicas r = ep (1 + esenf) ™"

|PQ| = |BQ|+ |PB|=p+rsenf

e de (8.7), chegamos a equagao da conica:

e€-p

_ .1
1 —esenf (8.10)



282 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

No caso em que a diretriz [ situa-se acima do foco, como ilustra a Figura 8.16(b), a equacao da

cOnica é:
e-p
= — 8.11
" 1+ esenf ( )
EXEMPLO 8.2.2 Considerando p=a = /2/2 e ¢ = 7/4, a equagdo:
2+ p% — 2rpcos (0 — @) = a? (8.12)

é equivalente a r = senf + cosf e representa uma circunferéncia de raio a = \/2/2 e centro C (p,¢).
Em coordenadas cartesianas, a circunferéncia r = senf + cos é descrita por:
(z—1/2)% + (y —1/2)* = 1/2.

EXEMPLO 8.2.3 A equacio r = 4 (2 +sen6) ' se enquadra no modelo (8.11), comp =4 ee = 1/2.
Trata-se, portanto, de uma elipse com um foco no pdlo, eixo focal @ = w/2 e diretriz 4 unidades acima

do pdlo como ilustra a Figura 8.17. Com 0 = 7w/2 e 0 = 31/2 obtemos, respectivamente, r = 4/3 er =4

) A
4 4
1 4 T
/i(?ﬁ
Pl o
Bz C Bl
8 3
3
A v 49 ZL

Figura 8.17: A Elipse r = 4 (2 +sen6) ' .

e com isso encontramos os vértices Ay (4/3,7/2) e Az (4,37/2). O centro da elipse, que corresponde
ao ponto médio do eixo maior AjAs, é o ponto C (p,3w/2), com p+4/3 =4 — p, isto é, p =4/3. Os
outros dots vértices sao:

By (r,3r/2+60) e By(r,3w/2—10)

com r e 6 dados por:

1
r = |FB;| =dist(By;l) = 3 (44+4/3)=8/3 e 0=mn/3.
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EXEMPLO 8.2.4 A equagio polarr =2 (1 —cos#) ™, 0 <6 < 2m, é do tipo (8.10) come=1ep=2.

Trata-se, portanto, da pardbola de equagdo cartesiana y? = 4 (x + 1).

B (IV) AS CARDIOIDES: Seja a > 0 um nimero real fixado e consideremos a curva 7 descrita pela

equagao polar 7 = a (1 — cosf), 0 < 6 < 27. Vejamos alguns aspectos gréficos da curva 7.

(i) Intersecao com o eixo polar: Se § =0, entdo r = 0 e se § = 7, entdo 7 = 2a e a curva passa nos

pontos (0,0) e (2a, ).

(ii) Intersecao com os eixos § = 7/2 e § = 37/2: Com 0 = /2 e # = 37/2, encontramos r =a e a

curva passa nos pontos (a,7/2) e (a,37/2).

(iii) Simetria: A equagdo nao ¢ alterada ao trocarmos 0 por —0 e isto indica que a curva ¢ simétrica

em relagdo ao eixo polar. Se 0 < 6 < 7/2 entao:

a(l—cosb) #all —cos(mr—0)] e a(l—cos)#all—cos(m+6)]

e isto indica que a curva nao é simétrica nem ao eixo # = 7/2 nem ao poélo.

(iv) Extensao do Lugar Geométrico: Considerando que |cosf| < 1, segue que r ¢ finito, seja qual
for o valor real assumido por 6 e isto indica que a curva é fechada. Os valores maximo e minimo

assumidos por r sdo r = 2a e r = 0 e ocorrem para 6 = 7 e § = 0, respectivamente.

(v) O Gréfico: A Figura 8.18 ilustra a cardidde descrita pela equagao polar 7 = a (1 — cosf).

Figura 8.18: Cardioide r = a (1 — cos®).
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Uma anélise similar é feita para as cardioides:
r=a(l+cosf), r=a(l—send) e r=a(l+send)

cujos graficos estao ilustrados na Figura 8.19.

0=m/2 A 0=1/2

e:o =
6—‘7: — = J 4 0=n/2
a 0=0 8=27c
2a =/ 2a

N\ 0=0
a p

0=2n a /

0=3n/2 v 0=n - \
0=3m1/2 0=2n
r=a(l+cosH) r=a(l-send) r = a(l + senf)

Figura 8.19: Outras Cardioides.

8.2.2 A Férmula do Comprimento em Coordenadas Polares

Uma curva «y descrita em coordenadas polares pela equagao r = f(6), 01 < 6 < 63, pode ser

visualizada na forma paramétrica por:

x = f(0)cosf
y=f(0)senh, 61 <0<0,

e um cdlculo direto nos da:

dzx

o7 = f'(0)cos — f(0)send e &y _ 1 (0)senf + f (0) cosb.

do

Usando a férmula (8.4) para o comprimento, encontramos:

L(y) = /:2 \/(25)2 + (d—y)zde - :2 VIO + (02 do. (8.13)

do

EXEMPLO 8.2.5 Com a férmula (8.13), vamos calcular o comprimento da cardioide r = a (1 — cos @)

tlustrada na Figura 8.18.
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SOLUCAO Temos r = f (8) = a (1 — cosf) e aplicando a férmula (8.13), considerando que 1 — cosf =

2sen? (0/2), obtemos:

27 2 21
L(y) = /0 \/ (0% + f(0)* do :/0 V242 (1 — cos0) db = a\/i/o V/2sen? (0/2) df
21 2
0

- Qa/o sen (6/2) d9:2a{—2cos(0/2)} = 8a.

8.2.3 A Férmula da Area em Coordenadas Polares

A férmula para o cédlculo da drea em coordenadas polares tem sua origem na drea do setor circular.

A Figura 8.20(a) ilustra um setor circular S, cuja drea corresponde a fragao da drea do circulo:

(a) A(S)=1r20 (b) dd=Lr2(do)

Figura 8.20: Area em Coordenadas polares.

A drea da porcao elementar dA é aproximada por dA = %r2d9 e por integracdo encontramos:

92 62
A(D):/e dA:% [ sy, (8.14)
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EXEMPLO 8.2.6 Como primeira ilustra¢ao, vamos calcular a drea da regiao delimitada pela cardioide

r=a(l —cosf) da Figura 8.18. Aplicando a férmula (8.14) com f(0) = a (1 — cos®), encontramos:
2 CL2 2
A(D) = / §a2(1—00s9)2d6:2/ (1—20080+cos29)d0
0 0

a? 1 sen (20)\1*"  3ma?
= 2[9—28en9+2<9+2)]0 =5

No caso em que a regiao D é delimitada por duas curvas, como ilustra a Figura 8.21, ela é descrita

pelas desigualdades D : g (0) <r < f(0), 61 <0 <0,,

Figura 8.21: Area entre duas curvas.

e a férmula para o cdlculo da drea torna-se:

1

02
A(D) = 2/9 [£(0)* — g(0)?] do. (8.15)

EXEMPLO 8.2.7 Para ilustrar a féormula (8.15), inicialmente vamos calcular a drea da regico D sug-

erida nos sequintes casos:

(a) D ilustrada na Figura 8.22(a), é exterior & cardioide r = a (1 — sen @) e interior ao circulo r = a.
De (8.15), seque que:
™ ™
A(D) = / ) [a2 —a?(1— sen@)z} do = / (2senf — sen? 0) df = a’(2—-7/2).
0 0

(b) D é a regiao comum as cuvas y; : 7 = 2acos8 e vy : v = 2asend, ilustrada na Figura 8.22(b).



MODULO 8 APLICAGOES DA INTEGRAL

287

A
(a)
D
- =Y 'Y .
T %
! @ \
\ i
\ /
N 2a 3
\'\..— o~
v
r=a r = 2acosf
"""" r=a(l —sen6) ——— r=2asend

Figura 8.22: Regides do Exemplo 8.2.7.
Neste caso, encontramos:
w/4 n/4
A(D) = 2/ 1 (2asen 0)? do = 4a2/ 2 [1— cos (20)] do
0 0

=a?(-1+7/2).

w/4
_ o2 [0_ sen(2c9)}

2 0

EXEMPLO 8.2.8 Calcular a drea da regido R interior a leminiscata v, : r* = 2a%cos (20) e exterior

ao circulo vy : v = a ilustrada na Figura 8.23.

A

_____ = a
7 = 2a*cos(28)

Figura 8.23: Regiao do Exemplo 8.2.8.

SOLUCAO Os pontos de intersecao das curvas 7y, e 79 sao aqueles para os quais:

2a% cos (26) = a?.

(8.16)
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Resolvendo a equacao (8.16) encontramos § = £7/6 e um célculo direto nos dé:

/6
% [2a” cos (20) — a®] df = a2/ [2 cos (20) — 1] db
—7/6

/6

AR) = 2A(D)—2/

—7/6

= a2 (\/g—w/?)).

EXEMPLO 8.2.9 Calcular a drea da regiao D interior a cardioide v, : r = a (1 +senf) e exterior ao

circulo vy 1 7 = asenf.

SOLUGAO A Figura 8.24 ilustra a situacio gréfica.

A

A

— r:aseng
—— r=a(l +senb)

Figura 8.24: Regiao do Exemplo 8.2.9.

Para usar a férmula (8.15), com f () = a(1+senf) e g (0) = asen @, primeiro separamos a regiao

D em duas partes: a porcao D; acima e a por¢cao Dy abaixo do eixo polar. Temos:

/2 1
A(Dy) = 2/ 5 [aQ (1 + senf)? — a2 sen? 0} do =a®(2+7/2),
0
0 1
A(Dy) = 2/ §a2 (1+sen6)®dd = a® (=2 + 3r/4)
—7/2
e, dessa forma, encontramos:
5ra?
A(D)=A(D1)+ A(Dy) = 1
ESCREVENDO PARA APRENDER 8.2 ( click aqui e veja a lista completa)

1. Localize no plano cartesiano os seguintes pontos dados em coordenadas polares e, em seguida,

determine suas coordenadas cartesianas:


http://www.mpmatos.com.br/Calculo2/Lista08.pdf
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(a) (2,7/4)  (b) (2,37/2)  (c) (3,7/6) (d) (1, —m/4)

(e) (2,5m/6) (f) (=1,—7/4) (g) (=2,7x/6) (f) (—3,137/6)

. Determine as coodenadas polares dos pontos cujas coordenadas cartesianas sio:
(a) (1,1) (b) (2,0)  (¢) (—v2/2,v2/2) (d) (3,3V3)

(e) (~=1,-1) (f) (1,V3) (8) (—V7,3) (h) (0, —4)

. Passe para a forma polar 7 = f () as seguintes curvas:

(a) zy = 2 b) 2 +y>—3y=0  (c) 322 +5y° =15

(d)z+1=0 (e) 22 —y? =1 (f) y? — 4z = 0.

. Passe para forma cartesiana F (z,y) = 0 e esboce o grafico de cada curva abaixo:

B 4
14 cosf

(f) r=5+2cosf (g) r=3secd (h)r=1++2cosf (i)r=2tan6 (j)r=20

(a) r=2+sen20 (b)r=sen20 (c)r (d) r=acosf (e)r=>5

. Determine, caso exista, a intersecao entre os seguintes pares de curvas:
(a)y;:7=2 e 79:7=4cosb (b) vy:r=14cosf e ~y:7=1/3(1—cosb)
(c) y;:72=4sen20 e vy:7=2v2cosf (d)y;:0=m/4 e ~y:7=2cos0

. Calcule o comprimento das seguintes curvas dadas na forma polar:

(@) y:r=3cost, 0<0<5 (b)y:r=2sect, 0<0<% (c)y:r=1-cost, 0507
(d)y:r=0/3,0<0< 7 (e)y:r=|senf|, 0<0<2r (f)y:r=3cos?(§),0<0<Z
. Calcule a drea da regiao interior a cada curva y dada abaixo:
(a) v: 72 = a%cos20 (b) v:r=a(2—cosf) (c)v:r=2asend
(d)y:r=a(l+cos20) (e)y:7>=1-cosd (f) v : 2 = 2a® cos? (0/2)
. Em cada caso, esboce graficamente a regiao D e calcule a drea A (D).
(a) D é interior ao circulo 7 = a e exterior a cardidide r = a (1 — cos6). (resp.: a(2 — 7/4))
(b) D é delimitada pelas curvas r =2, § =7/4 e 6 = 7/2. (resp.: /2)
(c) D é interior & cardidide r = a (1 4 sen f) e exterior ao circulo r = asen6. (resp.: 5ma?/4))
(d) D é comum aos circulos r = 2acosf e r = 2asen 6. (resp.: a?(—1 +m/2))

(e) D é interior & leminiscata r? = 8 cos 20 e exterior ao circulo r = 2. (resp.: 3(3v3 —m))
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(f) D é interior ao circulo r = 3 cosf e exterior & cardiéide r = 1 + cos 6. (resp.: )
(g) D é delimitada pela rosdcea de 4 pétalas r = a |sen 26 (resp.: a’m/2)
(h) D é interior ao circulo r = cosf e exterior a cardidide r = 1 + sen. (resp.: 1 —7w/4)
(i) D é interior ao circulo r = sen @ e exterior a cardiéide r = 1 — cos 6. (resp.: 1 —7/4)

8.3 Volume de Revolucgao

Consideremos uma curva 7 no plano zy, aqui denominada geratriz, descrita pela relagao F (z,y) =0
e denotemos por S a superficie obtida pela rotacdo da curva v em torno do eixo Oz. E claro que

cada ponto da curva « ird descrever uma circunferéncia de centro no ponto C (z,0,0) e a superficie S

é caracterizada por

% H . . —
C’PH = HC’QH , onde P (x,y,z) é um ponto genérico da superficie S e Q (z,7,0) é
o ponto de interse¢ao da curva v com o plano que passa por P, perpendicularmente ao eixo z (eizo de

rotag¢ao), como sugere a Figura 8.25.

=V

Figura 8.25: Superficie de Revolugao.

= |loB Vola! : =2 2 2
A equagao HC’P H = HC’QH que descreve a superficie S se reduz a §° = y° + z° e como o0 ponto

Q (z,7,0) jaz sobre a curva =, temos F' (x,y) = 0 e a equacao de S é:

S: Fz,£Vy? +22) =0.

No caso em que a curva vy é o grafico da funcao y = f (x) a equagao da superficie S é:

‘S: y? + 2% = [f(:z:)]z‘
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EXEMPLO 8.3.1 Ao girar o arco de circunferéncia y = v R? — 22 encontramos a esfera S, de centro

na origem e rato R, descrita por:

2
y2+z2:( RQ—a:Q) @‘S: 2? +y? + 22 = R%

8.3.1 Volume de Revolucao - Método das Fatias

O Método das Fatias, ou dos Discos Circulares, tem sua origem na férmula cldssica V = mR%h que
representa o volume de um cilindro circular reto de raio R e altura h. Para decrever o método, deixe-nos
considerar um corpo {2, gerado pela rotacao de certa regiao D do plano xy, em torno do eixo Oz, e por

simplicidade consideremos a regiao:
D={(z,y)eR?®:a<2<b e 0<y<f(2)}

ilustrada na Figura 8.26.

X +dx /

Figura 8.26: Volume de Revolugao.

4

Q

=
N\
S
P
= v

O volume elementar dV produzido pela rotacao da fatia dA entre x e x + dx assemelha-se ao volume

do cilindro de raio R = |f (z)| e altura h = dz e, portanto:
dV ~ W[f(a:)]gdx.

Por integracao, encontramos:

b b
vol(Q) = / dv = / ©[f(2)] de. (8.17)
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EXEMPLO 8.3.2 (Volume da Bola Esférica.) A bola esférica de raio R é gerada pela rotagao em

torno do eizo Ox da regigo D : —R < x < R; 0 <y < VR2— 22, como ilustra a Figura 8.27.

O\
—
)

Figura 8.27: Volume da Bola Esférica.
Temos y = f (x) = VR2 — 22 e de acordo com (8.17), encontramos:

vol (£2) —/wa(mfdm—w/

- -R

R

3
(R*—a?)dr =7 (R%;\R v \RR) —[4rR?/3.

-R 3

EXEMPLO 8.3.3 (Volume do Cone Circular Reto.) A rotagao em torno do eizo Oz da regico tri-

angular D, ilustrada na Figura 8.28, produz o cone circular reto de raio R e altura H.

VA y
R

] X
z

Figura 8.28: Volume do Cone Circular Reto.

=
{
=V

Agqui D :0<x < H; 0<y < Rz/H, de modo que dV = 7T(Ra:/H)2 dx e, assim, temos:

vol (Q) = /OHﬂ[f (x)]*de = W/OH (52) 22dz = | nR2H/3.

OBSERVACAO 8.3.4 No caso em que a rotagdo se processa em torno do eixo Oy, como sugere a Figura

8.29, a regido D deve ser descrita sob a forma:
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><V

Figura 8.29: Rotagao em torno do eixo Oy.

O volume elementar dV é aproximado por:
2
dV ~ W[g (y)} dy.

e o volume do corpo 2 é a "soma" dos volumes elementares dV e vem dado por:

d d
VOI(Q):/ dV:/ w[g(y)fdy. (8.18)

EXEMPLO 8.3.5 (O volume do Paraboloide) A Figura 8.30 ilustra o paraboloide ) gerado pela

rotacao da regico D em torno do eixo Oy.

yL“) x =4 yj

v

=V
N

Figura 8.30: Paraboliode de Revolgao.

Se D ¢ a regiao do plano xy, descrita por D :0<y<H e 0<z<.,/y, entao o paraboloide ) é

descrito por:

Q:x2+z2§y§H
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e tem volume dado por:

H H
VOI(Q):/O de/O W[\/gfdy: TH?/2.

EXEMPLO 8.3.6 (Volume do Elipsoide de Revolugao) A regido D do plano xy, entre o eizo Oy

€ a curva.

A
ZL) x =4 7oy J "
= e
b z

Figura 8.31: Elipsoide de Revolcao.

A curva geratriz x = g (y) e o volume elementar dV sao dados por:

_ 2 /5 2 _ a’ 2 2
g(y)—g b? —y? e dV—ﬂ'[b2(b y)]dy
e de acordo com (8.18) o volume do corpo S é, portanto:
b 7T(L2 b
vol () = / v = b2/ (b2 - y2) dy = | 4mwa’b/3.
—b —b

Rotagao em torno de um Eixo Horizontal

Vamos, agora, considerar o caso em que a regiao D do plano xy gira em torno do eixo horizontal
L : y = p, situado acima ou abaixo da regiao. A Figura 8.32 sugere o caso em que o eixo L estd abaixo

da regiao D, a qual é descrita por:
D:a<z<b e f(z)<y<g(x), (8.19)

sendo y = f(z) e y = g(z) fun¢des continuas no intervalo a < x < b. E oportuno ressaltar que o

processo se inicia medindo-se as distancias dos gréficos das fungoes f e g ao eixo de rotacao e, dessa
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forma, o volume elementar dV aproxima-se de um cilindro vazado de raios R e 7 e altura dzx, isto é:
dV ~ [RQ - 7“2] dzx, com R=dist(A;C) e r=dist(B;C).
Em coordenadas, temos A (z,g (z)), B (z, f(z)) e C(z,p), de modo que:

R =g(@) =P, 2 =[f (@) =p* e dV=r](g(@)~p)~(f(2)~p)’] do.

Figura 8.32: Rotacao em torno de um eixo horizontal.

e, assim, o volume do corpo €2 é, dado por:

vol(Q2) = /ab dv = /abﬂ[(g(:c) —p)2 — (f(z) - p)ﬂdw. (8.20)

Rotagao em torno de um Eixo Vertical

No caso em que o eixo de rotagao é vertical, digamos L : x = ¢, situado & direita ou & esquerda
da regiao, o processo é similar ao caso anterior, com uma ressalva: as fungoes que delimitam a drea D

devem ser postas na forma z = g (y) e x = f (y), isto &, D é descrita por:
Dic<y<d e f(y)<z<g(y), (8.21)

sendo f (y) e g (y) fungdes continuas no intervalo ¢ < y < d. A Figura 8.33 ilustra a situacao em que
o eixo de rotacao situa-se & direita da regiao, onde vemos o cilindro vazado dV de altura dy e raios
R = dist (A;C) e r = dist (B; C) . Neste caso, temos dV ~ m [R? — r?] dy, e considerando os pontos

A(f(y),y), B(g(y),y) e C(q,y), encontramos:

v == [(f W)~ 0~ (9 (y) - 0)°] dy.
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Figura 8.33: Rotacao em torno de um eixo vertical.

O volume do corpo €2, que é Soma dos volumes elementares dV, é calculado pela integral:

vol(2) = / “av = / dw[(f(y)—qf— (9(v) — 0)*|dy. (8:22)

EXEMPLO 8.3.7 A Figura 8.34 ilustra duas regioes D1 e Do e desejamos calcular o volume do corpo

Q, sugerido nos sequintes casos:

L, »t
W 2'\ 2
_x:
e y
D,
1
y D, \
K g E
b Ly

Figura 8.34: Ilustracao grafica do Exemplo 8.3.7.

(1) Q ¢é gerado pela rotagao da regiao Dy, em torno do eixo Ly :y = —1/2.
(ii) Q ¢é gerado pela rotagao da regiGo D2, em torno do eixo Lo : x = —1.

(iii) Q é gerado pela rotagao da regiao Do, em torno do eixo Ly :y = —1/2.
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(iv) Q é gerado pela rotagao da regigo D1, em torno do eixo Lo : x = —1.
SOLUGAO As regioes Dy e Dy s&o descritas por:
D1:0<z<1;Va<y<2-z e Dy:0<y<Liy?<z<2-y

e assim, temos:

() R2=(5/2—2)%, P =(/z+1/2% e dV=n [R? — r?| dz = 7 (2? — 4z — \/z + 6) dz. Logo:

vol(Q)—/OldV—w/l (22 — 4z — /& + 6) do =| 117 /6.

0

(ii) R? = (3 —y)?, T2:(y2+1)2 e dV =n[R?—r?dy=m(y*—y*— 6y +8)dy. Logo:

1 1
VOI(Q):/dV:ﬂ'/ (y4—y2—6y+8)dy:
0 0

(iii) Aqui é necessério dividir a regiao Dy em subregides Ry e Ry do tipo (8.19) e aplicar a cada uma

delas a férmula (8.20). Sejam entao:
R :0<2<1;0<y<+Vz e Ry:1<2<2,0<y<2—2
e 21 e Qs os respectivos volumes gerados por Ry e Ro. Temos:
VOl(Ql):ﬂ'/ [(Vz+1/2) —Z]d$:77[‘/6 e VOI(QQ):TF/ [(5/2—1:5) _4} dx = 57 /6
0 1

e, portanto:
vol (Q) = vol (Q) + vol (Qg) =
(iv) A situagao ¢ semelhante ao caso anterior, com uma ressalva: as subregides R e Ry devem descritas

sob a forma (8.21). Temos:
Ri:0<y<L0<z<y? e Rp:1<y<20<a<2-y
e usando (8.22), encontramos:
vol () = 77/01 {(yz +1) - 12] dy=137/15 e vol (Qy) = 7r/12 [(2 g+ 1)? - 12] dy = 47 /3.

Logo:

vol () = vol (1) 4+ vol (Q2) =
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8.3.2 Volume de Revolugao - Método das Cascas Cilindricas

Ao contrario do que ocorre no Método das Fatias, em que a fatia dA é perpendicular ao eixo de
rotacdo, agora a fatia dA é paralela ao eixo. Primeiro, suponhamos que o sélido €2 seja gerado pela
rotacdo da regido vertical simples D em torno do eixo (reta vertical), distante p unidades do eixo Oy,

como ilustra a Figura 8.35.

A 7 [ =d)
@ A
i D
2 H =g(x) —fx)

y=fx) Ax

e
=

S

=V

r=xX+p

R=Xx+p+Ax

'
A

Figura 8.35: Volume por Cascas Cilindricas.

O volume infinitesimal dV é aproximado por dV ~ & [R2 — 7"2] -H,onde R=z+p+Azer =z+p,

e assim temos:

AV = n|@+p+d2) = (@+p)] [9@) - f @)]
= 2 (@ +p) (A2) [9(@) — £ (@)] + (A2) [g (@) — f (@)]
de onde resulta:
A —aratp) [9@) — £ @)] +(Aa) [o (&) ~ £ (@), (823)

Fazendo Az — 0 em (8.23) encontramos V' (z) = 27 (z + p) f (z) e dai segue o volume elementar:
dV =2m (z+p) [g (z) — f (z) |dz.

O volume de 2 é a Soma desses volumes infinitesimais, isto é:

b
vol(Q) = / 21(z +p)[g9(z) — f(z)]dx. (8.24)
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EXEMPLO 8.3.8 Deize-nos reconsiderar a situagao (iv) do Exemplo 8.3.7 e calcular o volume do corpo

Q pelo Método das Cascas Cilindricas. Neste caso, temos:

1 1
VOI(Q):/O 27T(x+1)[2—a:—\/5]dx:2ﬂ'/0 <2+:E—\/5—$2—x3/2)dx:

Outra situacao ocorre pela rota¢ao da regiao horizontal simples D : ¢ <y <d; f(y) <z <g(y) em

torno de um eixo horizontal, distante ¢ unidades do eixo Ox, como ilustrado na Figura 8.36.

ya

x=1)
d

}
Y

Ay D —x=gy)
C

eixo_ _?l S

B R S e S

Figura 8.36: Volume por Cascas Cilindricas.

Para esta situagao, o volume elementar dV' vem dado por:

dv =2m(y+q) [9(y) — f(v)|dy

e o volume do corpo €2 é calculado pela férmula:

d
vol(Q2) = / 21 (y + q)[9(y) — f(y)]dy. (8.25)

EXEMPLO 8.3.9 Com relagao ao Exemplo 8.3.7, o volume do corpo Q na situagao (iii) pode ser cal-

culado pelo Método da Cascas Clilindricas. Da fato, neste caso o volume elementar é:
dV =2m(y+1/2) (2—y—y*)dy =27 (1 + 3y/2 — 3y*/2 — y*) dy
e um célculo direto nos da:
vol () = /Oldvz/o1 (1+3y/2 - 3y%/2 —y*) dy = |27

EXEMPLO 8.3.10 (Usando uma Rotacao de Eixos) Calcular o volume do corpo 2 obtido por ro-

tagao, em torno da reta y = x, da regiao triangular D de vértices O (0,0), A(1,0) e B(1,1).
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QT
~1
_\k
=1V

Figura 8.37: Usando uma rotagao.

SOLUGAO A Figura 8.37 ilustra a situacio gréfica antes e apds a rotacao.

No sistema zOy a regiao D, situada no 4° quadrante , é delimitada pelo eixo T e pelas retas:
71:f:g+\/§/2 e VT =-y
e usando (8.25), com ¢ =0, g(y) =7+ v2/2 e f(y) = —¥, encontramos:

0 0
vol (Q) = /_ﬁ/2 219 (7) — f () ]dg = 27 /_ﬁﬂg (217 + \/5/2) dyj = | m/2/6.

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.3 ( click aqui e veja a lista completa)

1. Identifique o eixo e a geratriz da superficie de revolucao, cuja equacgao cartesiana é:
(a) z = 22 + 92 (b)z=9y>+22 (c)y? =22+ 22
() 22 +y?*+22=0a® (e)2a?+y?=1 (f) 42?4+ 9y* — 22 = 36.
2. Em cada caso abaixo, esboce a regiao D delimitada pelas curvas sugeridas e em seguida calcule o

volume do sélido gerado pela rotagao da regiao D em torno do eixo indicado.

(a) y=a*—22% y=222, 2>0; eixoy (b)y=2%—4z, y=0; eixoz
(c)y=+vz, y=0, z=4; eixox=4 (d) 22 +y*=1; eixoz =2

(e)y=+vz, y=0, x=4; eixoy =2 (f)y—:v y=0, x=2; eixoy
(g)y=2a2 y=4—2% ecixox (hyzy=1,y=0, z=1ex=2; eixo .

3. Uma regiao D do plano xy é delimitada pelo triangulo de vértices (0,0), (h,0) e (h,r), sendo h
e r nimeros positivos. Calcule o volume do sélido resultante da rotacao da regiao D em torno do

eixo z (resp. mr2h/3). E se a rotacdo fosse em torno do eixo y? (resp.: 2mrh?/3))
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4. Qual o volume do sélido obtido pela rotagao em torno do eixo x da regiao do plano zy delimitada

pela parabola y = 22, pelo eixo x e pelas retas y =2z —le y =z + 2? (resp.: 137/6))

3

5. Considere a curva de equacdo y? = x> e as regioes R; e Ry, ilustradas na figura.

Determine o volume do sélido em cada situacao a seguir:

ylk
(a) Re gira em torno do eixo x; B c(,))
(b) R; gira em torno do eixo y; R,
(¢) Rg gira emtorno do eixo BC} R,
A =z
(d) R; gira em torno do eixo AC.

6. O arco AB ilustrado na figura é o gréfico de certa funcao y = f (z), a <z <b.

Identifique o sélido de revolugao cujo volume é:

b d
(a) / 7 (x)2da (b) / 7N y)2dy

e b
(c)/d 27ryf_1(y)d:c (d)/ 7rf(:1:)2d:v—7re2(b—c)/3

a

b b
@ [ ors@as (0 w(be? — ad?) ~ [ mf(ade 2 & e

a

7. E feito um orificio de raio 2v/3 pelo centro de um sélido esférico de raio R = 4. Calcule o volume

da porgao retirada do sélido. (resp.: 2247/3)

8. Calcule o volume de um tronco de cone circular reto de altura h, raio da base inferior R e raio da

base superior r.

9. Calcule o volume de uma calota determinada em uma esfera de raio r por um plano cuja distancia

ao centro da esfera é h, h < r. (resp.: 2mR3/3+ mh3/3 — wr?h)

10. Calcule pelos dois métodos (Fatiamento e Cascas Cilindricas) o volume do sélido obtido por

2

rotacao em torno do eixo y da regiao delimitada pela curva y = 2o — z° e o eixo x.
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11. Ao girar em torno do eixo y uma certa regido do plano zy, obteve-se a seguinte expressao para o

volume do sélido resultante:
/4
V:27r/ (xcosz —xsenx)dx.
0
Identifique a regiao e calcule o volume V.

12. Calcule o volume do sélido gerado pela rotagao da regiao delimitada pelas retas y =0, z =2 e

x = 2y, em torno da reta y = x (Hint: use uma rotagao de eixos).

13. Calcule o volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo y do disco delimitado pela

circunferéncia (z —a)> + 42 = b2, 0 < b < a.

8.4 Area de uma Superficie de Revolugao

Antes de deduzir uma férmula para a drea de uma superficie de revolugao, vamos calcular de maneira
simples as dreas de duas superficies bastante familiar: o cilindro e o cone circular reto. Para o cilindro de
raio R e altura H, quando cortado e aberto, sua drea lateral é calculada como se ele fosse um retdngulo

de altura H e base 27 R, como sugere a Figura 8.38.

H A(S) = 2nRH

P>
|

2nR

Figura 8.38: Area do Cilindro Circular Reto.

Para o cone o procedimento é andlogo. Aqui usaremos a férmula bésica da drea do setor circular:
A(D) = %Rs, sendo R o raio e s o comprimento do arco. Um cone circular reto de altura H, geratriz
de comprimento g e raio da base R, apds cortado e aberto, se identifica com o setor circular de raio g e

comprimento do arco s = 2w R, como ilustra a Figura 8.39(c).
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(a) (b) (c)
S |
‘
‘ g

AD) = 1 Rs g=VH* - R? A(S) = 2nRg = 2nRVH? — R?

Figura 8.39: Area do Cone Circular Reto.

Em uma situacao geral, suponhamos que S seja obtida por rotacao, em torno do eixo Ox, do grifico
de uma funcao suave y = f (x), a <z < b. Por funcao suave entendemos um funcdo f que é continua
e tem primeira derivada continua no intervalo [a,b]. A drea infinitesimal dS é aproximada pela drea do

cilindro de raio f (z) e altura ds, sendo ds o comprimento do arco sobre o gréfico de f, como sugere a

Figura 8.40.
Iy = f(x) a b X
ds
Figura 8.40: Area da Superficie S.
Temos que dS = 27 f (z) ds e, como vimos em (8.1) o comprimento elementar é ds = /1 + f/ (x)2 dx,

e por integracao encontramos a seguinte férmula para o cdlculo da drea de S :

b b
A(S) :/ 27 f(z)ds :/ 21 f(x)\/1+ f(x)? dx. (8.26)
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EXEMPLO 8.4.1 Como ilustracdo, vamos calcular a drea de uma esfera de raio R. A esfera é obtida

por rotagdo, em torno do eixo Oz, do arco de circunferéncia

v:iy=VR?—22 —R<z<R,
e considerando em (8.26) : f(x)=VR2—22 e \/1+f'(2)* =R (R? — :132)_1/2, encontramos:

R
A(S) = / 21 Rdx = 4T R%.
—R

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.4 ( click aqui e veja a lista completa)
1. Em cada caso, calcule a drea da superficie S.

(a) S é gerada pela rotagao da curva y = /z, 1 <x <4, em torno do eixo z.
(b) S é gerada pela rotagao do segmento de reta y = 3z + 2, 0 < z < 3, em torno do eixo z.
(c) S é gerada pela rotagio da curva 8z = y* +2/y2, 1 <y < 2, em torno do eixo .

(d) S é o paraboloide y = 2% + 22, 0 <y < 4.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.2

1. Como ilustracao, veja os itens (a) e (h).

(a) (2,n/4) (h) P(3, 1/6)
3
o (ﬁ,ﬁ) TC/6
4. .................... 4’
0 3 0 Eixo Polar
Eixo Polar=
0(-3, 1371/6)

() (V2v2) (b) (0.-2) () (3.9 (d) (2.2 (o) (VB () (%29


http://www.mpmatos.com.br/Calculo2/Lista08.pdf

MODULO 8 APLICACOES DA INTEGRAL 305

(®) (v3,2) (h) (32, 3).

(\V)

(@) (2,7/4) (b) (2,0) (c) (1,3/4) (d) (6,7/3) (e) (V2,57/4) (f) (2,7/3)
(8) (2v3,7/3) (h) (4,-7/2).
3. (a) r?sen20 =4 (b) r =

4. (a) a2+ y?—2zy=2 (b) F(z,y) =

5. Os pontos de intersecao sao apresentados em coordenadas polares. Localize-os no plano xy.

(a) A(2,£1/3) (b) A1(1/2,21/3) e As(1/2,47/3) (c) A1 (0,7/2), A (0,31/2) e A3 (2,7/4).

(d) A1(1++v2/2,7/4), Aa(1 —+/2/2,31/4), Az(1 —+/2/2,51/4) e Ag(1 +/2/2,731/4)}.

6. (a) 3m/2 (b)2v3 (c)2v2-2 (d) HVA+n2+tin(\/I+7n2/A+7/4) (e)2r (f)3V2
(8) & (16+72)** —8a/3 (h) 2(27 —3V3) (i) V2r/2.

7. Veja a ilustragio grafica no final do capftulo.
(a) a2 (b) 9ra%/2 (c) ma® (d) 3ma2/2 (e) 7 (f) 2ma.

8. Graficos.

A

(a) yt (b) y (c) Y

o (I
N ZN :

r<aer<a(-cosd) r<2emn/4<6 <m/2 asen® <r<a(l+senb)

€T




306 CALCULO DE UMA VARIAVEL REAL MARIVALDO P. MATOS

(d) Ys (e) Ys ® v
a
’ 7
B ‘& 3“,
\_/" A \NA
r=2acosO e r=2asend a<r<2a®cos?20 a(l+cosB)<r<3acosO
(®) m Y1 (1) y
2 1
‘ 2 £
v 1z

r=alsen20 | 1+send <r<cosf 1 —-cosf < r<senf

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.3

1. Em geral, a geratriz é determinada pela intersecao da superficie com um plano coordenado.

(a) geratriz: y = /z; eixo z. (PARABOLOIDE)
(b) geratriz: y = +/z; eixo z. (PARABOLOIDE)
(c) geratriz: y = z; eixo y. (CONE)
(d) geratriz: 22 +y? = a?; eixo z. (ESFERA)
(e) geratriz: z =1; eixo y. (CILINDRO)
(f) geratriz: 9y? — 22 + 36; eixo z. (HIPERBOLOIDE)

2. Em cada figura abaixo apresenta-se o grifico da regiao que ird produzir o sélido.
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(a) y (b) Ya (C) Ya
G ~ | N4
< x
a:)
(d) ¥4 i ©)y, ® o,
g
° eixo Gt \P
R =T
\ 2 :c; m; .
g}

(h)

Yy Ya

9

™
<

(a) V=321/3 (b) V=512r/15 (c) V =2561/15 (d) V = dr?

() V=40r/3 (f) V=167/3 (g) V =(30.1)n/2 (h) V ==/2.
3. vol (Q) = 72k /3. Se a rotacao fosse em torno do eixo Oy, o volume do corpo seria 2wrh?/3.
4. vol (Q) = 137/6.
5. (a) /4 (b) 3x/7 (c) 117/20 (d) 277/35.

6. O corpo (2 é gerado pela rotagao da regiao D em torno do eixo indicado.
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(a) D= RyURy; eixo Ox.
(b) D = Rg3; eixo Oy.
(¢) D= Rs; eixo Ox.
(d) D= Ry; eixo Ox.
() D= RyURy; eixo Ox.
(f) D= R3; eixo Ox.
7. vol (Q) = 2247 /3.
8. vol (Q) = 7h/3 (R* 4+ r? + rR).
9. vol (Q) = 27hR3/3 + wh3/3 — 7r2h.
10. Usando fatias, encontramos:
2 2
vol () = 7r/ (—2% +22)" dz = 167/15.
0
Por outro lado, usando cascas cilindricas, obtemos:

1 1
VOI(Q):27T/ 2y\/1—ydy:47r/ (1 —t)Vt dt = 167/15.
0 0

11. A regiao D é delimitada pelo eixo Oy e pelos graficos de y = cosz e y = senx, entre z = 0 e

x = m/4. O volume do corpo ( é:

vol () = (71'2\/5 - 47r> .

N

4371/2

12. vol () = o7

13. O sélido €2 tem o formato de uma rosquinha e seu nome é Toro de Revolugdo. Temos:

47b3

vol (Q) = ab’m? + 3

ESCREVENDO PARA APRENDER 8.4

1. (a) A(S) =4 {(17/4)** — (5/4)*/*] ~36.18 (b) A(S) =397v10 (c) A(S) = 11797/256.
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(d) A(S)=4{(17/4)*? - 1/3] ~ 36.18.

B ALGUMAS CURVAS ESPECIAIS EM COORDENADAS POLARES

As curvas em coordenadas polares que aparecem com mais freqiiéncia sao apresentadas abaixo, com

as respectivas equagoes. Acompanhe a figura com os valores de 6 : 0, «/6, w/4, n/3, 7, 37/2, e 2.

Leminiscata
Yy ?

r* =a*cos20

Rosacea de 4 Pétalas

Y4

A

Hipocicloide

A

O

r=alsen20 |

Espiral de Arquimedes

Rosacea de 3 Pétalas

Ya

r =2sen30

6=n/2
A
N

Linha reta

h N
x=acos’0, y=asen’0 r=af recos(® —0,) =r,
Limagon I Limagon II Limagon IIT
o eizo
eirxro
(0]

r=a+bsend,a<b

r=a+bsend, b<a

r=1+2cos0
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Oen2 Cardioide I Cardioide 11 Cardioide III
A ﬂk O=mn/2
a 0=0
2a N / 2a
" e\—z 0=0
T ) a a ‘/
6_7'[ y; \
v 9227'[
0=3n/2 ,. _ a(l+cos0) r=-2asen6 r=a(l+sen0)
Cardioide IV Cardioide V Cardioide VI
4 O=m/2 0=0 A 0=1/2 0=m/2
b=t AN "a~_ -,
) \ /\ 5
0=2n 1 6=0 0=0
- ) 2 =/ 7
N\ N\
1 0=2n 0=27
0=31/2 v v ; ) ,
r=a(l-sen®) r? =1—cos0 r* =2a’ cos*(0/2)
Circunferéncia I Circunferéncia II Circunferéncia I1I
4& P A _ A
a a
[ ] ® <+ a L
a a
< v - v v
¥ =—2asen0 -
r=2asen® r=2acosd
Clrcunferenmaﬂlv EXE{a I Extra I1
@a a 1, < / >
| \j W
v
r=—2acosb r=a(2—cosH) r=a(l+cos20)
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o0
_ 2
” A mathematician is one to whom / e " 2dy =21
—0o0
is as obvious as that twice two makes four is to you.

Liouville was a mathematician.”

Lord Kelvin
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\begin{figure}['htb]

\begin{minipage} b]{0.40\linewidth}
\includegraphics[width=\linewidth]{graphics/Figura8 11.jpg}
\caption{Exercicio 6}

\label{fig7.k}

\end{minipage}\hfill

\begin{minipage}[b]{0.40\linewidth}
\includegraphics[width=\linewidth]{graphics/Figura8 11.jpg}
\caption{Exercicio 6}

\label{fig7.kk}

\end{minipage}

\end{figure}

Figura 8.41: Exercicio 6 Figura 8.42: Exercicio 6

\begin{wrapfigure}[6]{r}{5cm}

\centering Ya y=f(z)
\includegraphics[width=5cm|{graphics/Figura8 11.jpg}

\caption{Exercicio 6} D
\label{fig7.k}

\end{wrapminipage} = b =:1:

Figura 8.43: Area da regido D
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