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CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS 3. INTEGRAL DE SUPERFICIE
3.1. AREA DE UMA SUPERFICIE
1. Calcule a drea de uma esfera de raio R. [resp.:  4mR?]

2. Deduza a férmula para a drea de um cilindro circular reto de raio R e altura H. [resp. 27nRH]

3. Repita o exercicio precedente com um cone circular reto. [resp. 7RV R?+ H?|
4. Calclule a drea do paraboloide S : 2?2 +y? = z, z < 4. [resp.:  §(17v17 —1]
5. Calcule a area da porcao do plano 3z + 2y + z = 7 no primeiro octante. [resp.  49v/14/12]

6. Em cada caso, calcule a drea da superficie S.

(a) S ¢ a parte do plano z +y + z = a, a > 0, interna ao cilindro 22 + y? = a2. [resp.  7a?\/3]

(b) S corresponde & parte do paraboléide 22 +y% + 2 = a2, a > 3, delimitada pelo cilindro vazado

1<a2?2+9y2<9, 2>0,y>0. [resp.  97(37V37 — 5\/5)]
(c) S é a parte da esfera 2 + y? + 22 = 1, interna ao cilindro z? + y? = y. [resp. 2w — 4]
(d) S é a parte do cilindro 2% + 22 = a2, a > 0, delimitada por y*> = a(z +a). [resp. 8a?V/2]
(e) S é a parte do cone 22 = 22 + y2, z > 0, interna ao cilindro z% + y? = 2ax. [resp. 7a®V/2]
(f) S ¢ a parte do paraboléide 2% + 2?2 = 2y, abaixo do plano y = 1. [resp.  2m(v/3 — %))
(g) S ¢é o corte do hemisfério 22 + 32 + 22 = 2, z > 0, pelo cilindro 2% + y? = 1. [resp.:

2m(2 - V/2)]

7. Calcule a drea daquela porcao do cilindro S : y? + 22 = 16, que jaz acima da regido triangular

D:0<2<2 0<y<2—u. [resp.  8V/3 +47/3 — 16]

1. Em cada caso, calcule a integral de superficie //f (P)dS.
S
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(a) f(P)=x; S:22+y*=R? -1<2<1. [resp. 0]
() f(P)=2% S:2?2+¢y>=22 1<z<2 [resp.  15mv/2/4]
(c) f(P)=zy; S:a2?+9y?>=2z, 0<zx<1, 0<y<l1. [resp.  (9v3 — 8v2+1)/15]
(d) f(P) = zzy~!; S é a por¢ao do cilindro x = g2, situada no primeiro octante, entre os

planos z =0, z=5,y=1ey =4. [resp.  22(13v/65 — V/5)]
(e) f(P)=x+y; S éa partedo plano 2z + 3y + z = 6, no primeiro octante. [resp.  5v/14]
() F(P)=a?+y2+2% S:2?+y*+22=R2% [resp. 47 RY
(g) f(P)=22% S éaparte do plano z = z, interna ao cilindro 22 +y?> = 1.  [resp. 7V2/4]
(h) f(P)==z; S éaporcao do plano z + y+ z = 1, no primeiro octante. [resp.  /3/6]

(i) f(P)=um; S éa fronteira da regido delimitada pelo cilindro z? 4y? = 1 e pelos planos z = 0

ez=x+2. [resp. 7]

2. Calcule //z\/aﬂ + 92 dS, sendo S a parte da esfera 22 4 y? + 22 = 9, compreendida entre os
S

planos z =1e z = 2. [resp.  2m(16v/2 — 5v/5]

3. Repita o Exercicio 2, considerando S a parte do cilindro 242 = 4, compreendida entre os planos

z=0ez=2+3. [resp.  44r]
4. Se Ng ¢ a normal exterior a superficie S, calcule / / (F e Ng)dS, para os seguintes dados:
S
(@) S:a?2+y*?+22=R* >0 e F=yj+zk [resp. 4mR3/3]

(b) S ¢ a parte do cilindro 22 + y?> = R%, que jaz no primeiro octante, entre os planos z = 0 e

z=a, e F=(senz)i+ (zy)j— (cosz)k. [resp. (1 —cosa)R + aR3/3]

5. Seja Q : 22 + 4% + 22 < a? a bola do R? de centro na origem e raio a. Se S é a fronteira de ,

orientada pela normal exterior Ng, e F = 22 i 4+ y? j + 22 k, calcule as integrais:

(a)I://S(F-NS)dS e (b)J:///ﬂdiv(F)dV. resp. [ =J = 0]

3.3. FORMULAS DE GAUSS & STOKES. APLICACOES

1. Com auxilio da Férmula de Stokes, calcule j{ F - dr, sendo v o bordo da superficie S.
gl
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() F=¢?%i+22j+2%k; Séasuperficie v+y+2=1, x,9,2>0. [resp.  —1]
(b) F=3yi—2zj+yz%k; S éo paraboldide 2z =22 +72%, 0<2<2. [resp.  207]

(c) F=2yi+2zj+3k; S éa partedo parabolside z = 4—x? —y?, interior ao cilindro z2 +y? = 1.

[resp.  —2]
(d) F=zi+zj+yk; S éohemisfério z=+/1—2a2—y2. [resp. T
(e) F=22i+y?j+22k; Séocone22=a2+9420<2<1. [resp. O]
2. Em cada caso, use a Férmula de Stokes e calcule /Pd:p + Qdy + Rdz.
gl
(a) /yd:c +zdy+xdz; y:x?+y?P+22=R% x4+y+2=0. [resp. —+/3mR?|
v
(b) /(y+z)dx+(x+z)dy+(1:+y)dz; yia?4y? =2y, y=2z. [resp. 0]
2l

(c) / (y2 — z2) dx + (z2 — x2) dy + (x2 — yz) dz; v é a curva intersecao da fronteira do cubo
v

0<z<a,0<y<a,0<z<a,complano z+y+ z = 3a/2. [resp. 79a3/2]
(d) /x3dz; v é o bordo da superficie S : z =y +4; 1 <22 4y < 4. [resp. 457 /4]
gl
3. Seja S a superficie dada sob a forma parametrizada por:
S:r(u,v) =ui+vj+ (l—uZ)k, u>0,v>0 utv<l1.

Se v é o bordo de S, calcule /ydm — 22dy + 5dz . [resp. —5/6]
2l

4. Calcule o fluxo do campo F através da superficie S, na direcao da normal exterior Ng. Se possivel,

use a Férmula da Divergéncia de Gauss para comprovar o resultado.

(a) F=zi+yj+zk; S éa superficie do sélido limitado pelo hemisfério z = y/a? — 22 — y? e
pelo plano z = 0. [resp.  2ma?]
(b) F=2i+5j+3k; S éa parte do cone z = +/x2+ 92, interna a 22 + 32 = 1. [resp.  —37]
(¢) F==xi—yj; S éa parte do primeiro octante, limitada pelos trés planos coordenados e pela
esfera de equacio z? + y? + 22 = R2. [resp. 0]
(d) F=zi4+yj+zk; S ¢é a fronteira do sélido, no primeiro octante, limitado pelos planos

x=1, y=2,e3x+2y+2z=12. [resp.  51]
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5. Seja S a superficie descrita por:

10.

r(u,v):ui+vj+(2—u2—v2)k, u? + 0% <1,

e considere o campo F = yi+ (x + y) k. Calcule o fluxo de rot(F) através de S de duas maneiras:

primeiro, por um célculo direto e, depois, usando a Férmula de Stokes. [resp.  —71]

. Seja S uma esfera que nao passa pela origem. Ser = zi+ yj+ zk é o vetor posicao do ponto

P (z,y,2), mostre que o fluxo do campo F = ||r|| ™ e r através de S ¢ igual a zero, se S envolve a

origem. Qual o valor do fluxo, caso a esfera S envolva a origem? [resp. 4]

Certa curva regular v no plano zz, de equacdo z = f(x), a < z < b, gira em torno do eixo
z descrevendo uma superficie S. Deduza a Fdérmula de Pappus: A(S) = 2wLh, onde L é o
comprimento da curva v e h é a distancia do centréide de v ao eixo z. Qual a drea do cone obtido

por rotagdo dareta y =3zx 42, 0 <z <3, z=0, em torno do eixo z? [resp. 3971/ 10]

. Admita a lamina S homogénea (0 = 1) e calcule o momento de inércia em torno do eixo indicado.

(a) S ¢é a porcao do cilindro x? + y? = 2, que jaz entre as folhas do cone 22 + y? = 22

; eixo .
(b) S é o tetraedro de vértices A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) e D(0,0,0); eixo y.
(c) S ¢éaesfera 22 +y? + 2% = R?; eixo 2.

[resp.  (a) 1024/45; (b) (2 ++/3)/6; (c) 87R*/3]

. Em cada caso, encontre o centréide da lamina homogénea S.

(a) S é o hemisfério z = \/R? — a2 — 2.
(b) S é a parte da esfera 22 + y% + 22 = 1, interna ao cone z = /22 + y2.
(c) S ¢é a porcio do hemisfério 22 + 3% + 22 = 4, y > 0, externa ao cilindro z? 4 y? = 2.

[resp. (a‘) CM(Ov 07 R/2)7 (b) C]V](07 07 % + %7 (C> C]\/[(Oa 1 + %7 0)]

Seja S a parte do cilindro 22 + 32 = 2z, 0 < z < 1, entre os planos = 2 ¢ = 1. Admita a

densidade constante o e calcule:

(a) Amassade S e (b) O momento de inércia I, de S.  [resp. (a) oom (b) 4oo(1+ 5)]
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11.

12.

13.

14.

Mostre que // (332 + y2) (xi+yj) - NgdS = 41I,, onde I, representa o momento de inércia, com
S

relacao ao eixo z, do sélido com densidade o = 1, delimitado por S.

Calcule o campo eletrostdtico na origem devido a uma distribuigao uniformdﬂ de carga sobre o

2np(VR? + a® — R) A
R? + a?

cilindro 22 + ¢y = R?, 0 < z < a. [resp. E =

Qual o potencial eletrostatico no ponto (0, 0, z), devido a uma distribuigao uniforme de carga sobre

2rpR(VR? + 22 — R
o hemisfério z = \/R2 — a2 — ¢2? [resp. TpR(VR2 + 22 + z)]
z

Considere uma distribuicao uniforme de carga elétrica sobre uma esfera S de raio a. Mostre que
0 campo elétrico em um ponto do eixo z, interior a .S, é zero. Qual o campo elétrico nos pontos

A(0,0,2), z > a? Note que o fendmeno ocorre como se toda carga estivesse concentrada no

. Ara2py)k
centro da esfera, que é o centro de massa. [resp. E(0,0,z) = M]
z

ASSIM TERMINA CALCULO 3 ....

LA distribuicio diz-se uniforme quando a densidade de carga po € constante.
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