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CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS 4. INTEGRAL MULTIPLA

4.1.

INTEGRAIS DUPLAS ITERADAS

. Seja D a regiao do plano zy descrita por:

D:a®><z?+y?<b* z,y>0, 0<a<b.

(a) Tustre graficamente a regiao D.
(b) Classifique a regiao D em: Tipo I (vertical simples) ou Tipo II (horizontal simples).
(c) Expresse / f (z,y) dA nas duas ordens: dxdy e dydz.

D

. Calcule as seguintes integrais sobre as regioes retangulares:

@y[A%mw%wﬁmwx(mjifuﬁ3mmmw @X[ﬁﬂwﬂhmy@@.

. Calcule as seguintes integrais iteradas e em cada caso esboce a regiao de integragao.

1 plz T pr 1 r3x+2
(a) / / dydz (b)/ / cos (z?) dydx (c)/ / dydz.
—1Jo o Jo —2Jx2+4x
3 vz T Ly \/5/2 \/@
(d) // xy dydx (e)/ / senz dxdy (f)/ / xy dzdy.
1 J1-=z 0 J—y 0 Yy
1 ,x 2 re” 4 r(y—4)/2
(g) / / e¥/*dydz  (h) / / dydz (i) / / zy dxdy.
0 Ja2 0 J1 0 J—yAd—y
T [rCosy 1 pvV1—2x2 w/2 /2
§)) // zseny drdy (k)// y dydx (l)/ / (xcosy — ycosz)dydx.
4— 2y
(m) // zy dydx (n)//acseny dydzx (o)/ / y dzdy.
4— 2y

. Inverta a ordem de integracao e calcule:

(@//emy@//%n my@//msymy

. Em cada caso, esboce a regiao D e calcule a integral dupla / f(z,y) dA.
D

(a) D ¢éaregiao descrita por: 0 <z <1, 26 <y<2; e f= ey’
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(b) D ¢ aregido descrita por: 0 <y <8, Jy<x<2; e f
(c) D é a regido descrita por: >0, 1<a2?2+9y2<2; e f=
(d) D é a regido descrita por: —1 <2 <2, —V4—22<y<4 e f=1
(e) D é a regido triangular de vértices (0,0), (1,—1) e (=1,4); e f=a%—y>2%
(f) D é a regido delimitada por y? =z, =0ey=1; e f=-exp(x/y).

(g) D é a regido delimitada por y = 22/2ey=12; e f==z (332 + y2)_1 .

(h) D é aregiao delimitada pory =z, y=0, x =5exzy=16; e f=1.

(i) D é aregiao delimitada por y =e®, y=Inz, c+y=1lex+y=1+¢ e f=1
(§) D é aregido delimitada por y =22, y=0ex+y=2; e f=ay.

(k) D é a regido triangular de vértices (2,9), (2,1) e (=2,1); e f=xy>

(1) D é a regiao retangular de vértices (—1,—1), (2,—1) (2,4) e (=1,4); [f=2z+y.
(m) D é aregido delimitada por 8y =23, y=—zedr+y=9; e f=um.

(n) D é a regido do 1° quadrante delimitada por 22 +y> =1 e f=+/1— 22 —y2.

4.2. MUDANCA DE VARIAVEL EM INTEGRAL DUPLA

1. Use coordenadas polares e calcule as seguintes integrais duplas:

V2y—y2 2 e -1
/ / x dxdy (b) / / (224 y?)  dydx
V242 1 Jo

a pvVaZ—z?
c)/ /0 exp (—2? — y?) dydz (d)/D\/x2—|—y2dA, D:0<z<3, 0<y<=z

e) /LQ+y2§1(m2+y) dA (f) //l)(x+y) dA, D:2? +y* -2y <0.

2. Com a mudanca de varidvel u = x +y e v = & — y, calcule a integral dupla

/ /D (z +y)*sen? (z — y) dady

3. A fronteira da regidao D é o paralelogramo de vértices (0,1), (1,2) (2,1) e (1,0). Use a mudanga

sobre a regiao D : |z| + |y| < .

de varidveis do exercicio precedente e calcule a integral dupla

//D (z —y)? cos? (z + y) dzdy.
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4. Com a mudanca de varidvel do Exercicio 2 desta secao, calcule a integral dupla:

ffyon (558

sendo D a regido delimitada pelo quadrildtero de vértices (1,1), (2,2) (4,0), e (2,0).

. Use a mudanga de varidveis u = zy, y = v e calcule a integral dupla / / (x2 + 2y2) dA, sendo D
D

a regiao do plano xy delimitada pelas curvas zy = 1, zy =2, y = |z| e y = 2.

. Use a mudanca de varidveis = v — v, y = 2u — v e calcule a integral dupla / / xydA, sendo D
D

a regiao do plano xy delimitada pelas retas y =2z, y=2x -2, y=zey=x+ 1.

Use a mudanga de varidveis u = %y, v = x — 2y e calcule a integral dupla da funcao f (z,y) =

VZ = 2y + y?/4, sobre a regido D delimitada pelo triangulo de vértices (0,0),(4,0) e (4,2).

. Calcule / / x2dA, sobre a regido delimitada pela cardiside D : 7 =1 — cos 6.
D

. Use coordenadas polares e calcule a integral dupla / / V22 +y? dA, sendo D a regiao do plano
D

xy, do primeiro quadrante, entre as curvas y = v2x — 22 e y = .

4.3.

AREA & VOLUME POR INTEGRAL DUPLA

. Por integracao dupla calcule a drea de um circulo de raio R e da elipse de semi-eixos a e b.

. Em cada caso calcule, por integral dupla, a drea da regiao D do plano xy delimitada pelas curvas

indicadas:

(@) Diz=1,2=2,y=-2%2 e y=1/22 (b)D:x=1, =4, y=-2 e y=+7
(c) D:y=2% e y:2/(1—|—:r2) (A)D:y*=—-z, z2-—y=4,y=—-1 ¢ y=2

(e) D:y=0,2+y=3a e y*=4dar,a>0 (f)D:y=¢% y=senx, r=7 e z=—T.

. Por integracao dupla, calcule a drea da regiao compreendida entre o circulo r = a e a cardidide

r=a(l+sen).

Use a mudanca de varidvel: 22 = yu; y? = 2v e calcule a drea da regido delimitada pelas pardbolas

=y, 22 =2y, Y =z ey® =2z
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5. Calcule a drea da regido delimitada pelas retas y = , e y = 0 e pelos circulos 22 + y? = 2z e

22 492 = 4a.

6. Em coordenadas polares, a drea de certa regiao D vem dada por:

w/2 1+cos @
A(D) = / / rdrdf.

—7/2J1

Identifique e calcule o valor da drea.
7. Calcule a drea da regido delimitada pelas pardbolas y? = 10z + 25 e y> = —6x + 9.

8. Calclule, por integral dupla, a drea da regiao D indicada na figura:

YA 1 YA YA

-2 —4_
_— x~+1 (3.3) (-4.,2) x=4-y

N N\ G C
et NN

/ (6-3) ©0.-2)
(14 ¢ @  x=—y9-y (b) (©)

]Y

9. Calcule a drea da regiao no primeiro quadrante delimitada pelas retas y =z, y =0 e x = 8 e pela

curva zy = 16.
10. Calcule o volume do sélido delimitado pelos planos x =0, y =0, z2=0ez+y+ 2z =1.

11. A base de um sélido ¢é a regido do plano zy delimitada pelo disco 2 + % < a?, a > 0, e a parte

superior é a superficie do paraboléide az = x? 4 y2. Calcule o volume do sélido.

12. Calcule o volume do sélido limitado inferiormente pelo plano xy, nas laterais pelas superficies

y =4 —2% e y = 3x e cuja parte superior jaz no plano z = = + 4.

13. Ao calcular o volume de um sélido €2, abaixo de um paraboldide e acima de certa regido D do

plano xy, obteve-se a seguinte expressao:

1 pry 2 pr2—y
vol (2) = /0 /0 (:1:2 + y2) dxdy + /1 /0 (x2 + y2) dxdy.

Identifique a regiao D, expresse vol (2) por uma integral dupla iterada com a ordem invertida e,

em seguida, calcule a integral.
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14. Calcule o volume da regidio comum aos cilindros z? + 32 = a® e 22 + 22 = a2, a > 0.
15. Um sélido 2, no primeiro octante, tem seu volume calculado pela expressao:
1 11—z
vol () = / / (1 -2 —vy)dydx.
o Jo

Identifique o sélido e calcule o seu volume. Idem para:
1 pvV1-z22
vol () = / / (1 —z)dydx.
0 Jo

16. Calcule o volume do sélido limitado pelo cilindro 22 4+ 22 = 1 e pelos planos y =0, 2 =0 ey = x.

17. Calcule o volume do sélido limitado pelo plano z = 0, pelo cilindro 22 + y?> = 2z e pelo cone

2?2 +y? =22

18. Calcule o volume do sélido interior & esfera de centro na origem e raio R = 5 e exterior ao cilindro

22+ =0.

19. Calcule o volume do sélido interior ao cubo 0 < z < 1, 0 <y < 1, 0 < z < 1 e exterior ao

paraboléide z2 4 y? = 2.

20. Calucule o volume do sélido limitado pelos planos y = 1 e z = 0, pelo paraboléide 22 4+ y?> = z e

pelo cilindro y = 2.

21. Verfique que o paraboléide 22 + y? = z divide o cilindro 22 + y2 =4, 0 < z < 4, em dois sélidos

de volumes iguais.
22. Calcule o volume da porcao do elipséide 422 + 4y? 4+ 22 = 16 cortada pelo cilindro 22 + 32 = 1.

23. Calcule o volume da regido interior & esfera x2 4+ y? 4+ 22 = 16 e ao cilindro 2% + 3% = 4y.

4.4. MASSA, CENTRO DE MASSA & MOMENTO DE INERCIA

1. Calcule a massa de um disco de raio a, se a densidade no ponto (x,y) do disco é proporcional ao

quadrado da distdncia a um ponto da circunferéncia.

2. Uma lamina tem a forma de um tridngulo retangulo iséceles com lados iguais de comprimento a.
A densidade de massa por drea em cada ponto da lamina ¢é diretamente proporcional ao quadrado

da distancia do ponto ao vértice oposto & hipotenusa. Determine o centro de massa da lamina.
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3. Determine a massa, o centro de massa e os momentos de inércia I, I, da lamina de densidade

o (z,y) e formato D :

(@ D:y=vz, 2=9, y=00=x+y (b)D:y=Jz, =8, y=0; 0 =y
(c) D:y=a2* y=4;0=ky (d)D:22+y*=1; 0 =|z].
4. Uma lamina tem a forma da regido D do plano zy delimitada pela pardbola x = 32 e pela reta

x = 4. Determine o centro de massa da lamina, se a densidade de massa por drea em cada ponto

da lamina é proporcional & distancia do ponto ao eixo y.

5. Uma lamina homogénea, isto é, com densidade constante, tem o formato de um quadrado de lado

a. Determine o momento de inércia com relacao a um lado, a uma diagonal e ao centro de massa.

4.5, INTEGRAL DUPLA IMPROPRIA
As integrais duplas dos Exercicios 1, 2 e 3 abaixo diferem daquelas tratadas até o momento em

dois aspectos:

(i) ou a regiao de integragao D nao é limitada;

(ii) ou a funcdo f (z,y) que se deseja integrar torna-se ilimitada na regiao D.

Esses sao os casos em que a integral dupla recebe a denominacao de integral dupla impropria.

1. Calcule as seguintes integrais improéprias:

/] \/% o ff % O[] (Ve daay

2442<1 2442<1 2442<1
d d o o _
/ / oy (e) / / 22e "V dady  (f) // (1+ 2% +9?) ! dxdy
0 o Jo A
g) // eV dzdy (h) /1/1dxdy (i) // e"Mdady; D:0<z<y? 0<y<l1
R2 0 Jo ]x—y| D T T N
2. Use o resultado do Exercicio 1(g) e deduza que / e dx = /7.

3. Mostre que a funcgao f (z,y) = 1/(x —y) nao é integravel em D : 0 < y < x < 1, embora seja

continua neste conjunto. Este exemplo mostra que nao basta ser continua para ser integrdvel.
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4.6. INTEGRAIS TRIPLAS ITERADAS
O célculo de integrais triplas se reduz ao cédlculo de uma integral dupla seguida de uma integral
simples e, dependendo da regido de integracao, a integral pode ser calculada de forma iterada como trés

integrais simples. A seguir mostra-se algumas situagoes para o calculo da integral / / / f(z,y,z)dV.
Q

(a) Q= {(x,y,z) €R3; (2,9) € De p(z,y) < zgzb(x,y)}.

Neste caso, D é a projecao no plano zy da regiao de integracao €2 e o cdlculo da integral tripla se reduz

ao cdlculo de uma integral simples seguida de uma integral dupla:

///Qf(x,y,z)dV://D léfizj)f(m,y,z)dz

(b) Q= {(x,y,2) €R* a <z <b, o) <y<y(z) ep(z,y) <z<q(z,y)}.

dA.

Neste caso, a integral tripla é calculada como uma integral iterada:

lmamr = {2 [ o] s

Naturalmente, uma mudanca na descricao da regiao {2 acarretard inversoes na ordem de integracao.

1. Expresse a integral tripla / / / f(z,y,2)dV como uma integral iterada e, em seguida, calcule o
Q

seu valor no caso em que f (x,y,z) = zyz e a regido 2 é descrita por:
(a) -1<z<2,0<y<1,1<2<2 (b) —vy<z<y, 0<y<4,0<z2<4-y
(c)0<z<1, 22<y<1,0<z<z+y (do0<ar<2 r—2<y<az+z 1<2<2

2. Escreva cada uma das integrais abaixo na ordem dzdydz :

(a) /O 1 /O o /0 S ey s dudydz (b) /O 1 /Oy /\;wf(m,y,z)dzdxdy

3. Em cada caso, identifique o sélido €2 e calcule seu volume por integragao tripla.

(a) Q é delimitado pelo cilindro y = 22 e pelos planos y +z =4 e z = 0;
(b) Q ¢é delimitado pelo cilindro z = 1 — 42 e pelos planos = 2, x =0 e y = 0;
(c) Q ¢é delimitado pelos cilindros z = 322 e z = 4 — x%e pelos planos y + z =6 e y = 0;

(d) ©Q ¢é delimitado pelo plano xy e pelas superficies 22 + y? = 2z e 2 = /22 + y2.
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4. Seja Q a regido delimitada pelas superficies: t =0, 2 =0, s +2=2e 2z =1 —y>.

(a) Tustre graficamente o corpo €.

(b) Mostre que ///Q (1—y)dV = 32/15.

4.7. MUDANCA DE VARIAVEL EM INTEGRAL TRIPLA

1. As coordenadas cilindricas de um ponto P sdo: 7 = 1, § = /4 e z = 1. Determine as coordenadas

cartesianas e esféricas do ponto P.

2. Em cada caso, identifique a superficie descrita em coordenadas cilindricas.

(a) r=4 (b)r=2cosf (c)z=2r (d)3r’+22=9 (e)r?+22=16.

w

. Identifique a regido do R? descrita em coordenadas esféricas por:

(@) p=3 (b) p=2cosp (c)f=m/6 (d)p=m/4

W

. As superficies dadas abaixo estdo representadas por suas equagoes cartesianas. Passe as equagoes
para coordenadas cilindricas e esféricas.
(a) Esfera: 22 +y>+22=4 (b) Cilindro: 22 +y?> =4
(c) Cone: 22+ 9% —422 =0 (d) Paraboldide: 4z = 2% + y2.

t

. Por integracao tripla, calcule o volume de um sélido esférico de raio R. Calclule a integral tripla

de duas maneiras: primeiro use coordenadas cilindricas e, depois, coordenadas esféricas.
2 2 2’2

6. Calcule o volume do elipséide % + y—z +5 <L
a b c

7. Use coordenadas cilindricas e calcule as seguintes integrais:

1 \/1—y2 \/4—;t2—y2 V2z—x2
(a) / / / z dzdxdy (b) / / / (22 + y?) dzdydx
0 JO 0 V2z—az2
V2—zZ
(c)///a:de;Q:x2+y2§1,0§z§1 (d)/ / /xdzdydm
Q 1 Jo 0

8. Use coordenadas esféricas e calcule as seguintes integrais:

8 1’2
(a) / / / (2% + y* + 2?) dzdydz.
x2+y

\/RQ—y \/R2—x2—y
(b) / / / Va2 +y? + 22 dzdzdy.
0 Y 0
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9. Usando uma mudanga de coordenadas adequada, calcule o volume do sélido €2, nos seguintes casos:

(a) Q é delimitado pelas superficies: Sy : 22 + y? = az, Sz : 22 + 9% = 2azx, a > 0,¢e S3: 2z = 0.
(b) Q ¢é delimitado pelos paraboléides 22 + 3% = z e 2% + y? + 1 = 22.

(c) Q é a interseccao da bola 22 4+ 5% + (z — 1)* < 1 com o cone 2% + 3% < 22, z > 0.

(d) Q é delimitado pelo paraboléide —2 ($2 + yz) = z e pelo plano z = —4.

(e) Q ¢ interior & esfera 22 + y? + 22 = 4y, limitado superiormente pelo cone 22 + 22 = 2.

10. Faz-se um orificio circular em uma esfera, o eixo do orificio coincidindo com o eixo da esfera. O

volume do sélido resultante vem dado por:

27 \/3 VAa—2z2
V= 2/ / / rdrdzdf,
0 0 J1

Por observagao da integral determine o raio do orificio e o raio da esfera. Calcule o valor de V.

4.8. CONSIDERACOES FISICAS

Representamos por o (z,y, z) a densidade volumétrica de um sélido . Quando a densidade for a
mesma em cada ponto do sélido, este serd denominado sdlido homogéneo. Por defini¢do, a densidade é
igual a massa por unidade de volume, isto é, o = % e a integral tripla [[ fQ o (z,y,z)dV é interpretada
como a massa de 2.

Procedendo como no caso bidimensional, em que o objeto foi interpretado como uma lamina plana,

para um solido €2 as coordenadas do centro de massa sao calculadas pelas férmulas:

le///xadV, gjzl///yadv e 2:1///zo'dV
m Q m ) ) Ja m Q

e 0 momento de inércia em relagdo a um eixo L é calculado por:

I = ///Q o(z,y,2)0%dV,

sendo § = § (x,y, z) a distancia do ponto P (z,y,z) do sélido Q ao eixo L. No caso em que o eixo L

é o eixo coordenado x, y ou z, deduz-se facilmente as seguintes férmulas para os momentos de inércia

I, Iyel:

I, = / //{;(f +22)odV, I,= ///Q(qg2 +22)0dV e I, = ///Q(IQ + y?)odV.
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1. Calcule a massa de uma bola de raio R, se densidade de massa é diretamente proporcional &
distancia r ao centro da esfera. Qual seria a massa da bola, se a densidade fosse inversamente

proporcional & r?

2

2. Determine a massa do sélido delimitado pelo cone 22 = 22 + 12, 0 < z < 4, se a densidade em um

ponto P do cone é proporcional & distdncia do ponto P ao eixo z.

2

3. Calcule a massa do sélido cortado da bola 22 + 32 + 22 < 4 pelo cilindro 22 + y? = 2y, se a

densidade no ponto P é proporcional & distdcia de P ao plano xy.
4. Qual o centro de massa do hemisfério 22 + y? + 22 < R?, z > 0, com densidade o (z,y, z) = kz.

5. Calcule o momento de inércia em relagao ao seu eixo de um cilindro circular reto de altura H e

raio R, se a densidade o no ponto (z,y,z2) é o (z,y,2) = k\/22 + 3.
6. Mostre que o centrdide! do hemisfério 0 < z < \/R2 — 22 — 42 é o ponto C (0,0,3R/8).

7. Qual o centréide do sélido delimitado abaixo pelo cone ¢ = 7 e acima pela esfera p = a?

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.1

1. A ordem de integragao dydx é adequada as regides do tipo vertical simples, isto é, regides descritas
por D:a<xz<b ¢p(x) <y <Y(x), enquanto dxdy é a ordem utilizada para regides do tipo
horizontal simples, ou seja aquelas descritas por D:c <y <d; p(y) <z < q(y).

Y A

D,

A .
>
a b T

Fig. 3.1d

!centréide € a denominacéo dada ao centro de massa de um sélido homogéneo com densidade o = 1.
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Em alguns casos é necessdrio particionar a regiao como ocorre com a figura 3.1(d). Neste caso,

temos D = Dj + Ds e, assim:

//f:z:ydA //z:w a:ydyda:—k//bz_m f (2, y) dydz.

2. (a) =36 (b) 2 —6In2 (c) 1 —cos2.

3. Como ilustragao, faremos o cdlculo em alguns casos.

1 plof 1 0 1
(a)I:// dydx:/ |ac]dx:/ (—x)dw+/mdw:;+%:1
-1Jo -1 -1 0
(b) Temos:
™ 7r2
1 —/ / cos dydm —/ T Ccos (m2) dx = %/ cosudu = %sean.
0 0

(¢) 9/2 (d) 1.
(e) I= —/0 [cosy — cos (—y)] dx = —/0 Odx =
V2/2 [a21VIY? V2/2 V2/2
(f')I:/0 y[2] dy:%/o y-(1—2y2)dy:§/0 (y—2y3)dy:1/16.

Y
1
(g) I:/ r(e—e)dr=§— (a:e“"—e“)](l) =le—1
0

(h) e2—-3 (i) -8/3 (j) —-2/3 (k) 1/3 (1)0 (m)1/48 (n) 2 —senl—cosl (o) 8/3.
4. (a) 3(e—1) (b) (1 —cosl) (c) sen(n?).
5. Para facilitar a compreensao, siga as seguintes etapas para calcular as integrais multiplas:

» Esboce a regiao de integracao.

» Escolha a ordem de integragao adequada.

» Transforme a integral miiltipla em um integral iterada (repetida) e calcule-a.

(a) Integrando na ordem dzdy, encontramos:
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(c) O célculo torna-se mais simples em coordenadas polares. Temos

™/2
I= / 3 cos® Odrdf = 37 /8.
—m/2

(d) Na ordem dydz, temos

2 pd—a? 2
4
[:// dydw:/ (4—x2+ 4—x2)da::9+\/§+7r.
—1J-v4—22 -1 2 3

(e) =3 () 1/2

(g) Em coordenadas polares, o cdlculo se reduz a:

w/4 r2secftané w/4
/ / cos Odrdf — 2/ tan 0df — —21n (\/5/2) —n2.
0 0 0
)

(h) 8+ 16In(5/4
(i) A partir da ilustracdo grifica, deduzimos que a reta x 4+ y = 1 + e intercepta as curvas y = e

e y = Inx nos pontos de abscissa x = 1 e © = e, respectivamente. Um célculo direto nos dé:

//dmdy—%ez—i-e—&
D

G) 1/2 (k) 7/24 (1) 75/2 (m) 209/30 (n) 7/24.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.2

1. Se a regiao D do plano xy ¢ descrita em coordenadas polares por:

D:a<r<b, 0y<60<0,

entao temos a férmula de mudanga de varidvel

- 01 b
// f'(w,y)d:tdy/ / f(rcos@,rsin@)rdrdd.
J JD JOy Ja

m r2senf ™
(a) I= / / 73 cos Odrd) = é/ sen® 0 cos 0df = 0.
0o Jo 0

(b) Em coordenadas polares a regido de integragao é governada pelas desigualdades
0<0<m/4, 1/cosf <r <2/cosé.

Logo,
w/4 1/ cosf 1 /4
I:/O /1 <2.r> drd@:/o In(2/cosf) —In(2/cosf)] = T In2.

/ cos 6 r
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(c) 5[1 —exp(—a?)].

(d) Veja nas suas anotagoes de Célculo 2 o valor de f sec® 0df, que sers usado aqui.

w/4 3/cos /4
I= / / r2drdd = 9/ sec 0df = § [f2+ In(1++v2)|.
0 0 0

(e) m/4.
m™ r2senf T

(f) I:/ / 72 (cos 0 + sen §) drdf = é/ sen® § (cos 6 + sen 0) df = .
0 Jo 0

2. 7/3.

b
W=

+ 4 (sen6 —sen 2).

4. Com a mudanca sugerida, a integral se transforma em:

4 ru 4
/ / sen(v/u)dvduzé/ u(l—cosl)du=3—3cosl.
2 Jo 2
15
5. 12,
6. 7.
7. 74/15.
8. 497/32.

9. §(16 — 10v2).

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.3

1. TR e mab.
2. (a) % (b) % (c) 7r+% (d) % (e) ?aQ (f) e™ —e ™.

3. a2(2+7/4).
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

MARIVALDO P. MATOS

20v15
3

(a) 5+ +arctg2 (b) 274 97/2 (c) 56/3.

. 84+ 16In2

1/6.
Lra,
625/12.
4/3.

16a3/3.

]
L=

%
1/3.
32/9.
2567 /3.
2/3.

88/105.

Cada parte da divisao tem volume 8.

Z(64 — 24v/3).

128 (37 —4).

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.4

1.

2.

3.

3kma*/2.

CM(%? %l)

(a) M =2 C)(6.35,041); I, = 269,04

I, = 5194,13.
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(b) M =32, Cy(16/3,9/7); I, =32; I, =1024/9.
() M =12k Oy (0,5/7); I, =512k/T; I, =512k/21.
() M=5; Cu(0,0); IL=q5 I,=2/3

4. Cu(%,0).

5. I, = 0a*/3; Ip = 0a*/6 e Ip = 20a/3.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.5

1. (a)2r (b)2r (c) -7 (d)4 (e)7/8 (f) oo (g) 7 (h)8/3 (i) 1/2.

2. Do Exercicio 1(g) desta segao, temos:

o= //RQemQydedy:/(:/Zexp (—a?) exp (—y?) dydz
_ < / Z exp (=2?) da:) < / Z exp (=) dy> _ [ / Z exp (—2) dtr.

3. Integre a funcao f (z,y) sobre a regiao Ds: 0 <z <1; 0 <y <z — J e observe que:

Jswmar=pm (] 1@vas=c

A integral é, portanto, divergente!

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.6

1. (a) 9/8 (b) 0 (c) 671/4320 (d) 1022/27.

2. (a) /O 1 /0 e /0 Y eyt dedydz (D) /0 1 / 1 /\;Wf(x,y,z)dzdydm.

3. (a) 256/15 (b) 4/15 (c) 304/15 (d) 32/9.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.7

1.x:§,y:§ez:1; pzﬂ,&z%egpz%.

67
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2. Veja as relagoes entre coordenadas cartesianas e cilindricas no Exercicio 2.9(7g).

(a) O cilindro circular reto: 2% + y? = 16.

(b) O cilindro circular reto: (2 —1)% +¢2 = 2.
(c) A folha superior do cone: 2?2 =4 (2% + y?).
(d) O elipsside: 922 + 9y? + 322 = 27.

(e) A esfera: z?+y%+22=4.
3. Veja as relagoes entre coordenadas cartesianas e esféricas.

(a) A esfera de centro (0,0,0) e raio 3.
(b) A esfera 22 +y2 + (2 — 1)* = 4.
(c) Parte do plano y = z.

(d) O cone 22 = 22 + ¢

4. Veja as férmulas de mudanca de coordenadas cartesianas para curvilineas.

(a) Cilindricas: 2 + 22 =4 Esféricas: p = 2. (ESFERA DE RAIO R = 2)
(b) Cilindricas: » = 2; Esféricas: p?sen® p = 4. (CILINDRO)
(c) Cilindricas: 72 — 422 = 0; Esféricas: p? cos2p = 1. (CONE)
(d) Cilindricas: 4z = r?; Esféricas: p = 4 cotg ¢ cosec . (PARABOLOIDE)

D. %’TFR?’.

6. %mlbc.

7. (a) 7r/16 (b) 107/3 (c) 0 (d) 1/3.

oo

. (a) (V2 -1) (b) TR*/16.

e

. (a) 3ma® (b) m/4 (c) 7 (d)4m (e) 87/3.

10. r=1; R=2 e V =4m/3.

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.8
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1. ktR* e 2kmR2.
2. 128k /3.

3. 29km/32.

4. Cp(0,0,35).

5. 1, = 2knHR.
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