VARIAVEL COMPLEXA

1. 0 PLANO COMPLEXO

1.1

10.

.Sez=2iew=3e

Niumeros Complexos

. Em cada caso, reduza a expressao a forma a + b, a,b € R.

(a) (2 —i) + (3 +4i) (b) (2+414) —i- (3 + 4i) (c) (141)-(2+ 20) (d) 1—14)*
(e) (1—1)-(V3+1i) (F) (2—1)-(241) (g) (1—2i)-(3+2i)"" (h) i

. Repita o exercicio precedente com as expressoes:

2 241 1 3% — 19 54+5i 20
(b d o .
@os ®og ©Oge W41 Oy g i

. Encontre nimeros reais x e y, tais que 3x + 2ty — tx + by = 7 + 5i.

. Em cada caso, calcule o valor da expressao.

(k) o) om(2) 0

(e) ‘Sew’ (f) |cos@ +isenb)|.

. Determine o argumento principal dos seguintes nimeros complexos:

(a) 2=3 (b)2=2-2i (c)z=1-iv3 (d) z=—4i (e)z:1+_i2\/§

. Demonstre as seguintes propriedades:

24+ Xi

Qual nmimero real A faz com que o nimero complexo seja:

(a) Um numero real (b) Um imagindrio puro, isto é, com parte real nula.

/3 represente no plano C os nimeros complexos z, z + w, z — w e W.

. Verifique que os ntimeros z = 1 £ 4 satisfazem a equacio 22 — 2z +2 = 0.

Seja P (z) um polinémio com coeficientes reais. Mostre que P (Z) = P (z) e a partir dai deduza que

se z ¢ uma raiz de P (z), entao o conjugado Z também o é.
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11. Mostre que um nimero complexo z é real se, e somente se, z = Z.

12. Usando a forma polar, deduza que:

L 149 (o) (“144) = —8(141).

(a) i(1—iv3)(vV3+1i) =2+2iv3 (b) 577

N2 . , L. .
13. Se z? = (2)*, mostre que o nimero complexo z ou ¢ real ou é imagindrio puro.

14. Use a Férmula de De Moivre
(cosB + isen )" = cos (nd) + isen (nh)
e comprove as seguintes relacoes trigonométricas:

(a) cos(260) = cos?H —sen?f e sen(20) = 2senfcosb.

(b) cos (30) = cos®0 — 3cosfsen?d e sen (36) = 3cos?fsend — sen 0.

15. Dado z € C, mostre que |1 — 2> + [1 + z[* = 2+ 2|22,

16. Prove que |Re (2)| + [Im (2)| < V2 2].

n+1

17. Estabeleca a férmula de recorréncia: 14z 422423+ 42" = 1_7, z # 1. Expresse o nimero
—z

complexo 1 + i +i% + --- + 479 na forma a + b, a,b € R.

18. Determine todos os valores de:

2

() (202 (b) (=)' () 86 (@) (~v3+4)"" (o) (-1)7V*.

19. Determine as 4 raizes complexas da equacio z*+4 = 0 e, usando o resultado, decomponha o polinémio

2* + 4 em fatores quadraticos com coeficientes reais.
20. Se w é uma raiz n-ésima da unidade, w # 1, mostre que 1 4+ w + w? + w3 +--- + w1 = 0.
21. Se |z| = |w| e Re z = Rew, mostre que z = w ou z = w.
22. Sabendo que |z| < 1 e |w| < 1, mostre que |z +w| < |1+ z - W|.

23. Se z-w # 0, mostre que Re (z - w) = |z| |w| se, e somente se, arg z — argw = 2nm, n € Z. Neste caso,

tem-se |z + w| = |z] + |w|.
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24.

25.

26.

27.

Dado um numero inteiro n, quantos valores distintos a expressao i + i~ " pode assumir?
Calcule o valor de (2 + 1) (3 4+ ¢) e com o resultado, mostre que % = arctan (1/2) 4 arctan (1/3).
Sabendo que z = v/7 + iv/15 é solucdo da equacio 23 = 7 4 iv/15, calcule o valor de ‘ VT + i\/15‘ .

Resolva em C as seguintes equagoes:
(a) 22=1-4v/3 (b)2z*=-16 (c)2z*—(1-2i)22-1-i=0
(d) 2" =-1—i () @P=—i () A-1—-i)22=i

1.2

Topologia do Plano C

. Esboce e classifique em Aberto (A) ou Fechado (F) os subconjuntos do plano C caracterizados por:

(a) [Rez| <2 (b) Imz| >1

(c) |z —4] > |Z| (d) 0 < arg(z) <3n/4, |z]>2
() Rez>0 e 1< |2—2i<?2 (f)0<arg(z)<7/4, z#0
(g) Re(1/2) < 1/2. (h) Im (1/z) > 1/2

(i) Re (2%) > 0. (§) Im (%) < 0.

. Identifique as curvas do plano complexo descritas por:

(a) |z —2| = |z — 34| (b) [z—1+i|=|3+1i— 2| (c) [z—i|+]z+2[=3
(d) |z+1] =2z — 1 (e) Re(1—2) =|z| (f) z=2+re?, 0< 0 <21

. Dado um ntmero real \, identifique o conjunto S = {z € C: \|z| = |z — 1|} .

. Sejam R uma constante positiva e zp um nimero complexo fixado. Identifique o subconjunto do

plano complexo descrito pela equacdo |z|* + 2 Re (2%o) + |20|* = R2.

. Por que o conjunto vazio @ é aberto? Por que ele é um conjunto fechado?

. Mostre que a uniao e a intersegao de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto. O que se pode

dizer sobre a uniao e a intersecdo de dois conjuntos fechados?

o0

. Dada uma familia infinita {A,,, n € N} de conjuntos abertos do plano C, a intersegao ﬂ A, € um

n=1
conjunto aberto?
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1.3

10.

11.

. Dado z um nimero complexo, com |z — iz| # 0, mostre que w =

. Se |22| # |z3|, mostre que

Exercicios Adicionais

. . . . . n ., ,
. Determine todos os valores inteiros de n para os quais (1 — z\/g) é um numero real.

z—1z .
é um numero real.

Z— 1z

. Mostre que as raizes n-ésimas do nimero complexo z formam um poligono regular de n lados, inscrito

em uma circunferéncia de raio R = {/|z|.

. Se P (z) ¢ um polinémio com coeficientes reais e P (3 + 2i) = 1 — 2i, qual o valor de |P (3 — 21)|?

|21]
= 22| — |23

Z9 + 23

. Usando o Método de Indugao Finita, estabeleca a Férmula Binomial:

—1 —1)....(n—k+1
(1+z)”—1+nz+”(”2,)z2+~-+”(” )k,(" D i =123,

Ainda com o Método de Inducao, estabeleca a Desigualdade Triangular:

|21+ 22+ -+ 2l < 21|+ |22l + -+ [zl

. Demonstre a identidade:

1+itanf o
— ="
1—itané

. Se = < 0 <, use a férmula de recorréncia do Exercicio 17 da Secao 1.1 para estabeler as relagoes:

(a) 1+cosf+cos(20)+---+cos(nd) =1+ sen[(n+1/2)6]

2sen (6/2)
B cos[(n+1/2) 6]
(b) sen ) sen (26) + -+ sen (nf) = ot (0/2) — <5 T

Se A € C e |A| = 1, mostre que |z + A| < |1 +Xz|, Vz € C, e ocorre a igualdade se, e somente se,

|z] = 1.
Demonstre a identidade:
Vz=4 [ 3 (2] + Re (2)) +isgn(Im2) /3 (|z| — Re (2)) ]

e use-a para resolver as equacoes:
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(@) 22+z+1=i (b)22-32+3=i (c)22—(5b+i)z2+8+i=0.

12. Se N é um inteiro > 4, mostre que os possiveis valores de 1 +i+i2+---+4Y sdo 1, 1414, i ou 0,
conforme o resto da divisao de N por 4 seja 3, 2, 1 ou 0.
13. Usando a forma polar, mostre que z = —/2 — iy/2 é raiz da equacdo z* — (1 + 4i) 22 + 4i = 0.
RESPOSTAS & SUGESTOES
1.1. NUMEROS COMPLEXOS, EXPOENTES E RAIZES
1. Das operacdes com nuimeros complexos, resulta:
(a) (2—19)+ (3+41) =5+ 3i.
(b) 241 —i(34+4i))=2+i—3i+4=06—2i.
(¢) (1+14)-(242i) =0+ 4i = 4i.
6
(d) (1-i)2= [(1 - z‘)ﬂ = (—2i)% = —64.
(e) (1—1i)(V3+i)=1+V3+(1—-3)i.
(f) (2—14)-(2+1i)=2%2—-i?2=5.
) e 1—-2i  (1—24)-(3—2i0) 1 8 .
1-2)(3+2i) ' = = =
(&) 1=20)B+20)" =37 13 13 13"
45 _ c—a4 -1 _ 1 _
(h) i =i i t=2=—i
2. Usando a relagao

w
gl

2

SHRS

|w]

encontramos:

2 4 6 .

@ o5 =3tE

244 1 8

b - 4+

b) 55 =3t i
1 i

c) —— =-—.

() 1-14)? 2
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(d) Considerando que 3% = —1 e i'¥ = —i, obtemos:'
32'30 _ 7;19
— =141
2i— 1 T
5+ 51 20 .
=31
© 5=% "3 m '
3. Os ntimeros z e y formam a solucao do sistema
3z+5y=7
—x+2y=>5

istoé, xr=—-1ley=2.

4. Dado um niimero compexo z = x + ¢y, recordemos que

Re(z):xv Im(z):y, ’Z‘: v932+y2 € ‘7"67;6 =r.
1 2—3
= = =2/5.
(a) = i 5 = Re(z) =2/5
2+ (241) (3—4i) 10— 5i
(®) ==37% 2 25 m) =1/
(c) Se z =z + iy, entao:
2,2 _ ' 2 _ 2 :
%:x Yy 2;cyz:a: 4y _2:1:;71;1:>Im(1/22):_2Re(z)im(z)'
z (22 +y?) |24 |24 2]
) 1+4i| 144 V1T
d+i | [d+id V1T
(e) |36i0‘:3

(f) |cosf +isend| = |e| =1.
5. Expresse o nimero complexo sob a forma z = re®, para descobrir o argumento.

(a) 0 (b) —7/4 (c) —n/3 (d) —7/2 (e)51/6 (f) —m.

6. Como ilustragao, faremos os itens (c) e (d). Se z = a + ib e w = ¢ + id, entdo:

(c) z-w = (ac—bd) —i(ad+bc) e Z-w=(a—ib)-(c—id)= (ac—bd)—i(ad+ bc).

k

!De forma geral, temos: i" = (—l)k, sen=2k,ei"=(-1)"-i,se n=2k+ 1.
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(d) Primeiro, mostremos que 1/w = (1/w). De fato, notando que 1/w = w/ |w|® e 1/w = w/ |w|?,

temos:
1= s = = < “’2> = (1/w).
jw|”  |wl |w
Agora, temos:

(z) < 1) _ <1) 1z

w w w wow

24 A A 24+ A
7. Se z = %;, entdo Re(z) = e Im(z) = % Sendo assim,

imagindrio puro quando A = 2.

8. Veja a ilustragao no gréfico.

Fz+w

v

...............................

..............................

9. A comprovagao pode ser feita por substituicao direta de z na equagao.

10. Use as propriedades da conjugagao dadas no Exercicio 6 da Segao 1.1.

z é real se A = —2 e serd

11. Primeiro observamos que z = a+4b é um nimero real se, e somente se, Im (z) = 0, isto é, b = 0. Ora,

z=Z<a+ib=a—-ibs2ib=0<b=0.

12. Como ilustragao faremos os itens (b) e (c).
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(b) Se ¢ = Arg (2 +1i), entdo 2 + i = /5¢'¥ e, portanto:

2? - =5 ei(3-%) = V5sen ¢ +iv/5 cos .
i

Como tg ¢ = 1/2, segue que sen ¢ = 1/v/5 e cos p = 2/4/5 e obtemos o resultado.

(¢) Temos que

z = —141= \/§ e%i = 27 = (\/5)7 ez}Tﬁi = 8\/§ e(67r_%)z
= 8V2e Tt =82 (cos(3r/4) — isen (3m/4)) = —8 (1 +1).

2 2

13. Considerando z = x + iy, temos que 2% = 22 — y? 4 2zyi e 22 = 22 — y? — 2xyi. Assim,

22:Z2©x2—y2+2$yi:x2—y2—2xyi<:>2xy20.

Ora, 2zy = 0 se, e somente se, z = 0 (neste caso z é imaginario puro) ou y = 0 (neste caso z é real).

14. Considere na Férmula de De Moivre n = 2 e n = 3 para chegar aos resultados.

(a) No caso n = 2, temos:

(cosf +isenf)® = cos(26) + isen (20) < cos® 6 — sen? @ + 2isen 6 cos § = cos (260) + i sen (26)

& cos(20) = cos?f —sen?f e sen(260) = 2sen b cos .
(b) No caso n = 3, proceda de forma similar!

15. Das propriedades algébricas em C e lembrando que z - Z = |z]2, temos:

T—zP+1+2 = 1-2)-1-2)+1+2)-(1+%)

= 1—2-Z4+2-Z+1+2+2+2-2=2+2|2°.

16. Considerando que |z|? = Re (2)? + Im (2)?, temos:

(Re (2)| + Mm (2)])* = [Re (2)|" +2[Re (2)| [Im ()| + [Im (=)

< 2(|Re (=) + |t (2)°) = 2|2
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17. Para comprovar a relagao

18.

19.

20.

21.

22.

1— zn+1
l+z+22 428+ 42" ="—"7T7—
1-=2
ou efetuamos a divisdo de 1 — 2"*! por 1 — 2z ou usamos a propriedade distributiva e comprovamos

diretamente a relagao
(1—2)-(1+z+z2+z3+---—|—z”) =1-2"tL

Considerando n = 179 e z = 1, temos:

. .2\ 90

= =0.
1—29 1—2 1—14

Recordemos que w = z1/% se, e somente se, z = w.

(@) £(1—i) (b)i §(EVE—i) (¢) V2 L (~1£iv3), §(1£iV3)

(A) £2(1+4) (e) +¥2(1+4).
As quatro raizes de z* +4 =0sd0 1+ie —1 +4. A fatoracio do polinémio z* + 4 fica assim:
2 44= (22+2z+2) (22—2z+2).

Considerando que w™ = 1, por ser w uma raiz da unidade, obtemos

2 3 no1_ L—w"
T+w+w?+w 4wl = =0.
1—w
Se z =a+ib e w = c+ id, as igualdades |z| = |w| e Re (z) = Re (w) nos conduz ao sistema:

r =a

de onde deduzimos que y = £b. Logo, z = a * ib.
Considerando que |z| < 1 e |w| < 1, temos:

2 (1= ) < 1= fwf & [2P + Jwl® < 1+ 2wl
Daf resulta:

4w =P+ wP4zw+z w<l+ |z [@f+z w+z-w=|142 0.
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23. Se fizermos z = re®?

e w = z = pe'?, teremos:

z-w=rpe?=%) = rplcos (0 — @) + isen (6 — )]

e, consequentemente,
Re (z2w) = rpcos (0 — ¢) = |z| |w|cos (6 — ).
Da 1ltima relagao, resulta:
Re(z-w) = |z| |w| < cos (0 — p) =1 < 0 — p = 2km.
Neste caso, temos:
|2+ w| = |re” + pe’2 | = (r+ p) = |2] + [w].
24. Um célculo direto nos conduz a:

i "+1  (-1)"+1 | 0, sen & impar
2/(-1)*, sen=2k keZ

" "
Logo, os possiveis valores assumidos por " 4+ ¢~ " sao: 0 e £2.
25. Se 01 = arg(2+41) e 3 = arg (3 + i), entdo §; = arctan (1/2) e 62 = arctan (1/3) e teremos:
arg [(2+1) - (341)] = 01 + 6.
Por outro lado, (2 +14) - (3+14) = 5 + 5i e, portanto,

w/4d=arg[(241i) - (3+1)] =061+ 0s.

26. Se 0 € arg (z), entao

2 =8 = 2= V83 = 2] = 2.

27. Para resolver a equacao z" = w, o primeiro passo é expressar o nimero w sob a forma polar.

(a) j:\f (V3—1).

(b) V2+iv2 e —V2+iV2.

(c) j:giFi? e v/2[xcos(m/8) F sen (1/8)]
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(d) Considerando que |-1 —i| = v/2 e Arg(—1 — i) = —37/4, temos:

=l —ie =2 e B/

e as rafzes sao dadas por:

2k = ol/14 [cos <_37T/47+2kﬂ) + 7 sen (Wﬂ , k=0,1,2,...,6.

3 3

(e) Temos que z° = —i se, e somente se, 2° = i e as raizes desta iltima equagao sdo:

2 = [cos (/6 + 2km) + isen (w/6 + 2km)], k=0,1,2.

(f) z==+louz==L(V2-1iv2).

1.2. TOPOLOGIA DO PLANO C

1. Em certos casos, é conveniente olhar a descricao do conjunto em coordenadas cartesiana. Para isto,

consideramos z = x + &y.

y‘k yh
C I 31 L (b): i oyl i
_______ - . . R | S N
.............
: > 3 x

|Re)z| < 2 &

Z| < 2. (A)

Im(z)| >1& |y >1. (A)
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y‘k
L S <31 S O IO
............... 214, .......
.NZ i oo o | [
30X
(F) 0<arg(z) <3m/4, |z|>2. (A)

Re(z) >0, 1<|z—2i]<2. (A)

..........................

.........................

........................
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Im (%) < 0= 32%y —y® < 0. (A)

13

2. Como no exercicio precedente, podemos considerar z = x + ¢y e olhar a equagao na forma cartesiana.

(a) |z—2|=|z—3i| 4z —6y+5=0. (Reta)
(b) |z—1+4+i=3+i—z2|e4dc+4y+5=0. (Reta)
(c) |z—il+|z+2|=3. (Elipse com Focos: 21 =i e 20 = —2)
(d) |z+1]=2|z—1]. (Circunferéncia de centro zg = 1 + 2i e raio R = /7)
() Re(1—2) =zl & 122 =92 (Parabola com Foco: zg = —i/2)
(F) z=20 +re? & |z — 2| =1 (Circunferéncia de centro zg e raio r)

3. Se z = x + 1y, a equagao se reduz a:
()\2 — 1) (sc2 +y2) + 2z =1.

e Se A =0, o conjunto se reduz ao ponto z = 1.
e Se A =1, o conjunto se reduz ao ponto z = 1/2.
e Se A\ = —1, o conjunto é vazio.

e Nos demais casos, o conjunto € a circunferéncia

(z—a)’+y?=1+d® a= ()\2—1)71.
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4. Considerando z = x + iy, z = o + iyo e passando a equacdo |z|> + 2Re (2%) + |20|* = R? para

coordenadas cartesianas, encontramos
2 2 2
(+0)" + (y+yo)” =R,
que representa uma circunferéncia de centro zg e raio R.

O plano C é o complementar do conjunto vazio. Considerando que o plano C é, ao mesmo tempo,

um conjunto aberto e também fechado, deduzimos que o conjunto vazio & é aberto e fechado!

. Sejam S; e Sy dois subconjuntos do plano C e sejam A = SN S e B =51 U Ss.

(i) Se S e S; sao abertos, entaoA e B sao abertos. De fato, dado zp em A, entéo zg € S1 N S e,

portanto, existem 1 e d2 posiitivos, tais que
V51 (Zo) CcS5 e ‘/;;2 (Zg) C Ss.

Se considerarmos 6 = min {dq,d2}, teremos Vj(z9) C S1 N Sy, isto é, Vs (z9) C A. Por outro

lado, dado z; em B, entdo z; € Sj ou z; € Sy e, portanto, Vs (z9) C B.

(ii) Se Si e Sy sao fechados, entdao A e B sao fechados. Passando aos complementares, temos:
C\A = C\(51NS2)=(C\S1)U(C\S2) ¢éaberto (uniao de dois abertos)

C\B = C\(S51US2)=(C\S1)N(C\Sy) ¢&aberto (intersecio de dois abertos)

A interse¢do pode nao ser um conjunto aberto. Para cada n € N, considere os conjuntos (discos)

abertos A, = {z € R: |z| < 1/n}. E fécil deduzir que

nao é um conjunto aberto.

1.3.

EXERCICIOS ADICIONAIS

. Temos que

(1 - Z\/g)n = (2 e_m/?))n = 2" [cos (n7/3) — isen (n7/3)]

e (1 - z\/g)n serd um numero real quando sen (n7/3) = 0, isto é, n for multiplo inteiro de 3.
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2. Sabemos do Exercicio 11 da Se¢ao 1.1 que w é real se, e somente se, w = w. Temos:

_ Z—iz Z+4iz i(—iz+42)
W==—"1>== — = - = w.
zZ—iz z+iz i(—iz+732)

0 .~

3. As n rafzes complexas de z = re'? sdo
0 + 2k 0 + 2k
2, = Ur |:COS (H) + ¢ sen (H>] , k=0,1,2,...n—1,
n n

15

e como |zx| = {/r, segue que as n rafzes zj estdo igualmente espagadas ao longo da circunferéncia de

centro na origem e raio {/r. Ressaltamos que arg (zx) — arg (zx—1) = 27/n e o comprimento do arco

entre essas raizes é s = 27 {/r/n.

4. Se z =3+ 2i, entdo P (3 —2i) = P(2) = P(z) = 1 + 2i. Logo, |P (3 —2i)| = |1 + 2i| = /5.

5. Da desigualdade ||z| — |w|| < |z — w|, segue que ||z2] — |—23|| < |22 + 23] e, portanto,
1 _ 1 1 |21’ |21|
|z = lzsll  [lz2 ==zl — le2+ 23] [lz2] = |zsl| ™ |22 + 23]

6. Com a notacao binomial, devemos mostrar que:

n+1
(142)" = Z <” Z‘ 1) n—k+1

k=0

Admitindo a sentenca vélida pra n > 1, temos:

Por outro lado,

g:l nt L\ ok _ 14+l - N ()] gk
k k—1 k
k=0
S+l +Z <Z> znkJrl]
k=1
_ - n n—j n n—k+1 __ n+1
S GET THE

+




16 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

7. Admitindo a sentenca vilida para n > 1, temos:

|21tz 4tz 21| < |zt zet o+ 2| 4 |2l

A

lz1| + |2z2] + -+ + |zn] + |2n+1] -

8. Usando identidades trigonométricas, obtemos:

1+itan® 1 —tan?6 + 2itand
w = an” 0 + Zutan = cos® 0 — sen? 6 + 2i sen 0 cos 0
1—itané sec2 0

= cos (26) + isen (20) = %,

9. Como ilustragao, faremos a parte (a). Usando a identidade

1— n+1
1+z—|—22+z3+---+z”:172, 241,
—Z

0

com z =¢", —m <60 <7, =0, encontramos

l1—cos(n+1)0 —isen(n+1)0

14-cos O+cos 20+ - -+cosnf+i (1 4+ send + sen 20 + - - - + sennb) = 1 6) i )
— COS — 18€en

Da 1ltima igualdade, resulta:

1 cos(n+1)f-cosf+sen(n+1)0-senf —cos(n+1)6

1+cost +cos20 +---+cosnf = §+ 2(1 — cos)
B 1+cosn0—cos(n+1)0_1 sen(n+1/2)6 -sen (6/2)
2 2 (1 — cosf) 2 1 —cosf ’

aqui usamos a identidade cosz — cosy = 2sen (%) sen (42)). Para concluir a parte (a), use a
2 2

identidade 1 —cos® = 2sen? (8/2). A identidade (b) é deduzida de forma similar, igualando as partes
imagindrias
10. Tendo em vista que |A| < 1, entdo |A|? (1 - |z|2> <1 -]z e, sendo assim, obtemos:
24+ A < |14+ Xz & 24+ A < |1—|—5\z|2
S 2P+ AP F A+ A2 <1+ AP 2P+ Az + Az

& AP (1-1P) 1= 1P

Por fim, observamos que

lz4+ A = ’1+5\z’<:>\z+)\|2:|1+5\z|2
S 2P+ +rz+ A2 =1+ A2 + Az + Az
& P (1-1P) 1= PP e o] = 1.
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11. Mostrar que /w = ££ é equivalente a mostar que w = £2. Se fizermos

= [y/3 Jul + Re(w) + isgn (1 2) /3 (1] ~ Re(w) |

teremos
& = 3 (jwl+Re(w)) - 3 (Jw] = Re(w)) £ isgn (Im (w)) / [w]* = Re (w)?
= Re(w) +isgn (Im (w)) \/Im (w)? = Re (w) + i Im (w) = w.
(a) Temos
22+z+1:i<:>(z+%)2:—%+i©z+%:\/E, w:—%—i—i.
Logo,
1_ 1 : 1 _ 1.
cbl=x [\/2(]w| +Re (w)) +isgn (Im2) /3 (w] ~ Re (w)) | =+ (§ +1)
Assim, as rafzes da equacio 22 + z + 1 = i sdo precisamente z = —% + (% + i), isto é, z =1 ou
z=-1—1.

12. Os possiveis valores de N sao 4k, 4k + 1, 4k +2 e 4k + 3 k € N, conforme o resto da divisao de N
por 4 seja 0, 1, 2 ou 3. Use o Exercicio 17 da Segao 1.1 para concluir. Por exemplo, se o resto da
divisao é 2, entao N = 4k + 2 e encontramos:

. ) 9\ 2k+1
R L P L R () +

1 ) 2 e N pr pry prg

+1+1° + +1 1= 1= 1=,
2 2(1+72 2(1+1
1—¢ (1—19)(1+19) 2

13. Temos que z = 2e~3™/4 ¢ substituindo na equacio, encontramos:

P (1 +4i) 52 +4i = 16 3T _ (1 —|—4i) 4ei37r/2 + 45

= —16 — (14 44) (—44) + 4i = 0.
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