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1. O Plano Complexo

Na construcao do conjunto dos nimeros reais, nos deparamos com algumas imperfeicoes de alguns
conjuntos numéricos, que serviram de ponto de partida para tal construcao. Por exemplo, o conjunto N
dos nimeros naturais nao contém os simétricos (inversos aditivos) de seus elementos; j& o conjunto Z, dos
nimeros inteiros, nao contém os inversos multiplicativos de seus membros. O conjunto Q, constituido
das fragoes p/q, p,q € Z, q # 0, ndo contém, por exemplo, o nimero real V2. A necessidade de se

estudar nimeros complexos ocorre no momento que desejamos resolver a equagao polinomial:

que nao possui solugao real. No século XVI, equagao desse tipo, despertou os estudiosos, pois todos
sabiam que ndo existiam nimeros como v/—1, cujo quadrado ¢ negativo. Estes niimeros existiam apenas
na imaginacao das pessoas. O conceito de nimero ao longo dos séculos, evoluiu de maneira progressiva:
o conjunto dos nimeros deixou de conter apenas os inteiros positivos e incluiu os nimeros negativos,
racionais, e irracionais. Jd no século XVIII, o conceito de nimero deu um passo maior quando o
matemadtico alemao Carl Friedrich Gauss estendeu o conjunto de nimeros reais, dando a denominagao
dos elementos de nimeros imagindrios ou nimeros complexos.

Introduziremos um estudo bdsico sobre os nimeros complexos e as funcées complexas. A definicao
de nimeros complexos pode ser apresentada de maneira geométrica, através de pontos no plano, ou

diretamente de forma algébrica.

1.1 Numeros Complexos

O conjunto dos pares ordenados (z,y) de nimeros reais, equipado das operagoes:
e Igualdade: (z,y)= (2/,9') se, e somente se, x =2’ e y = 1/;
e Adigao: (z,y)+ (¢,¢) = (= +2",y+v);
e Produto: (z,y)-(2,y) = (za' —yy,zy +2'y).
serd indicado por C. Do ponto de vista algébrico, o conjunto C se identifica com o plano cartesiano R?

e as seguintes relagoes bédsicas sao facilmente estabelecidas:



2 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

(a) (z,y) = (2,0)+(0,y)
(b) (0,y) =(0,1) - (y,0).
(¢) (z,y) = (2,0)+(0,1) - (y,0).

O par z = (z,y), do conjunto C, recebe o nome de Nimero Complexo e o nimero complexo (0,y)
denomina-se Imagindrio Puro. Com o propédsito de mergulhar o conjunto R dos nimeros reais no
conjunto C dos nimeros complexos, identificamos, de forma biunivoca, o nimero real £ com o nimero

complexo (z,0) e, neste contexto, temos R C C. Consequentemente,
y-(0,1) = (y,0)- (0,1) = (0,y)
e, se representarmos o imaginério puro (0, 1) por 4, teremos:
i =(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1,
onde identificamos o nimero complexo (—1,0) com o nimero real —1. Além disso,

(x,y) = (.%',0) + (07y> = ({12,0) + (07 1) ’ (y70)

e o nimero complexo z = (z,y) anotar-se-a z = = + iy, onde identificamos os nimeros reais = e y com

os niumeros complexos (z,0) e (y,0), respectivamente. Com esta notagao, as operagoes em C tornam-se:
e Igualdade: z +iy= a2’ +1iy se, e somente se, v =2’ e y = y/;
e Adigao: (x+iy)+ (' +iy)=x+2 +i(y+v)
e Produto: (z+iy) (' +v¢) =a2' —yy +i(xy +2'y).

1.1.1 Propriedades Algébricas

As operagoes algébricas definidas em C gozam das seguintes propriedades:

o zH+w=w+2z. (comutativa)
o z4+0=2 e z2z-1=2. (elemento neutro)
e z+(wHu) =C+w) +u e z-(wu)=(2w)-u. (associativa)
o z-(wHu)=z-w+z-u. (distributiva)
o z+4(—2)=0. (existéncia do simétrico)

e se z # 0, existe um tinico w # 0 tal que z - w = 1. (existéncia do inverso multiplicativo)
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Para construir o inverso multiplicativo do nimero complexo nao nulo z = x + iy, seja w = a + b,

tal que z - w = 1, de modo que:
z-w = le(z+iy)-(a+ib)=140-1
< za—yb+i(zb+ya)=14+0-1¢
e daf resulta o sistema de equacgoes algébricas

xa—yb=1 (L1)
xb+ya =0

Resolvendo o sistema (1.1), encontramos:

__Z -y
a_:v2+y2 e b 22+ o2

. C e 1
e o nimero complexo w, inverso multiplicativo de z e representado por —, vem dado por:
z

1 < x ) , ( y > T — iy
= ) =7 = .
z x2 + 92 22 + 92 x? 4+ y?

A Figura 1.1, ilustra um ponto genérico z = = + iy do plano complexo C.

(x,0) -

Figura 1.1: O plano complexo C.

Virias propriedades do conjunto R dos nimeros reais continuam véilidas no conjunto C dos nimeros
complexos, mas, existem algumas diferencas. Por exemplo, ndo podemos comparar dois nimeros com-
plexos, através de desigualdades. A existéncia do inverso multiplicatvo jd faz do plano C um conjunto

especial. Além desse, outro fato que faz de C um conjunto interessante, diz respeito & equacao e* = —1
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que, embora nio tenha solucdo real, ela serd resolvida em C. Mesmo os conjuntos C e R? sendo iso-
morfos, como espagos vetoriais reais, o fato de podermos inverter qualquer nimero complexo nao nulo,
torna o conjunto C um Corpo Algébrico, o que nao ocorre com o espaco euclideano R?. Af estd uma boa

razao para se estudar nimeros complexos.

Associados ao numero complexo z = x + iy, destacamos:

o |z[= 22 +y% (médulo de z)

e Re(z) ==. (parte real de z)
e Im(z) =y. (parte imagindria de z)
o Z=2x—1y. (conjugado de z)

As seguintes relagbes sao consequéncias diretas das defini¢ées e o leitor pode comprova-las, como

parte do processo de treinamento.

(a) |z| =z| (b) |z*=2-% (c) z+w=z+w d) z-w=z-w

(e) z== (f) Re(z):%(z—i—z) (g) Im(z):%(z—é) (h) %— |Z|2, 2#0
e, usando o processo de Inducdo Finita, obtemos as seguintes relacoes mais gerais:

(i) z1+2z+-zmm=Z1+Z2+Z3+ - +2n () zZi- 2223 Zn=71"22°23" ... Zn-

A Figura 1.2 ilustra o nimero complexo z, o conjugado Z, o simétrico —z, o inverso 1/z e o nimero iz.

iz=-y+ix .
........... Z=)C+ly

X T

—z==Xx—1y Z=x—1y

Figura 1.2: Visdo geométrica de z, z, iz, 1/z e —z.
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1.1.2 Desigualdades & Identidades

No conjunto dos nimeros complexos nao podemos definir uma relacao de ordem, porém, como
|z|, z € C, é um nimero real, podemos comparar o médulo de dois nimeros complexos. A Desigualdade
Triangular, que é uma generalizacao da mesma desigualdade conhecida no conjunto dos nimeros reais,
é bastante utilizada na andlise de fungoes complexas.

LEMA 1.1.1 (Desigualdade Triangular) Dados dois nimeros complexos z e w, entao:
|z +w| < |z + |w|.
PROVA  Da relacio ¢ = [Re(&)f—i— [Im(ﬁ)]Q, segue que Re(§) < |Re(€)| < [£], V& € C, e, portanto:

z4+w? = (z+w)-GE+w) =2+ |wP+z-w+Z-w

= 2P+ w4z T+7z-w=|z]* + |w|* + 2Re(z - W)

IN

|2 + fwl® + 2 2] Jwl = (2] + [wl]),

de onde resulta:

|z +w| < |z + |w|. | (1.2)

A seguinte generalizacdo da Desigualdade Triangular pode ser demonstrada pelo Método de Indugao

Finita: dados 21, 29, ..., 2z, € C, entao
|21 + 20 + -+ 2| < 21| + 22 + 000+ 2] (1.3)
LEMA 1.1.2 (Produtos Notdveis) Se z e w sdo nimeros complexos, entdo:
(z+tw)=2242z-w+w? e |z 4+ w|® = |z]* £2Re (z - W) + |w|?. (1.4)
PROVA Usando as operagoes de soma e produto de nimeros complexos, temos
(zxw)® = (ztw) - ztw)=z-z2tz-wtw-z+w?
= 22422 w4+
Para a segunda parte, recordemos que \z|2 =z-zZe2Re(z) =2+ Z e, sendo assim,
z+w)? = (zxw) - Zxw) =Ptz 0wtz w+ |w]
= |zPtz-wtz w0+ ]|w?

= |2 +£2Re(z- @)+ w*. N
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LEMA 1.1.3 (Fatoragao Polinomial I) Dado um nimero complezo w # 1, entdo:

1_
ltwtw?twdg g t="" n—123.... (1.5)

PROVA Se representarmos por S a soma do lado esquerdo de (1.5), teremos

S—wS=1-v"&(l-w)S=1-w"85=

LEMA 1.1.4 (Fatoragao Polinomial II) Se z e zg sdo nimeros complexos e n é um nimero natural,

entao:
(z—20) (2" 4+ 2" Pag + 2" 4 22 2T =2 - 2 (1.6)
PROVA Segue diretamente das operacoes em C. [

CONSEQUENCIAS A seguir apresentamos algumas consequéncias das propriedades e resultados es-

tabelecidos. Recomendamos uma leitura cuidaddosa dos cdlculos para melhor compreensao da teoria.

1. Usando as operagoes em C é facil deduzir que |z - w| = |z| - |w| e que ’i’ = ||Z||, w # 0. De fato,
w w

sez=x+iy ew=a+1ib, entdo z - w = ax — by + i (ay + bx) e, portanto:

|z w|? = (az — by)® + (ay + bz)* = (a2 + b2) (2 + y2) =z |w|?.

Por outro lado, se w # 0, temos:

z|_|z-w| _|z-w _ Jzlw] _ ]
w jwl? jwl? > fwl
Usando o processo indutivo, chegamos a:
|21 2023 zn| = |21| - |22| - |z3] - o - |2 -

2. Dado um ndmero complexo z, entdao |z — 1| < |z+ 1| < Re(z) > 0. De fato, considerando

z = x + 1y, temos:

z—1<]z+1e|lz-1P<]z+1lec @-1)<(z+1)’<z>0.

3. Se a e b sao numeros reais, temos que va? + b < |a| + |b| e, consequentemente:

2] = Re(2)? + Im (2)? = |2] = \/Re(z)2 +Im (2)* < |Re(2)| + [Im (2)|. (1.7)
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Por outro lado, usando a desigualdade 2ab < a% +b%, com a = |[Re (2)| e b = |Im (z)|, encontramos

(IRe(2)| + [m (2)])* = [Re ()] +2|Re (2)| [Im ()] + [Im (=)
< 2 (\Re () + [Im (z)|2) — 2|22
e daf resulta
[Re ()] + [im (2)] < V2|21 (1.8)

Combinando (1.7) e (1.8), chegamos as desigualdades:

|2 < [Re(2)| + Im (2)] < V2]z]. (1.9)

4. Se z e w sao nimeros complexos, entao:
2] = Jw| | < |z —w]. (1.10)
De fato, da Desigualdade Triangular, segue que

2l = lz—wtw <z —wl+|w| = 2] - |w] < |z - w]

wl = |w—z+z2 <]z —wl+[z] = |w] - |z < |z — v
e combinando essas desigualdades, encontramos

— |z —w[ <[z = |w| < |z = w| & [lz] = Jwl| <[z —w].

5. Dados os nimeros complexos z1, 22 € z3, com |za| # |z3], temos que:

G2 P (1.11)
2’2+Z3 ‘|2’2|—‘23H
De fato, da desigualdade (1.10), segue que | |2z2| — |—23] | < |22 + 23| e, portanto,
L S o
|lz2] = lzal| | lzel = [=zal| = la+ 23] [|z2f = |2a] | = |22+ 23

6. Se z e w sdo nimeros complexos, com |z| < 1 e |w| < 1, entdo:

|z 4+w| <|14+w- 2] (1.12)
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e ocorre a igualdade se, e somente se, |z|] = 1 ou |w| = 1. De fato, sendo |z| < 1 e |w| < 1, entao

|w]? <1 — ]2\2) <1—|z|* e, consequentemente, |z|> + |w|* < 1+ |z|? |w|?. Agora,
24w = 2P+ wP+z-wtz @<+ 2P w+Zz wtz-w= 142 @
e daf resulta |z +w| < |1 + z - w| . Por fim, observamos que se |z| # 1, entdo:

z+wf = [1+z-wf < |2+ |wf =1+ |z |w?

s |2 (1 - |w|2> 1 |w? e |w =1

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1. Em cada caso, reduza a expressao a forma a + ib, a,b € R.
() (2—1) + (3+ 44) (b) (2414) —i- (34 44) (c) (1+1i)-(2+27) (d) (1—z’)12
(e) (1—1d)- (V3+1) (F) (2—14)-(2+1) (g) (1—2i)-(3+2)" (h)i*

2. Repita o exercicio precedente com as expressoes:

2414 © 1 ()5+5i+ 20 (e)3¢30—¢19
2—3i (1—1i)? 3—4i 4+ 3i 2 — 1

(a) 5os: (b)

3. Encontre niimeros reais x e y, tais que 3x + 2iy — ix + by = 7 + 5i.

4. Em cada caso, calcule o valor da expressao.

1444
4+

(a) Re <21+Z> (b) Tm <32:4:> (c) Tm(1/22) (d) ' (e) |cos O+ isend) .

5. Se z e w sdo nimeros complexos, comprove as seguintes propriedades:

(a) z4w=z4+w (b)z=2 (c)z-w=z-w (d) (z/w)=Z/w, w#0.

1 .
6. Qual nimero real A\ faz com que o nimero complexo seja:

(a) Um numero real (b) Um imagindrio puro, isto é, com parte real nula.

7. Por substituicao direta, verifique que z = 1 + 7 satisfazem a equacdo 22 — 2z + 2 = 0.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Se P (z) é um polindmio com coeficientes reais, mostre que P (z) = P (z). Conclua a partir dai

que se z é uma raiz de P (z), o conjugado z também o é.

. Se P (z) & um polinémio com coeficientes reais e P (3 4 2i) = 1 — 24, qual o valor de |P (3 — 27)|?

Mostre que um nimero complexo z é real se, e somente se, z = Z.
Se 22 = (2)2, mostre que o nimero complexo z ou é real ou é imagindrio puro.
Dado z € C, mostre que |1 — z[* + [1 + z|> = 2+ 2 |2|*.
Use o Lema 1.1.3 e expresse o nimero complexo 1+ i + 2 + --- + i1 na forma a + ib, a,b € R.
Se |z| = |w| e Rez = Rew, mostre que z = w ou z = w.
Dados os mimeros complexos z e w, mostre que: |z + wz|* = |z|? [1 + |w|? £ 2Re (w)
Dado um numero inteiro n, quantos valores distintos a expressao " 4+ ¢~ " assume?
z—1Z

Dado z um nimero complexo, com |z — iz| # 0, mostre que w = ——
Z—1iz

¢ um numero real.

Se N é um inteiro > 4, mostre que os possiveis valores de 1 +i+i2 +---+iV sdo 1, 1+14, i ou

0, conforme o resto da divisao de N por 4 seja 3, 2, 1 ou 0.
Dado um ntimero real \, mostre que 23 — iA® = (z +i)) (z2 — Az — )\2) .

Usando o Método de Indugao Finita, estabeleca a Férmula Binomial:

-1 —1)...(n—k+1
(1+z)”:1+nz+n(n2')22+---+n(n ) k|(n + )—i—--~+z”, n=123,....

1.2 Forma Exponencial (Polar)

Em Geometria Analitica, um ponto P no plano, de coordenadas retangulares (z,y), pode ser repre-

sentado por suas coordenadas polares. Dado z = z + iy um nimero complexo nao nulo, se r e # sao as

coordenadas polares do ponto P (x,y), o nimero complexo z se expressa na forma polar

‘z:rcosﬁ—&—i(rsen@).‘ (1.13)
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onder = /a2 +y? =|z| e 0= arctan(y/x). Para representar o nimero complexo (1.13) sob a forma

exponencial, nos espelhamos nas séries reais e, formalmente, escrevemos

P () LN S A L Ak ine"

© = ZO R T T T
— 1 9724_%4_ +ﬂ+ _|_' 0 9734_975_{_ +w
- ol T4l (2n)! S R TIT 2n+ 1)

= cosf +isenb.

0

Assim, e = cosf + isen @ e a forma polar do nimero complexo z é, portanto:

= r(cos B + isend) ‘ (1.14)

‘z:re

onde r = |z] e 00 = arctan (y/z) .

Qualquer angulo 6, tal que tanf = y/x denomina-se um Argumento de z e anota-se 6 € arg(z).
E claro que se #y é um argumento de z, entdo os angulos 0y + 2km, k € Z, também o sdo, tendo em
vista que cosf e senf sdao fungdes periédicas, de periodo fundamental 27. O Argumento Principal de
z, denotado por Arg (z), é o argumento 6, tal que —7 < 6 < 7. E claro que se A € R, entdo Arg()\) =0
earg(\)={0:0=2kn, ke Z}.

EXEMPLO 1.2.1 Das relagées € = cos@ +isend e e ¥ = cos — isen, deduzimos que:

1/ . A 1/ . A
cos@zi (ew—l—e_’e) e sen9:§<ew—6_’9). (1.15)
EXEMPLO 1.2.2 Para expressar o nimero complexo z = —1 — i na forma polar, notamos que x = —1,
y=—1er=1+/2, de modo que arctan(y/z) = 7/4. Como o0 ponto z = —1—1 estd no terceiro quadrante,

a equagao tanf = 1 nos da 0 = 57 /4 ou § = —3mw /4. Assim, Arg(z) = —3mw/4 e o argumento 57 /4 é tal

que b /4 = 3w /4 4 2n. A forma polar do nimero complexo z é, portanto:
2 =V/2[cos (57/4) +isen (5n/4)] ou V2[cos(—3m/4) +isen(—3m/4)] = V2 e ¥4,

EXEMPLO 1.2.3 Sew = —3+3i, entdo y/xz = —1 e teremos arctan(y/z) = —n /4. Como w encontra-se

no sequndo quadrante, seque que = —m /4 +m = 3w /4 e, desta forma:
w = 3v/2[ cos (3m/4) +isen (3m/4) ] = 3v2 ¥/,

Qualquer outro argumento de w € da forma 2kn+3n /4, k € Z, isto é, arg (w) = {0 = 2kn + 3n /4, k € Z} .
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LEMA 1.2.4 Dados z = 1€’ e w = pe’® dois niimeros complexos nio nulos, entdo:
s=re i zow=rpd P w= () o zfw=(r/p)0),
Além disso, z = w se, e somente se, r =p e =+ 2kw, k€ Z.

PROVA Considerando que z =7 (cosf +isenf) e w = p (cos ¢ + isen ), temos:

Z = r(cosf —isenf) =r[cos(—0) +isen(—0)] =re ¥ e
z-w = rp[cosfcosy —senfsenp +i(cosbsenp + send cosp) ]
= rplcos(0+ @) +isen (0 + )] = (rp) %),
Finalmente,

zZ-wW rpe’w_“’)
2 p2

z
W fw|

=(r/p) . .
Veremos na sequéncia a importancia do Lema 1.2.4 nos célculos e operagoes com nimeros complexos.
LEMA 1.2.5 Se z e w sdo dois nimeros complexos nao nulos, entao:

acarg(z-w)ea=0+7v com [ecarg(z) eye€arg(w).

Em outras palavras:

‘ arg(z - w) = arg(z) + arg(w) ‘ (1.16)

onde a ingualdade em (1.16) deve ser entendida como uma igualdade entre conjuntos, isto é, um dado

elemento de arg (z - w) se expressa como soma de um elemento de arg (z) com outro de arg (w)

0

PROVA  Sejam z = re?? e w = pe¥, com 0 = Arg (z) e ¢ = Arg (w). Entdo:

2w = rpe' )

e dado qualquer argumento « € arg (z - w), temos que a = 0+p+2km, isto é, a é a soma do argumento 6,
no conjunto arg (z), com o argumento ¢+ 2k, no conjunto arg (w). Por outro lado, qualquer argumento
¢ do conjunto arg (z) + arg (w) é da forma ¢ = (0 + 2nw) + (p + 2kn), isto é, p = (0 + @) +2(n+ k)7

é um argumento de z - w. |
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8V

Figura 1.3: Rotagao

EXEMPLO 1.2.6 (Rotacao) Qual a ac¢io geométrica da multiplicacio pelo mimero complezo e'f?
Graficamente, o nimero w = e - z é determinado a partir do niimero z por uma rota¢do anti-hordria
de um dngulo ¢, como sugere a Figura 1.3.
De fato, se z = re'?, temos que
¥ .z =e% . ret? = Tei(e'“p),

de onde segque que o mimero complexo w = €% - z é tal que |w| = |z| e Arg (w) = p + Arg ().

EXEMPLO 1.2.7 Dos exemplos precedentes, vemos que 61 = 5w/4 e 03 = 3m/4 sao argumentos de

z1 = —1—1 e zo0 = —3 4 3i, respectivamente, e 01 + 02 = 2w. Por outro lado,
Z1 k9 = (—1 — i)(—3+3i) =6

e, portanto, Arg(zy - z2) = 0 # 01 + 0. Este exemplo nao viola o que estabelece o Lema 2.2.7, tendo
em vista que naquele Lema a igualdade arg (z - w) = arg(z) + arg (w) deve ser entendida como uma

tgualdade entre conjuntos.
COROLARIO 1.2.8 Se z # 0, entao

Arg(i-2) = g +Arg(z) e Arg(l/z) =—Arg(z).
PROVA Considerando que 7/2 = Arg (i) e que Arg (z) = — Arg(z), resulta:

Arg (iz) = Arg (i) + Arg (2) = 7/2 + Arg () e Arg(1/2) = Arg (z/ |z|2) — Arg(z). ®
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1.2.1 Férmula de De Moivre

Para generalizar o Lema 1.2.4, deixe-nos considerar n ntimeros complexos
zp =71 (cosOg +isenfy), k=1,2,3,....n
e comprovemos por inducao a seguinte relacao:

[Tz =(1-ra-. o rn)[cos (01 + 02+ ...+ 0,) +isen (01 + 02 + ... +0,)]. (1.17)
k=1

No caso n = 2, a relagdo (1.17) é precisamente o Lema 1.2.4. Supondo a férmula vélida para n > 2,

mostremos que ela continua valida ao substituirmos n por n + 1. De fato, temos pelo Lema 1.2.4:

n+1 n
i(014+02+...4+0, 179
sz = sz 'Zn+1:|:(T1-T2‘...-Tn)'62(1+2++ )}~(T‘n+1'62 “)

k=1 k=1

— (7”1 ST Ty ,,,.n_‘_l) . ei(91+62+---+6n+6n+1)

e com isso comprovamos a relacao (1.17) para qualquer nimero natural n. Considerando em (1.17)

2 =€ k=1,2,3,...n, chegamos & Férmula de De Moivre:

‘ (cosf + isen )" = cos(nb) + isen(nd), n=1,2,3,... ‘ (1.18)

EXEMPLO 1.2.9 Calculemos o valor de (14 i)°. Temos que Arg (1 + i) = n/4 e, portanto:
(1414)% = [V2(cosm/4 + isenn/4)]® = 16 (cos 27 + i sen 27) = 16.
EXEMPLO 1.2.10 Ainda com a Férmula de De Moivre, vamos calcular o valor de (1 — i)6. Temos:

(1 —4)® = 8[cos (—m/4) 4 isen (—m/4)]® = §[ cos (—37/2) + isen (—37/2) ] = 8i.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. A partir do resultado da operagao (2 +4)- (3 + ¢), deduza que: arctan (1/2)+arctan (1/3) = w/4.
Com o resultado da expressao (5 —4)* - (1 4 i), mostre que 4 arctan (1/5) — arctan (1/239) = /4.

2. Calcule o valor da expressao Arg (z) + Arg (w), sendo 2 =2 —2i e w = (V/3 — i)G.
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3. Determine o argumento principal dos seguintes niimeros complexos:
=2
1+iV3

, represente no plano C os nimeros complexos z, z +w, z —w e W.

(a)z=3 (b)2=2-2i (c)z=1—4V/3 (d)z=—-4i (e)z (f) z = (v3 —i)S.

4. Se z = 2i e w = 3¢&'™/3

5. Usando a forma polar, deduza que:
51

(a) i(1 — iv3)(V3+i) =2+ 2iV/3  (b) s =1+ (@ (=1+i)" = =8 (1 +1)

6. Use a Formula de De Moivre
(cos O + isen )" = cos (nf) + isen (nh)
e comprove as seguintes relacoes trigonométricas:
(a) cos(20) =cos?0 —sen? e sen(20) = 2senfcosb.
(b) cos (30) = cos®0 — 3cosfsen? e sen(36) = 3cos?fsend — sen 0.

10
1++/3i
1-+3i)

8. Em cada caso, reduza os nimeros z e w a forma polar e encontre as formas polares de z-w e z/w.

7. Calcule o valor de <

(2) z=V3+3i,w=3B3-ivV3) (b)z=1+i,w=v3+i (c)z=1+2i,w=2+i.
9. Usando a forma polar, mostre que z = —/2 — i1/2 é raiz da equacdo z* — (14 44) 22 +4i = 0.

10. Se z - w # 0, mostre que Re (z - w) = |z| |w| se, e somente se, arg z — argw = 2nmw, n € Z. Neste

caso, tem-se |z + w| = |z| + |w|.

11. Demonstre a identidade: (1 +itanf) (1 —itanf)™" = ¥

1.3 Poténcias & Raizes

0

Dados os niimeros complexos z = re*’ e w = pe'¥, vimos que z-w = rpez(“@) e considerando w = z,

obtemos indutivamente:

M =r"e™ p e NU{0}.
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e definirmos 27" = (1/z)", teremos:
Se defi "= (1/2)"
SN — (Z—l)n _ [(1/,’")61'(—0)}” _ (1/T)nein(—0) r—nei(—n)e‘

Assim, 2" = r"e™? Vn € Z e, em particular, (¢?)" = ™ isto é:

‘ (cos @ +isenf)" = cos(nf) +isen(nd), n=0,+1,£2,£3,...

As poténcias racionais de um nmimero complexo z sao estabelecidas de forma natural:

P
Pl = (21/") . PqEZL, q#0,

onde z!/% & o niimero complexo w, tal que w? = z. Temos as seguintes propriedades:

e Produto z"-z°=2"7% r,scQ.

z 2"

e Quociente <—)T =—, reQ, w#N0.
w w

7,7

1.3.1 Raizes da Unidade

Uma raiz n-ésima (ou de ordem n) da unidade é qualquer nimero complexo z, tal que 2" = 1. Se

considerarmos z = e’ teremos
=1 r"em =1 o r"[cos(nf) + isen(nd)] = 1
e daf resulta que ™ =1 e nd = 2kw, k € Z. Logo,

2k 2k
z”:1<:>z:cos<7r>+isen <7T>, keZ,
n n

e as n raizes distintas da equacao z"™ = 1 sao, portanto:

2k 2%
zk—cos<7r>+isen <W> k=0,1,2,3,...,n— 1. (1.19)
n n

n

» =1 e as n raizes da equagao z" =1 sao

Se considerarmos w,, = cos (27/n) + isen (27/n), teremos w

precisamente 1, wy,, w2, ..., w? L

EXEMPLO 1.3.1 As raizes da equagdo 2> =1 sdo +1. No caso n = 3, resulta de (1.19) que as raizes
da equacdo 23 =1 sdo:

¢ 2= iln/3) = 1o

2

=}
=
™o
3
~
&
+
.
[\
&
[\
&
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EXEMPLO 1.3.2 Vamos encontrar as quatro raizes da equacio z* = 1.

Solucao:  Neste caso, n =4 e de (1.19) resulta:
=14 2z =cos <2IZT> + isen (2IZT>, k=0,1,2,3. (1.20)
Considerando em (1.20) sucessivamente k = 0, 1,2, 3 encontramos as raizes
z0=1, z1 =1, z0=—1, e 23 = —1i.

Na Figura 1.4 ilustramos graficamente as rafzes de 22 =1, 23 =1 e z* = 1. Para n > 3, as n raizes

da equacgao 2" = 1 sdo vértices de um poligono regular de n lados inscrito na circunferéncia |z| = 1.

Y4 YA Y4
2221 2321 Z4=1
z=1%1 Z—l,z=—%ii% z=rkl, Z=rky

Figura 1.4: Raizes da unidade.

Em uma situac¢do mais geral, dado um nimero complexo nao nulo w = p(cos ¢ + isen ) temos:

2" = w<s r(cosnd +isennb) = p(cosp + isenp)
2k
o or=yp e =2 p_0 -1,
n

e as n rafzes distintas da equacao 2™ = w sao precisamente
2k 2k
2= Up [cos <W> +isen <W>} . k=0,1,2,3,...,n—1. (1.21)
n n

Se wy, = cos (2m/n)+isen (2m/n) e zp € uma solucao particular da equagao 2" = w, as n raizes complexas

da equacao z" = w sao dadas por:
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OBSERVACAO 1.3.3 Embora o cdlculo de raizes utilizando a forma polar tenha cardter geral, o cdlculo
também pode ser feito utilizando a forma cartesiana. Por exemplo, para resolver a equacio z° = 2i,

escrevemos z = x + 1y, x,y € R, e obtemos

2 2

¢ —y° =0
P =2er? -y 4 2yi=2=—-7-24is Y
20y =2

e dai resulta y = 1/z e x* =1, isto é, x = +1 e y = +1. Logo, z = &+ (1 +1).
EXEMPLO 1.3.4 Vamos encontrar as raizes da equacio z°> = —T7 — 244.

Solucao: Considerando z = z + iy, temos

2?2 —y? =7
=7 24i e 2® —y+ 2ayi & Y (1.22)
20y = —24
e resolvendo o sistema (1.22), encontramos x = £3 e y = —12/x. Assim, as raizes sdo z = £ (3 — 41).

EXEMPLO 1.3.5 Neste exemplo vamos calcular o valor de ‘\3/7 +iv/15|, sendo v/7 + V15 qualquer

raiz da equacio 2> =T+ i\/15.

Solugdo:  Se w = 7 +iy/15, com Arg (w) = ¢, entdo |w| = v/49 + 15 = 8 e de (1.21) resulta:
2= \T+iVIb & 23 =T+ iV1h & z = /8elPt2k)/3 | —0 1,2

Logo, |z| = ¥/8 = 2.

EXEMPLO 1.3.6 Resolver a equagdo z°> = —15 — 8i.

Solugao:  Suponhamos z = = + iy e observemos que:

r4iy = V=15—-8ie (z+iy)? =—15—8i < x? —y® + 2yi = —15 — &

& $2—y2:—15 e 2zy=—8§,
de onde resulta z = £1 e y = F4. Assim, os valores de v/—15 — 81 = £+ (1 — 4i).

EXEMPLO 1.3.7 Resolver a equacio quadrdtica az® + bz +c¢ =0, sendo a # 0.
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Solugao: Transpondo ¢ para o 2° membro e dividindo a equacao por a, encontramos:

242, ¢ (1.23)
a a

e para completar o quadrado, adicionamos (b/ 2a)2 aos dois lados da equagao (1.23) e obtemos:

e B ( b>2_b2—4ac

— + Z‘i‘% 4a2

b
2

_ JE— EREEN
i +az+4a2 a 4a?

Por fim, extraindo a raiz quadrada para encontrar

b Vb2 —4dac . _ —bE VIV —dac

—_— =t st
Z+2a % , 1stoé, =z %

EXEMPLO 1.3.8 Resolver a equa¢dio quadrdtica z% + (2i —3)z +5 —i = 0.

Solucao: Considerando a =1, b=2i —3 e ¢ =5 — 4, temos, do Exemplo 1.3.7, que as raizes sao:

3—22’i\/(2z’—3)2—4(5—i)
2

3-2i V158
= 5 .
Ora, do Exemplo 1.3.6 temos /—15 — 8 = £ (1 — 4i) e, portanto, as raizes sdo z; = 2—3i ou 29 = 1+41.

Zz =

EXEMPLO 1.3.9 Resolver a equacio biquadrada z* — (1 + 4i) 2% + 4i = 0.
Solucao:  Efetuando o completamento do quadrado, vemos que a equagao é equivalente a
[22 = 1 (14+4i)]* = L (~15 - 8i)
e daf resulta
Z=11+4)+£1V/-15-38i
No Exemplo 1.3.6), encontramos /—15 — 8i = + (1 — 4i) e, sendo assim:
Z=1l1+4)ti(1-4)e =1 ou 2*=4i

isto é, z==+1ou z = +2/i. Para concluir, observamos que Vi = :l:% (ﬁ + z\/§) e obtemos as raizes

z=xlez==x(V2+iv2).

EXEMPLO 1.3.10 Em (1.21), com n = 5, consideramos w = —32 e ¢ = T e encontramos as cinco
raizes da equagdo z° = —32 :
20 =260 2 =2eB7/5 5 =2e = —2, 23 =25 e 7 =275

Os valores dessas raizes, indicados na Figura 1.5, estdo igualmente espagados ao longo da circunferéncia

de centro na origem e raio R = 2 e constituem os vértices de um pentdgono reqular.
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n/5

aV

Figura 1.5: Raizes da equacdo 2° = —32.

EXEMPLO 1.3.11 Vamos decompor o polinémio z* + 1 em fatores quadrdticos com coeficientes reais.

Solugdo:  Iniciamos com a fatoragao z*+1 = (2% — i) (2% + i), que nao atende ao que se pede, tendo

2:

em vista que os coeficientes ndo sdo todos reais. Se w? = i, entdo W —1i e obtemos:

241 = z2—i) (22+i) = (22—w2) (22—@2) =(z—w)(z4+w)(z—w)(z+w)

(

= [(z—i—w)(z—i—@)-(z—w)(z—@)]
[z +(w+ﬁ)-z+|w\2] . [zZ—(w+@)-z+\w|2]
[

22 4+ 2Re (w) - 2+ |[w’] - [22 — 2Re (w) - 2z + w]?].

Para concluir, consideramos w = ? —i—i? e encontramos: z441= (z2 +v2 2+ 1) . (22 —V2 2+ 1) .

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3

1. Encontre todos os nimeros complexos z, tais que 2% = Z.

2. Encontre todos os valores inteiros de n para os quais (1 — \/§z) é um nimero real.

3. Determine os valores principais de:

(a) (20)% (b) (=) () 8YS () (VB4 (o) (1)
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4. Se w ¢ uma raiz n-ésima da unidade, w # 1, use a identidade (1.5) e mostre que
l+w+w’ +w +-- 4w =0.
Agora, calcule o valor da soma: S =1+ 2w + 3w? + 3w + - - + nw" !,

5. Demonstre a identidade:

Vit [ L (2] + Re(2)) +isgn (Im2) /3 (2] - Re(2) ] .
Use esta identidade e resolva as equagoes:
(a) 22 +z2+1=i (b)22-32+3=i (c)22—-(5+i)z+8+i=0.
6. Se N & um inteiro > 4, mostre que os possiveis valores de 1 +4 +i2 +---+iV sdo 1, 1+, i ou

0, conforme o resto da divisao de N por 4 seja 3, 2, 1 ou 0.

7. Se —m < 6 < 7, use a identidade (1.5) e estabeleca as relagoes:

sen [ (n+ 1/2) 6]

() 14080+ o5 (26) 4+ + cos (nf) = 5 + —

cos [ (n+1/2) 6]
2sen (6/2)

(b) sen® + sen (20) + - - -+ sen (nf) = 3 cotg (6/2) —

8. Resolva em C as seguintes equagoes:
(a) 22=1-4v/3 (b)2z*=-16 (c)2*—(1-2i)22-1-i=0
(d) 2" =-1—i () @P=—i () A-1—-i)22=i
9. Mostre que as raizes n-ésimas do nimero complexo z formam um poligono regular de n lados,

inscrito em uma circunferéncia de raio R = {/|z|.

10. Se 21,22 e 23 sdo as raizes complexas da equacdo azz® + agz? + a1z + ag = 0, com ag # 0, mostre
que 21 + 29 + 23 = —ag/as e z1 - z2 - 23 = —ap/as. Generalizando, prova-se que a soma e o produto

das n raizes z1, 29, ..., z, da equacao polinomial
-1
a2 +an 12"+ -+az+a=0, ap#0,

sao, tais que:

Anp—1 (—1)” ag
Qnp Gnp, .

Z1+ 2+ 2= —
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11. Se w é uma raiz da equacio w? = \i, onde A é um niimero real nio nulo, imitando o que foi feito

no Exemplo 1.3.11, obtemos a fatoracao
242 = (z2+2Re(w) -z \wlg) : <z2 —2Re(w) -z + ]w\2> )

Decomponha z* + 9 em fatores quadraticos, com coeficientes reais.

1.4 Topologia do Plano C

Nos proximos capitulos apresentaremos os conceitos de limite, derivada e integral para funcoes de
uma varidvel complexa z = x 41y, e é necessdrio apresentarmos os conceitos topolégicos e terminologias
com relagao a determinados subconjuntos do plano complexo.

Fixemos um ponto zg = ¢ + iyp no plano C e seja § > 0 um nimero real. A §-vizinhanca de centro

zp e raio J &, por defini¢cdo, o subconjunto:
Vs(z0) = {2 € C; |z — 20| < 0}

Considerando que a distancia de um ponto z = = + iy ao ponto zy é dada por

|2 = 20| = V/(z — 20)2 + (y — %0)?,

vemos que os pontos que satisfazem a desigualdade |z — zg| < 4, sdo internos ao circulo de centro em
2o e raio 0. Geometricamente, Vs(z9) é o disco de centro zg e raio d, como indica a Figura 1.6. A linha
pontilhada indica que os pontos da circunferéncia nao fazem parte da vizinhanga.

Va

Mo

Figura 1.6: Vizinhanca de raio d.
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Dado um subconjunto S C C, a posigao relativa do ponto zy em relagao a S é caracterizada por:

(a) Existe uma ¢-vizinhanca de z totalmente contida em S, isto é, existe um 0 > 0, tal que Vs(zg) C S.

Neste caso, diremos que zg é Ponto Interior ao conjunto S.

(b) Existe uma é-vizinhanca de zo inteiramente contida no complementar' de S, isto é, existe § > 0,

tal que Vs(z9) C C\S. Neste caso, zp é denominado Ponto Exterior ao conjunto S.

(c) Qualquer é-vizinhanga de zp contém algum ponto de S e algum ponto do complementar de S, isto
é, Vs(z0) NS # @ e Vs(z0) N (C\S) # &, Vo > 0. Este é o caso em que o ponto zy ¢ dito Ponto de

Fronteira do conjunto S.

NOTAGAO O conjunto constituido de todos os pontos interiores ao conjunto S, serd representado por
int(S) enquanto, ext(S) indicara o conjunto de todos os pontos exteriores ao conjunto S. O conjunto dos
pontos de fronteira de S serd indicado por dS. E claro que int(S) C S e que os subconjuntos int(S), 95

e ext(5) sao disjuntos (sem ponto em comum), isto é:
int(S)NosS =0, ext(S)NIS=2 e nt(S)Next(S)=2a.

DEFINICAO 1.4.1 Um subconjunto S C C denomina-se Aberto quando SN IS = @, isto é, todos os
seus pontos sao pontos interiores. Neste caso, se zg é um ponto de S, existe uma J-vizinhanca de zg

inteiramente contida em S.

DEFINICAO 1.4.2 Um subconjunto S C C denomina-se Fechado quando 0S C S, ou seja, o conjunto

S contém todos os seus pontos de fronteira.

EXEMPLO 1.4.3 Uma vizinhanca Vs em C é um conjunto aberto e conexo>. Um conjunto aberto e

conexo recebe a denominag¢io de Dominio. Seja S = Vs (z9) e mostremos que todo ponto z de S é um
ponto interior. Se considerarmos §* = § — |z — zp|, entao dado w € V= (2), temos pela Desigualdade
Triangular

‘w_ZO|S‘w—2‘+’Z—ZO|<5*+‘z—zo‘:57

e, portanto, w € S. Logo, Vs« (z) C S, mostrando que z € int (5).

'O complementar de S, representado por C\S, é o conjunto dos niimeros complexos que nio pertencem a S.
2Um conjunto aberto A é conexo se quaisquer dois pontos em A podem ser ligados por uma poligonal inteiramente

contida em A.



CAPITULO 1 - O PLANO COMPLEXO 23

EXEMPLO 1.4.4 Para mostrar que conjunto S = {z € C; Im(z) < 1} é um dominio, fitemos z = a+1ib,
comb <1, em S, e sejad = min{|b|,1 — |b|}. Mostremos que a vizinhan¢a Vs (z) estd contida em S.

De fato, dado w = x + iy € V3(z), entao:

[y —bl < V(z—a)?+ (y —b)2 = |w—z| <9,
e, consequentemente:
y<|y <ly—=bl+|b)<d+p|<l=>weS
e com isto mostramos que S é um conjunto aberto. Por fim, ressaltamos que o segmento de reta ligando

dois pontos z e w de S estd inteiramente contido em S e isto mostra que S é conexo.

O seguinte resultado relaciona os conceitos de conjunto aberto e conjunto fechado e sua demonstragao

serd apresentada de forma breve e merece reflexao.
LEMA 1.4.5 Um subconjunto S é aberto se, e somente se, seu complementar C\S é fechado.

PROVA Suponhamos que S seja fechado e seja zp um ponto de C\S. Como 95 C §, segue que 29 ¢ 05
e, sendo assim, zp € int (C\\S). Reciprocamente, se C\\S & aberto e zy € 95, entao zg ¢ C\S, tendo em
vista que

88N (C\S) = 3S Nint (C\S) = &.

Logo, 29 € S e, portanto, S C S, mostrando que S é fechado. |

EXEMPLO 1.4.6 O conjunto S = {z € C; Im(z) > 1} é fechado, porque sua fronteira 0S é a reta

Im (z) =1 e estd inteiramente contida no conjunto S.

DEFINICAO 1.4.7 Um subconjunto S C C denomina-se Limitado quando existir um raio R > 0, tal
que S C {z € C: |z] < R}, isto ¢,
|z| <R, Vzelb.

EXEMPLO 1.4.8 Qualquer disco Dp = {z € C : |z| < R} é um subconjunto limitado e fechado. A

fronteira do disco Dg é a circunferéncia
Yyr={2€C:|z| = R}.

Um subconjunto do plano C que é, ao mesmo tempo, limitado e fechado, recebe a demominacdao de

Congunto Compacto.



24 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

DEFINICAO 1.4.9 Um ponto zg € C é um Ponto de Acumulagdo de S quando toda vizinhanga de
zg contiver um ponto de S, distinto de zg. O conjunto dos pontos de acumulagio de S serd indicado por
S, isto é

20 €S V>0, Vs(20) N (S\{20}) # 2.
EXEMPLO 1.4.10 Para deduzir que a origem z = 0 é o unico ponto de acumulac¢do do conjunto
S ={ii/2,i1/3,...}

notamos que 0 ¢ S, mas dado um raio § > 0, a vizinhanga Vs (0) contem os pontos z, = i/n do conjunto
S, seja qual for o inteiro n, com 1/n < ¢ e isto mostra que 0 € S’. Para concluir que 0 é o tinico ponto

de acumulacao de S, observamos que:

(1) dado zp = xo + iyo fora de S, entdo Vs (z0) NS =&, com § = |zg| /2 e

(ii) se z =1i/n é um ponto de S e 6 < entio Vs (z) NS = {z}.

1
n(n+1)
EXEMPLO 1.4.11 Consideremos os subconjuntos

S1={z€C:0<z] <1} e Sa={ze€C:0<arg(z) <w/2e |z| >1},

ilustrados graficamente na Figura 1.7, onde observamos que:

Siz{zE(C:\z|§1} e S;:{zeC:OSarg(z)Sﬂ/Q e |z| >1}.

...........
----
.* e
x o
»

v

v

.
.
Lo
Teny

Figura 1.7: Conjuntos S7 e S2 do Exemplo 1.4.11
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1.4.1 Convergéncia x Topologia
Por Sequéncia de nimeros complexos entendemos uma fungao

z:N—C

que associa a cada nimero natural n um ndmero complexo z (n) = z,, denominado n-ésimo termo ou
termo geral da sequéncia. Faremos referéncia ao termo geral z, como sendo a sequéncia z : n — z,.
A cada sequéncia complexa (z,) corresponde um par de sequéncias reais (z,,yn), sendo x,, = Re(z,)
e yp = Im (z,), de modo que as propriedades bdsicas estabelecidas para sequéncias reais sao herdadas
pelas sequéncias complexas.

DEFINICAO 1.4.12 (Conceito de Limite) A sequéncia (z,) tem limite z ou converge para z, e

anota-se z = lim z,, ou z, — 2, quando a cada raio € > 0 corresponder um indice N € N, tal que:
zn € Ve(2), VY n>N.
Dito de outra forma, temos:
z=limz, ©Ve >0, INeN: |z, — 2| <e, Vn>N.
O Exercicio 8 a seguir, estabelece que:
limz, =z < lim [Re(z,) | =Re(2) e lim[Im(z,)] =Im(z).

e a convergéncia da sequéncia complexa (z,) se reduz & convergéncia das sequéncias reais Re(z,) e
Im (z,). As propriedades bésicas de convergéncia, no caso complexo, decorrem das propriedades do
limite no caso real. Por exemplo, se z, — 2z e w, — w, entdo a sequéncia (z, + Aw,) converge para o

nimero complexo z + Aw, sendo A qualquer nimero complexo fixado. De fato, basta notar que:
Zn + Awp, = (2, + iyn) + (Aup +idvy) — (2 +iy) + A (u+ v) = 2 + dw.

As demais propriedades podem ser comprovadas de forma similar ao caso real. Temos:

(@) [zn| — 2]

(b) zpw, — zw.

(c) zn/wp — z/w, w#0ew,#0, Vn.
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PROPOSICAO 1.4.13 Com respeito a um subconjunto F' C C, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) F é fechado.

(b) Se (zn) é uma sequéncia de pontos de F, convergindo para z, entao z € F.

DEMONSTRACAO Para mostrar que (a) = (b), suponhamos que F' seja fechado e consideremos

uma sequéncia (z,) em F, com limz, = z. Se z nao fosse um ponto de F', entdo z estaria no com-
plementar C\F, que é aberto, e, portanto, existiria um raio € > 0, tal que V. (z) C C\F. Desde que
zn, — 2z, a partir de certa ordem N temos que z, € V. (z) e isto contradiz o fato de z, € F, Vn. Por

outro lado, se F' nao fosse fechado, entao C\ F' nao seria aberto e existiria um ponto z ¢ F, tal que
Vi () NF#@, Yn=123,...

e, escolhendo para cada n um numero complexo z, na intersegao Vi, N F, a sequéncia (zn,) assim

construida estaria em F' e convergiria para z, contradizendo a hipétese (b). W

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.4

1. Esboce e classifique em Aberto (A) ou Fechado (F) os subconjuntos do plano complexo caracteri-

zados por:

(a) |Rez| <2 (b) Imz| >1

(c) |z —4] > |z] (d) 0 <arg(z) <3m/4, |z|>2
(e) Rez>0 e 1<|z2—2i]<2 (f) 0<arg(z) <w/4, z#0
(g) Re(1/2) < 1/2. (h) Im (1/2) > 1/2

(i) Re (=) > 0 ) 1 (%) <o

2. Identifique as curvas do plano complexo descritas por:
(a) |z —2| = |z — 31| (b) |z—1+1i|=|34+i—2z| (¢) |z—il+|z2+2|=3
(d) |z+1]=2]z—1i] (e) Re(l—2)=|z| (f) z=20+re??, 0< 0 <2m

3. Dado um nimero real A, identifique o conjunto S = {z € C: \|z| = |z — 1]}.

4. Sejam R uma constante positiva e zg um nimero complexo fixado. Identifique o subconjunto do

plano complexo descrito pela equacdo |z|* + 2Re (220) + |20|* = R2.
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10.

11.

. Por que o conjunto vazio @ é aberto? Por que ele é um conjunto fechado?

. Mostre que a uniao e a intersecao de dois conjuntos abertos é um conjunto aberto. O que se pode

dizer sobre a uniao e a interse¢do de dois conjuntos fechados?

Dé exemplo de uma familia infinita {A,,, n € N} de conjuntos abertos do plano C, cuja interse¢ao

o0
ﬂ A, ndo é um conjunto aberto.

n=1

. Mostre que limz, = z se, e somente se, lim[Re(z,)] = Re(z) e lim[Im (2,)] = Im(2). Em

particular, se a sequéncia (z,) é constante, digamos, z, = z, V n, entdo lim z,, = z.

. Com base no Exercicio precedente, calcule os limites:

. n+14+in . 1+¢lnn

Mostre que lim|z,| = 0 se, e somente se, lim z, = 0. Dé exemplo de uma sequéncia divergente

(zn), com (|z,|) convergente.

Se |z| < 1, mostre que lim (") = 0.
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1. Das operacoes com numeros complexos, resulta:

(a) (2 —i)+ (3 +4) = 5+ 3i.

(b) (241)—i(344i) = 2+i—3i+4—6—2i.
() (1+4)-(2+2) =0+ 4i = 4i.

(@ (-9 =[0-9?]" = (20 = o

(e) (1—14i)(V3+i)=1+V3+(1—3)i.

(f) 2—1i)-(2+14)=22-i?=5.

: 1 1=2i (1—2)-(3—2i) 1 8.
1—2i)(3+2i) ' = — —_—-_2%
(&) 1=20)B+20) " =37 13 13 13"
(h) r45:r44-r1:1,:—i.
(3

. - z zZ-w
2. A partir da relacdo — = W, encontramos:
w w

2 4 6 . 2+1 1 8 . 1 5+ 5t 20

i
=—+4+— b =—4— —s == (d — =3 —i.
@ nn ®rm nte ©OgerT DTt '
(e) Considerando que 3" = —1 e !9 = —i, obtemos®:
3Z'30 _ 7;19
— =1+41.
2i— 1 e
3. Os nidmeros x e y satisfazem ao sistema
3z +by="7
—x+2y =5
istoé, x=—-1ley=2.
4. Dado um nimero compexo z = x + 1y, recordemos que:
Re(z) =z, Im(z)=y, |z|=Va®+y® e ‘T’Cw =7

’De forma geral, temos: i = (—1)*, se n = 2k, e i" = (—1)F -4, se n. = 2k + 1.
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10.

12—
(a)z—2+i— 3 = Re(z) =2/5.
210 (244)-(3—4i) 10— 5i
(b) 2= 77 2% o5~ m(2) /5

(c) Se z =z + iy, entdo:

2 .2 . 2 .2 2 . 2 I
% _rT—y Z;Uyz oz 4y B mfz = Im (1/22) _ Re (z)4m (z)
z (% +y?) |24 |24 2]
(@ || il VT
A+4 | [A+d V1T

(e) |cos® +isenf| = v/cos? 0 +sen? 6 = 1.

. Como ilustragao, faremos os itens (c) e (d). Se z = a + b e w = ¢ + id, entdo:

(c) zmw = (ac—bd) —i(ad+bc) e Z-w=(a—1b)-(c—1id)= (ac—bd)—1i(ad~+ bc).

29

(d) Primeiro, mostremos que 1/w = (1/w). De fato, notando que 1/w = w/ |w|* e 1/w = w/ |w|?,

imagindrio puro quando A = 2.

Use as propriedades da conjugacao dadas no Exercicio 5 da Segao 1.1.

. Se z =3+ 2i, entdo P (3 —2i) = P(z) = P(z) = 1+ 2i. Logo, |P (3 — 2i)| = |1+ 2i| = /5.

. Lembramos que z = a + ib € um nimero real se, e somente se, Im (z) = 0, isto é, b = 0. Ora,

z=za+ib=a—-1b2ib=0<b=0&z¢cR.

2 2

Considerando z = z + iy, temos que 22 = 22 — y? + 2xyi e 22 = 2% — y? — 2zyi. Assim,

22 =72 o 2? —y? 4+ 2eyi = 2? — y? — 2zyi < 22y = 0.

temos: B
o=ty = = () =)
K — |w]
e assim:

z < 1) _ (1> 1 z

(—) = Z s — = Z - —_— =z —_— = —

w w wow

A 2—-A 24+ A
. Se z = 1+ _z, entdao Re(z) = 5 © Im (z) = —%. Sendo assim, z é real se A\ = —2 e serd
—1

Ora, 22y = 0 se, e s6 se, z = 0 (neste caso, z é imaginério puro) ou y = 0 (neste caso, z é real).
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11. Das propriedades algébricas em C e lembrando que z - Z = |z]2, temos:

LT—zP 4142 = 1—-2)-1-2)+10+2)-(1+7)

= 1—2-ZF+z-Z+14+2+Z+2-2=2+2]2.

12. Considerando n = 179 e z = 7, encontramos:

180 1 ()" 11
14i4+2 434 44179 = Z‘ = ( ) = )
1—1 1—1 1—1

13. Se z = a+ib e w = ¢+ id, as igualdades |z| = |w| ¢ Re (2) = Re (w) nos conduz ao sistema:
? +y?=a® +0°
r=a

de onde deduzimos que y = £b. Logo, z = a £ ib.
14. Utilizando os Produtos Notéveis (Lema 1.1.2), obtemos:
lztw-z* = |22 £2Re(z zw) + |2w|® = |2|* £ 2Re (|z|2 .w) + |2)? Jw?

= |22 £2|z*Re (@) + |2|* |w]* = |2? [1 + 2Re (w) + ywﬂ .

15. Um célculo direto nos conduz a:

i = i2n 41 B (-D)"+1 B 0, sen éimpar
2/(-1)*, sen=2k, kel

" i

Logo, os possiveis valores assumidos por " 4+ ¢~ " sao: 0 e £2.

16. Sabemos do Exercicio 10 da Secao 1.1 que w é real se, e somente se, w = w. Temos:

_ zZ—iz Z+iz i(—iZ+2z)
z—1z z2+iz i(—iz+3%)

17. Tendo em vista que |A| < 1, entdo |A|? (1 - \z]Q) <1—|z|? e, sendo assim, obtemos:
lz+ A < ’1+5\z’<:>\z—|—)\|2§|1+5\z|2
S 2P HIMNPHrz+ A2 <1+ AP 2P+ Az + Az

s AP (1 - |z[2> <127
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Por fim, observamos que:

|z + Al

g
=

14+ Az & 12+ A% = |1+5\z|2

224+ AP+ Az + A2 =14+ AP |22+ Az + Az

12| (1 - !AIQ) <1-\2el=1

18. Efetue a operacao do lado direito para concluir.

19. Os possiveis valores de N sao 4k, 4k + 1, 4k+ 2 e 4k + 3, k € N, conforme o resto da divisao

20.

de N por 4 seja 0, 1, 2 ou 3. Use o Exercicio 1.3.4 da Secao 1.1 para concluir. Por exemplo, se o

resto da divisao é 2, entao N = 4k + 2 e encontramos:

L+i+i2 44

1— i+l gtk (i2)
1—i  1-i  1-3
2 2(1+i 2(1+i
_ (‘+z)‘ _ ( —H):l—i—z
1—i (1—14)(1+4) 2

Com a notagao binomial, devemos mostrar que:

Por outro lado,

n+1

D

k=0

(

n—+1
k

>Z'nk+1

(142)(142)"=(1+2) Zn: (Z)an

k=0
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21. Admitindo a sentenca védlida para n > 1, temos:

|21+ 22+ +2n+ 2n41| < |zt 224+ 20| + |20

A

|z1] + |22| + - + |za] + [2041] -

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2
1. Se 61 = Arg(2+1) e 02 = Arg (3 + i), entdo 0, = arctan (1/2) e O3 = arctan (1/3) e teremos:
arg [(2+14) - (3+1) ] =61+ 6s.
Por outro lado, (2 +14) - (3+14) = 5+ 5i e, portanto,

/4 =arg[(2+1i)- (341)] =061+ bs.

2. Se 0 = Arg (5 — i), entdo 40 = Arg (5 —4)* e arctanf = —1/5 e teremos:
arg [(5 —)t 1+ z)] = 4arctan (—1/5) + 7/4.
Por fim, use (5 —i)* - (14 i) = 956 — 4i e deduza que:

arg [(5 St 1+ i)} — arctan (—4/956) = — arctan (1/239).

3. Temos

6
Arg(2—-2i) = —7m/4 e Arg (\/5—1) =6Arg (\/§—Z> = -7
e, assim, Arg (2 — 2i) + Arg (v/3 — i)6 = —bm/4.

4. Expresse o nimero complexo sob a forma z = re, para descobrir o argumento.
(a) 0 (b) —7/4 (c) —7/3 (d) —7/2 (e) bn/6 (f) —m.
5. Veja a ilustragao grifica na Figura 1.8.

6. Como ilustragao faremos os itens (b) e (c).
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Fz+w

v

...............................

..............................

Figura 1.8:

(b) Se ¢ = Arg (2 +1i), entdo 2 + i = /5e'¥ e, portanto:

2? - =5 ei(3-%) = V5sen ¢ +iv/5 cos .
i

Como tgp = 1/2, segue que senp = 1/y/5 e cosp = 2/4/5 e obtemos o resultado.

(c) Temos:

. T oim N
z = —1+i=\/5637":>27:(\/§> eI = 8y/2 ((67—7F)i

= 82 e 11 =82 (cos (3m/4) — isen (31/4)) = —8 (1 +1).
7. Considere na Férmula de De Moivre n = 2 e n = 3 para chegar aos resultados.
(a) No caso n = 2, temos:

(cosf +isen®)® = cos(20) 4 isen (260) < cos® — sen? 0 + 2isen 6 cos O

& cos(20) =cos?f —sen?f e sen(20) = 2sen b cosd.

(b) No caso n = 3, proceda de forma similar!

8. Considerando que 1 4+ V3i = 26im/3, encontramos z = %(—1 + Z\/g)

33
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9. (a) Na forma exponencial, temos z = 2v/3¢"™/3 ¢ w = v/3¢~/3, de modo que:

62k7ri (27 /3+42km)i

z-w =06 e z/w=2e

i3m/4

10. Temos que z = 2e~ e substituindo na equacao, encontramos:

Ao (144022 +4i = 16 €™ — (1 + 44) 4e™/2 4 44

= 16— (1 + 4i) (—4i) + 4i = 0.

0

11. Se fizermos z = re” e w = z = pe'?, teremos:

2w =rpe’?=%) = rplcos (0 — ) +isen (0 — p)]
e, consequentemente:
Re (zw) = rpcos (0 — ¢) = |z| |w|cos (0 — ¢).

Da tltima relacao, resulta:
Re(z -w) = |z| |w| & cos (0 — @) =1 < 0 — ¢ = 2km.

Neste caso, temos:

|z +w| = ret? —l—peiw“m) =(r+p) =|z|+ |w|.

12. Usando identidades trigonométricas, obtemos:

1+itané 1 —tan?6 + 2itan6
ﬂ = an” 0 + 2 tan = cos? § — sen® 0 + 2isen 6 cos O
1—itané sec? @

= cos (26) + isen (20) = %Y.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3

1. Se z =x +1iy, xz,y € R, entao:

3 —3xy’ =2

Y =32’y =y

(1.24)
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e considerando que o sistema do lado direito de (1.24) nao tem solugao (real), no caso em que
x # 0 ey # 0, obtemos:

z=0=y=0 ou y==1

y=0=2z=0 ou z==£I1.

Assim, as solcoes de 22 =Z sdo: 2=0, z =41 e z = +i.
2. A partir da relacdo
(1 —i\/§> - (2 e/ ) — 9" [cos (n7/3) — isen (nm/3)]
deduzimos que (1 - zx/g)n ¢ um numero real se sen (n7/3) = 0, isto é, n for miiltiplo inteiro de 3.

3. Recordemos que w = zP/4 se, e somente se, 2P = w?.

(a) 22 =2i< z=V2[cos (kr + %) +isen (kr + 5)] = £ (141).

2km — /2 2km —m/2
(b) z3z—i<:>z:(:os<7r37r/>+isen<ﬂ-3ﬂ/><:>z:i ou z=3(£V3—1).

k k
(c) 26:8@2;:\/5[0%(;>+isen<;>], k=0,1,2,3,4,5. Logo:
p=2V2 on z=b(<14iv3) ou 2=1(1+iV3).

(d) 2= (—Vv3+ i)3/2 22 =(—V3+ i)3 = (26i5”/6)3 = 8¢'™/2. As raizes sao: z =42 (1 +1).

3/4

¢ equivalente a z*

(e) A equagao z = (—1) = —1, cujas raizes sdo: z = i@ (1+1).

4. Considerando que w™ = 1, por ser w uma raiz da unidade, e w # 1, obtemos:

1—
ltwtw?+wd+ =" =0

Para calclular o valor da soma S = 1 + 2w + 3w? + 4w? + - - - + nw" ™!, observamos que:

S—wS=14+w+w+uwd+  +uw" —nuw" =-n

—-Nn

e daf resulta S = .
—w

5. Mostrar que \/w = +£ é equivalente a mostar que w = £2. Se fizermos

E=1 W; (| + Re (w)) + isgn (Im 2) 1/§ (ju| ~ Re (w))
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teremos
& = L(|w[+Re(w)) —i(|w| —Re(w)) +isgn(Im(w))/|w|’ — Re (w)?
= Re(w) % isgn (Im (w)) \/Im (w)? = Re (w) + i Im (w) = w.
(a) Temos
z2+z+1:2’<:>(z+%)2:f%+i<:>z+%:\/17), w:*%+i.
Logo,
z+3=1= [\/%(lw|+Re(w))+isgn(Imz) \/%(]w\ —Re(w))] =+ (2 +14)
Assim, as raizes da equacio 22 + z + 1 = i sdo precisamente z = —% + (% + i), isto é, z =1
ouz=-1-—z1.

6. Os possiveis valores de N sao 4k, 4k + 1, 4k +2 e 4k + 3, k € N, conforme o resto da divisao
de N por 4 seja 0, 1, 2 ou 3. Use o Exemplo 1.3.4 da Se¢ao 1.1 para concluir. Por exemplo, se o

resto da divisao ¢é 2, entao N = 4k + 2 e encontramos:

1 — jN+1 1 — j4k+2 1— (32 2k+1
14i4+24... 44V = ‘ = ‘ = (%)

1—1 11— 1—1
2 2(1++1 )
_ _ (.+z). :2(1+Z):1+i.
1—i (1—4)(1+14) 2

7. Como ilustracao, faremos a parte (a). Usando a identidade

1— Zn—f—l

1+z+32+23+~'+z"—ﬁ, z#1,

0

com z =¢" —m <0 <7, 60, encontramos:

146 4 ei20 | 30 |y i _ 1—cos(n+1)0—i'sen(n+1)9’
(1 —cosf)—isend

de onde resulta:

14 cos6 4+ cos20 4+ -+ cosnf — 1+cos(n—l—l)@-cos&—l—sen(n—i—1)9-sen9—cos(n+l)9
2 2(1 —cos®)

B 1+cosn9—cos(n+1)9_1 sen(n+1/2)6 -sen (6/2)

2 2(1 — cosb) 2 1 —cosf '

x —x
onde usamos a identidade cosx — cosy = 2sen <—;—y> sen <y2> Para concluir a parte (a),

use a identidade 1 — cos® = 2sen? (#/2). A identidade (b) é deduzida de forma similar, igualando

as partes imagindrias.
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8. No caso das equacoes biquadradas, procedemos como no Exemplo 1.3.9.

(a) Considerando z = 7€', temos:

— 2k — 2k
zz—l—i\/§<:>2—\/§[cos<ﬁ/32+ﬂ>+isen<7r/3+7r>], k=0, 1,

isto é, z::|:7 (\/g—z).
(b) As rafzes sio: V24ivV2 e —v2+iV2.

(c) Efetuando o completamento do quadrado, chegamos a:

1 2
<z2—2—|—i> :Z@%:l—i ou z22=—i.

As raizes s@o, portanto: :l:? F z? e V/2[£cos(m/8) Fsen(n/8)].

(d) Considerando que |-1 —i| = v/2 e Arg(—1 — i) = —37/4, temos:

2=l - =2 e B/

e as raizes sao dadas por:

—3r/4+2 —3r/4+2
2k — ol/14 [cos <37r/7+k7r> + ¢ sen (W)} , =0,1,2,...,6.

3 _ 3

(e) Temos que Z —1i se, e somente se, z° = ¢ e as raizes desta iltima equacao sao:

2 = [cos (7/6 + 2k7) + isen (7/6 + 2k7)], k=0,1,2.

(f) A equagao é equivalente a (22 — 1) (22 + Z) =0, comraizes: z==Flouz= :l:% (\@ — Z\/ﬁ) .

0 o5

9. As n rafzes complexas de z = re'? sdo
2 2
Zk:%|:COS(0+ kﬂ-)‘l-isen(e—i_ k’7T>:|’ k=0,1,2,...n -1,
n n

e como |zx| = {/r, segue que as n rafzes zj estdo igualmente espagadas ao longo da circunferéncia
de centro na origem e raio {/r. Ressaltamos que arg (zj) —arg (zx—1) = 27/n e o comprimento do

arco entre essas rafzes ¢ s = 27 /1 /n.
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10. Temos que a3 (z — 21) (z — 22) (2 — 23) = 0 e efetuando diretamente o cdlculo, chegamos a:

0 = az(z—21)(z—22) (2 — 23)

= ag [23 — (214 22 + 23) 22+ (2129 + 2123 + 2223) 2z — 212‘223] =0.

Daf resulta que:

—as (21 + 29 + Zg) =ay € —as (212223) = ap-.

11. z4+9:(z2+\/(§z+3)-(z2—\/6z+3).

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.4

1. Podemos olhar a descricao do conjunto em coordenadas cartesiana, considerando z = = + iy.

ylk
: G R O N 0
S S R
RN, :
T I
Re(2)] <2 2| <2 (A) m(z)| >16 |y >1 (A)
ylk
ROy -
....... ol .
;

|z —4|<zZe x| <2 (F) 0<arg(z) <3m/4, |z] >2 (A)
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.........................

(A)

........

.......................

.........................

Re (22) >0e22>9% (F)

§ s D ¥ el S .

..........................

.........................

........................

Im (%) < 0= 322y —y® <0 (A)

2. Em alguns casos, podemos considerar z = x + iy e olhar a equagdo na forma cartesiana.

(a) |z—2|=1]z—-3i| <4z —6y+5=0.

(b) |z—1+i=3+i—z2e4dr+4y+5=0.

(c) |z —i|+|z+2] =3.

(Reta)
(Reta)

(Elipse com Focos: z1 =i e z9 = —2)
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(d) |z+1=2|z—1. (Circunferéncia de centro zg = 1 + 2i e raio R = /7)
(e) Re(1—2) =zl &1 -2z =192 (Parabola com Foco: zg = —i/2)
(f) z=20 +re? & |z — 2| =1 (Circunferéncia de centro zg e raio r)

3. Se z = x + iy, a equagao se reduz a:
()\2 — 1) (:U2 —1—y2) + 2z =1.

e Se A = (0, o conjunto se reduz ao ponto z = 1.
e Se A =1, o conjunto se reduz ao ponto z = 1/2.
e Se A\ = —1, o conjunto ¢é vazio.

e Nos demais casos, o conjunto € a circunferéncia
-1
(x—a)?+y>=1+d% a= ()\2—1) .

4. Considerando z =  + iy, 2o = xg + iyo e passando a equacio |z|* + 2Re (220) + |z0|* = R? para

coordenadas cartesianas, encontramos
2 2 2
(z+20)" + (y +y0)" = R,
que representa uma circunferéncia de centro zg e raio R.

5. O plano C é o complementar do conjunto vazio. Considerando que o plano C é, ao mesmo tempo,

um conjunto aberto e também fechado, deduzimos que o conjunto vazio @ é aberto e fechado!

6. Sejam Sp e S5 dois subconjuntos do plano C e sejam A =51 NSy e B =51 U.Ss.

(i) Se Sy e So sao abertos, entdao A e B sao abertos. De fato, dado zgp em A, entdo zy € S1 N Sy

e, portanto, existem §1 e do posiitivos, tais que
‘/;51 (20) CcS5 e V52 (ZU) C Ss.

Se considerarmos ¢ = min {01, d2}, teremos Vs (z9) C S1 N Sa, isto é, Vs (z9) C A. Por outro

lado, dado z; em B, entdo z; € Sy ou z1 € Sy e, portanto, Vs (z9) C B.
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10.

11.

(ii) Se S1 e S3 sao fechados, entdo A e B sao fechados. Passando aos complementares, temos:

C\A
C\B

Para cada n € N,

deduzir que

= C\(51NS2) =(C\S;)U(C\S2) ¢ aberto (uniao de dois abertos)

= C\(S1US2) = (C\S1)N(C\S2) ¢ aberto (intersegao de dois abertos)

considere os conjuntos (discos) abertos A4, = {z € R: |z] < 1/n}. Nao ¢é dificil

nao é um conjunto aberto.

(a) lim (1 +

m

—14i-lm | ——) =144
n+1 n+1

. Consequéncia da defini¢ao de limite e do fato: |z,| < |Re (2p)] + [Im (2,)| < 2 |2p]-

. Do exercicio 9, segue que lim z,, = limRe (2,,) 4+ ¢lim Im z,,. Assim, temos:

(b) lim <1+“n”> = lim <1> +i-lim (h”’) — 0.
n n n

Seja zp, =z, + 1Y,. Temos que

z, — 0 e
m— 0| " & |zn| = (xi+yﬁ)1/2—>0.
yn_>0

Se z = 0, o resultado é 6bvio. Suponhamos que z # 0 e seja ¢ > 0 dado. Temos:

1
|2|" <eenlnlz| <lnesn > lnif‘ (1.25)
n|z

Ine
Se N ¢ o primeiro inteiro maior do que ——, segue de (1.25) que:

In |z|

|z" — 0| =|z|" <e, Vmn>N.







2. Fung¢Oes Analiticas

2.1 Exemplos de Funcgoes Complexas

Como no caso de varidvel real, o conceito de fun¢do complexa de uma varidvel complexa é uma
regra f que associa a cada nimero complexo z, de um subconjunto D C C, um tnico nimero complexo

w = f (z). Em simbolos, escrevemos:
f:DCC—C, z—w=/f(2).

Neste caso, D = D (f) ¢ denominado Dominio da fungao f e w = f (z) é a Imagem do nimero complexo

z pela fungao f. A Figura 2.1 ilustra o conceito de fun¢do de uma varidvel complexa.

yﬂ VA
f gt
_—
D
z=x+iy
"""" o w=u+iv
X u

Figura 2.1: Fungao Complexa f: D C C — C.

Cada funcao f : D (f) € C — C é determinada por um par de funcoes reais de duas varidveis u (z, y)

e v (z,y), definidas por:
u(z,y) =Re(f(2)) e v(z,y)=Im(f(z)), z=z+iyeD.

EXEMPLO 2.1.1 Ndo havendo restricées para o cdlculo de 2%, como nimero complexo, a funcio f

definida pela regra f(z) = 2z? tem para dominio todo o plano complezo C. Neste caso, temos:

f(z) =2 —y*+2zyi, u(z,y)=2>—y* e v(z,y)=2zy.
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EXEMPLO 2.1.2 O dominio da fun¢ao f(z) = 1/z é o subconjunto D (f) = {z € C: z # 0} e, neste

caso, temos:

wwy) =Re(f () = 5 ¢ vy =In(f ()= 5

EXEMPLO 2.1.3 O dominio da fungao f(z) = \z|2 ¢ todo o plano complexo. A parte real e a parte

imagindria de f (z) sdo, neste caso:
w(z,y) =22 +1y> e v=0.
fe's) o0
EXEMPLO 2.1.4 A fungao g(z) = / e Ttdt +1 (Z y”) tem para dominio o conjunto
0 n=0
D(g)={2€C:Re(z) >0e [Im(z)| <1},

no qual a integral impropria e a série numérica sao convergentes.

P(z)
Q2)’

EXEMPLO 2.1.5 O dominio da fun¢ao racional f(z) = onde P(z) e Q(z) sao polinomios

complezos, é o conjunto D (f) ={z € C:Q(z) #0}.

EXEMPLO 2.1.6 O dominio da fun¢io g(z) = /22 +y? —iy é o plano C e ela transforma circunfe-
réncias em segmentos de reta. De fato, se v : |z2| = R é a circunferéncia de centro na origem e raio
R > 0, temos:

z:x+iy€7R@x2+y2:R2 e [y <R

e, portanto, a imagem g (z) = u+iv € tal que u = /2?2 +y?2 = R e |[v| = |y| < R. Assim, g(yg) € o
segmento de reta Lp = {u+ive C:u=R e |v| < R}.

EXEMPLO 2.1.7 Para identificar a imagem do disco D : |z| < V2 pela fun¢io w = 22, notamos que
um ponto do disco D é da forma z = re’?, com 0 <r < /2 e0 < 6 < 2w, e sendo w = 22, seque que
Arg (w) =20 e |w| = r? < 2. Assim, a imagem de D é o disco D* : |w| < 2, como ilustra a Figura 2.2.
A imagem pode ser identificada, também, usando coordenadas cartesianas. Se z = x + iy, entao o disco
D ¢é descrito por x? +y? < 2 e designando w = u + v, temos

2 _ 2
. U= -y
w=2%=2%—9® 4 2ryi &

v =2xy

e, portanto, |w| = u? +v% = (ac2 + y2)2 < 4. Vemos, entdo, que a imagem é o disco aberto u® +v? < 4,

do plano uv, de centro na origem e raio 2.
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v

.
Yeun

Figura 2.2: Funcio Complexa w = 22

EXEMPLO 2.1.8 Vejamos a imagem do conjunto S = {z € C:0 < |z| <1} pela fun¢io w = 1/z.

Fazendo z =re", 0 <r <1 e—m <0<, temos que:

1
w= —¢ i6

, —m<0<m e |w=
r

1oy
T

e vemos que a imagem w (S) é o exterior do disco de raio 1 e centro na origem. Veja a ilustragao grifica

na Figura 2.3.

v

1
w=—
z
_
X

w(S)

Figura 2.3: Fungao Complexa w = 1/z.

EXEMPLO 2.1.9 Se S = {z € C:0< Arg(z) < w/4}, decorre da relagio Arg(z) = — Arg(z) que a

imagem do conjunto S pela funcdo w = z é dada por:

w(S)={z€C:—n/4 <Arg(z) <0}.
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Veja a ilustragao na Figura 2.4.

0=n/4 Iy

v
v

w(S)

0=-—m/4

Figura 2.4: Fungao Complexa w = Z.

EXEMPLO 2.1.10 A Figura 2.5 ilustra o disco S : |z — 1| < 1 e a imagem w (S) pela fungdo w =1/z.

0=n/2
y 4 | V A A
w=—
— ]
s L W)
— . > 4 d >
1 y 11/2 u
v
0=-m/2

Figura 2.5: Imagem de |z — 1| < 1 pela funcao w = 1/z.

Um ponto z = re® do disco S € tal que 0 < r < 2cosf, —1/2 <0 < /2, e a imagem w = (1/r) e ¢

caracterizada por —m/2 < Arg (w) < w/2 e |w| = 1/r. Como 1/r =1/ (2cosf) > 1/2, temos:

w(S)={weC:—n/2<Arg(z)<n/2 e |w|>1/2} ={w e C:Re(w) >1/2}
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Em coordenadas cartesianas, o disco S é descrito por x% + y? < 2z e se designarmos w = u + v,

teremos

iy T 1y

w=u-+1v= —
.%'2 + y2 3}2 + y2

de onde resulta:

1

u(z,y) > = e limo(z,+z) = Foo.
2 z—0

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

1. Calcule o valor de f(z) =322+ zem z=2+ie z = 3i.
2. Se z = x + iy, como se expressa a funcio f (z) = 22 — y? — 2y + i (2 — 2zy) em termos de 2?

3. Considerando z = x + iy, determine o dominio méximo das seguintes fungoes:

)
1—y

224 (2 — i)3
(e — 1) cosy

(@) f(2)= (b) f(2) = (c) f(z) = % 4

(z —1i)seny
4. Determine a parte real e a parte imaginaria de w = f (z), nos seguintes casos:

(a) w=222-32z (b) w=|z|+2Re(2) (C)wZ% (d)w:IZI;l(z>

—q

5. Em cada caso, esboce o dominio D da fungao w = f (z).

(a) w=22+1; D:|z|<2 (b)w=3z D:larg(z)]<n/2 (c)w=2% D:|z|>3
LD =
2 T CEE T I

6. Em cada caso, identifique a imagem do conjunto S pela fungao w = f (z).

(d)wz%; D:Re(z)>1 (e) w= D :Im(z) > 1.

(a) w=3z S:|arg(z)|<7w/2 (b)) w=2% S:|z|>3
1 1
(c)w:?; S:il|z|>1elargz| < 7/4 (d)w:;; S :Re(z) > 0.
7. Qual a imagem da faixa horizontal S = {z € C : 0 < Im (2) < 7} pela fungio w (x + iy) = e%-e¥?

Se R é o retangulo

R={z€C:1<Re(2)<2e0<Im(z) <w}

qual a imagem w (R)?
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8. 5eS={2z€C:0< |2/ <1, 0<Arg(z) <7}, qual aimagem de S pela fungdo w = z + 1/27?

2.2 Limite e Continuidade

Vamos considerar a func¢do complexa f(z) = Z, definida em todo o plano complexo. Quando z se
aproxima do nimero complexo zg = 2 — 34, indicamos isto escrevendo z — (2 — 3i), é facil observar que

os mimeros complexos f(z) se aproximam do nimero wy = 2 + 3i. Em simbolos excrevemos:

lim f(z) =wy ou liQIng (Z) =2+ 3i.
Z2—20 2—2—31

CONCEITO DE LIMITE Seja f: D C C — C uma fungao complexa e fixemos zp um ponto de acumu-

lagdo de D. Anotamos lim f(z) = wy, para indicar que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

Z—Z20

|f(2) —wp| < e, sempreque z€ Del<|z— 2z <.

E oportuno ressaltar que esse §, que em principio depende de ¢ e de 2y, nao é tnico; uma vez encontrado
um tal §, qualquer outro menor do que ele também atenderd ao conceito de limite.
Em termos de vizinhangas, escrever lim f(z) = wg significa que a cada raio € > 0 dado, existe, em
Z—20

correspondéncia um raio ¢ > 0, tal que:
f(2) € Ve (wy), sempreque z€ DNVs(z9), 2z # 20. (2.4)
E claro que a sentenca (2.4) é equivalente a f[D N (Vs (20) — {z0}) ] C Vz (wp) e que
lim f(2) =wo < lim |f(2) —wo| = 0. (2.5)
z—20 |z—z0|—0
EXEMPLO 2.2.1 Como primeira ilustracdo, vamos encontrar um raio 0 > 0, tal que:

|22 + 1‘ < 0.03, sempre que |z —1i| <9.

SOLUGCAO Temos que:

|2 + 1] < 0.03 < |z +i||2 —i] <0.03 (2.6)
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e como o § procurado deve ser tal que |z —i| < 4, sendo essa a tnica informagao que temos, o termo

|z + 4| que figura em (2.6) deve ser substituido por uma constante. Ora:
lz4il=lz—i+2i| <|z—i|+ 21| = |z —4| +2
e se supusermos d < 1, teremos |z + i| < 3, sempre que |z —i| < § e assim:
}z2+1| = |z —i|l|z+1i| <3|z —1i| <30, sempre que |z—i| <.
Para chegarmos a ‘22 + 1‘ < 0.03, basta escolher § de modo que 39 = 0.03, isto &, § = 0.01.
EXEMPLO 2.2.2 Ainda para ilustrar o conceito, provemos que ,]‘ZIL%(Z + 2i) = 3i.
sOLUGAO Neste caso, f(z) =z 424, 290 =i e wg = 3¢ e dado & > 0, devemos encontrar ¢ > 0 tal que
0<|z—il<d=|f(z) —3i] <e.

Temos

If(2) — 3i] = |2 +2i — 34| = |z — 4|

ese |z —i| <9, entdo |f (2) — 3i] < d e para chegarmos a |f(z) — 3i| < e, basta escolher § = ¢.

EXEMPLO 2.2.3 Mostremos que lim (2x + iy?) = 4i, sendo z = = + iy. De fato, se considerarmos na

z—2i

definicdo de limite f(z) = 2x + iy?, 20 = 2i e wo = 44, teremos:
|f(2) = wo| = |2z +iy* — 4i] < 2|x| + [i| [y* — 4] = 2|2 + |y + 2| [y - 2|,
e, considerando que, |z —2i| < § & |z +i(y — 2)| < 0, resulta:
ly=2/<|e+ily-2)|<d e |z|<|z+i(y—2)] <o
Se escolhermos 6 < 1, teremos |y +2| < |y — 2+ 4| < |y — 2| +4 < 5 e, portanto,
|f(z) —wo| <26+56=7T756, com 0 <min{l, e/T}.
OBSERVACAO 2.2.4 Os sequintes fatos decorrem da defini¢ao de limite.

(a) lim f(z2) =wy < ZILIIZIO |f (2) —wo| = 0.

z2—20
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(b) lim f(z) =wo = ZILIE |f(z) } = |wog| . De fato, basta notar que ‘ |f (2)] = wol | < |f (2) — wol-

zZ—20

(c) Se f(z) é limitada® em uma vizinhanga de 2o e lim g(z) = 0, entdo lim [f (2) g ()] = 0, mesmo
Z—20 Z—20

que f (z) ndo tenha limite no ponto zy. De fato, basta notar que nessa vizinhanga tem-se:

[f(2)-9(2)| <Clg ()] =0, com z— z.

2.2.1 Lemas Técnicos e Propriedades do Limite

Dada uma fungao complexa w = f(z), z € D, deixe zp ser um ponto de acumulagao do conjunto

D. Se em (1.9) usarmos f (z) — wp no lugar do z, teremos:
|f (2) = wol < [Re (f (2) — wo)| + [Im (f () — wo)| < V2|f (2) — wol (2.7)

e de (2.7) resulta:
lim [Re(f(z))] =Re(wo) e

lim f(z) =wy < | *7%° (2.8)
z—20 ZILHZIO [Im (f (z))] = Im (wo) .

Como consequéncia temos o seguinte resultado:

LEMA 2.2.5 (Redugao ao Caso Real) No caso em que f(z) = u(z,y) + iv(x,y) e considerando
z0 = Tg + 1Yo € wyg = ug + tvg, entao:

lim  [u(z,y)] =wo e

lim f(z) =wy & (z,y)—(@o,y0) n
Z—Zz0

lim v(z, = 1p.
(o) oy O] = 0

LEMA 2.2.6 (Unicidade do Limite) Se lim f(z) = w; e lim f(2) = wa, entdo w; = ws.
z—20

z—20

PROVA Seja € > 0 dado e suponhamos que |f (2) —w;| <€, j = 1,2, com z em uma vizinhanga de

zo. Em tal vizinhanca, temos:
[wi —wa| = [f (2) — w2 — (f (2) —w1)| < [f (2) —wa| +[f (2) —wi] < 2¢

e, fazendo € — 0, resulta |wy — wa| < 0, isto é, w1 = ws. [ ]

1 £ (2) é limitada em D quando existir uma constante C, tal que |f (2)] < C, ¥ z € D.
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LEMA 2.2.7 (Limitacao Local) Se lim f(z) = w, entdo existem uwma constante positiva C' e um
Z—20
raio 0 > 0, tais que:

f () <C, VzeD(f)NV;(z0). (2.9)

Além disso, se w # 0 podemos escolher a constante C' e o raio §, de modo que

1
|/ (2)]

PROVA Considerando € = 1 na definicao de limite, encontramos um raio 1 > 0, tal que

<O, YzeD(f)NV(z). (2.10)

|f(z) —w| <1, VzeD(f)NVs (20)
e dai resulta:
)] <[f(2) —wl+|w] <1+][w], VzeD(f)NVs(z).

Por outro lado, supondo w # 0 e considerando ¢ = |w| /2, encontramos um raio ds > 0, tal que

F@-ul< ™ vzeDni ).

e, portanto, se z € D (f) N Vs, (20), entao:

|wl |wl 1
wl—|f)<|f(z)—w < —=|f()>——= < —.
Wl =[f @I =1f(z) —wl = = = 1f (=) 2 5 7 S Twl
Se considerarmos § = min {d1,0d2} e C = max {C1,C5}, onde C; = 1+ |w| e C2 = 2/ |w|, teremos:
FEISC e < YieD(NNVi(). M

TEOREMA 2.2.8 (Propriedades Algébricas) Sejam f,g: D — C duas fungées complezxas e seja 2o

um ponto de acumulagdo de D. Se wi; = lim f(z) e wy = lim g(z) entao:
Z—20 220

(a) lim [[f(2) + Ag(z)] = w1 + Mwy, A €C. (Linearidade)
2—20

(b) lim [f(2) - g(2)] = w1 - wo. (Produto)
z2—20

[ fG)] _wr .

(c) lim =—; w2#0 e g(2)#0, z€ D. (Quociente)
Z—20 g(z) ’u)2

(d) lim [z”] =z); VneN Sez #0, entao a propriedade vale V n € Z. (Poténcia)
z—20

(e) Se P(z) e Q (=) sdo polinomios e @ (z0) # 0, entao lim

Z—Z20

(Funcao Racional)

ool-acy



52 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

DEMONSTRAGAO As demonstragoes sao semelhantes ao caso real, de modo que as apresentaremos de

forma breve, deixando alguns detalhes a cargo do leitor, que devera fazé-los. Nas conclusGes usaremos

a equivaléncia (2.5).
(a) Temos
0<|f(z) +Ag(z) — w1 — dwa| < |f (2) —w1| + |\ g (2) —w2| — 0, com z — z.
(b) Inicialmente, observamos que:
[f ()] < 1F(2) —wi +wi| <|f(2) —wi] + |wi| <1+ fwi],
com z variando em certa vizinhaga de zg, de modo que:

1£(2) - 9(2) —wi-w2| = [f(2)(9(2) —w2) + f(2)wz — wiws]
[f () g(2) — wa| + |wal | f(2) — wil

< (LA fwi]) [9(2) = wal + wa| [f(2) —wi| — 0, com z — 2.

IN

(c¢) Usando as limitagoes locais de f (z) e de 1 / g (z) determinadas no Lema 2.2.7, deduzimos que:

f(z) _wi| 'f wz—wlg 'f (w2 —g(2)) = (w1 - f(2)g(2)
9(z) w2 wa2g(z [wal [g(2)]
M W — z L sl — Z)| — com z — Z
(rwzrg<z>|> w2 1+ (fug) =112 S -
limitada constante

(d) Basta observar que lim z = 2 e usar a propriedade do produto.
z—20

(e) Consequéncia das propriedades anteriores. |

EXEMPLO 2.2.9 Das propriedades algébricas, resulta que lim (z — 3 + 2i) = —3.

z——21

. . 22—62+13
EXEMPLO 2.2.10 Usando fatoragio polinomial, calcular lim —————.
2—3-2i z—3+ 21

SOLUGCAO Primeiro observamos que a propriedade algébrica (c) nao pode ser aplicada. Porém, usando

a fatoragao 22 — 6z + 13 = (z — 3 + 2i)(z — 3 — 2i), obtemos:

2 _ _ . _ _ .
lim <z 6z + 13> — lim (z —3+2i)(z —3—2i0)
z—3—21

= lim (2 —3—2i) =—4i.

z—3+ 2 z—3+ 22 2—3—2%

z—3—21
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3 .
-8

EXEMPLO 2.2.11 Com argumento andlogo ao Exemplo (2.2.10), vamos calcular limQ'Z n 2,2.
Z——2 Z 1

soLucio Considerando a fatoragio z3 — 8i = (z + 2i)(2% — 22i — 4), obtemos:

3 . 2 . .
-8 —2z1— 4 2
lim i Z = lim (2 i )(Z +2i) = lim (22 —2zi—4) = —12.
z——2i \ z+ 21 z——21 z+ 21 z——21

LEMA 2.2.12 (Da Fungao Composta) Sejam f: D — C e g : D* — C duas fungdes complezas,

com f (D) C D* e sejam zg e wy pontos de acumulagdo de D e D*, respectivamente. Se
) J

lim f(z)=wy e lim g(w)=¢&,,

Z2—20 w—wWo

entio, lim g(f(z)) = &.

z—20

PROVA Dado ¢ > 0, existem 0 e ¢* nimeros reais positivos, tais que:

If (2) —wo| < 0%, VzeDNVs(z), com z# z.

lg(w) — €| <&, Y we DNV (wp), comw £ up.

Ora, se z € DN Vj(20) e z # 20, entdo w = f (z) € D* N Vg« (wp) e, consequentemente:

9(f(2)) =&l <&, VzeDNVs(z), comz#z. ®

2.2.2 Continuidade

Vimos que o limite de uma funcdo f(z) em um ponto zy pode existir, sem que a funcdo f esteja
definida no ponto zg. No conceito de limite exige-se apenas que zgp seja um ponto de acumulagdo do
dominio da funcao f(z). A seguir, apresentaremos uma classe importante de fungbes complexas: a
classe CY das Fungoes Continuas. Uma funcdo desta classe tem limite em qualquer ponto zy de seu
dominio e o valor do limite é f (zp). Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

DEFINIGCAO 2.2.13 Uma func¢do f: D — C é continua em um ponto zy de seu dominio se:

(i) A fungao f tem limite numérico no ponto 2.

(ii) O wvalor do limite de f em zo é igual a f(z0).
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EXEMPLO 2.2.14 A fungao f(z) = |z| é continua em qualquer z € C. De fato:

lim £ (2) = lim 2] = |20] = £ (z0).

z—20

EXEMPLO 2.2.15 As fungées f (2) = Re(z) e g(z) =Im(z) sao continuas em todo plano C. De fato,

basta observar que
[Re(z) —Re(z0)| < |z —20] e |Im(z)—1Im(z)| <|z— 20
e considerar na defini¢cao de limite § = e.

EXEMPLO 2.2.16 Uma func¢ao polinomial P (z) é continua em todo ponto zy do plano C. Isto resulta
P(z)
Q (2)

do fato que lim P (z) = P (z). Jd uma fungao racional f(z) = é continua no ponto zy se, e
z—20

somente se, @ (zp) # 0.

EXEMPLO 2.2.17 Segue diretamente do Lema 2.2.12 que se f (z) é continua em zy e g (w) é continua

em wo = f (20), entao a fungao composta g (f (z)) é continua em z.

EXEMPLO 2.2.18 Decorre das propriedades do limite que a funcao f(z) = u(z,y)+iv(x,y) é continua
em zg = xg + iy se, e somente se, as fungoes reais u (x,y) = Re(f (2)) ev(x,y) = Im(f(z)) forem

continuas em (o, Yo).

LY

$2+y2+iy, x+1y #0, e f(0) =0,

nao é continua em zy = 0, porque a componente (parte real) Re (f (z)) nao é continua em (0,0), ji que

EXEMPLO 2.2.19 A funcao f: C — C definida por f(z +1iy) =

nao tem limite em (0,0). Ao longo das trajetdrias v; : Im(z) =0 e v5 : Re (2) = Im (2) os limites sdo,

respectivamente:
0
lim w(z,y)= lim Ty =lim— =0 e
(%,y)—(0,0) (z,y)—(0,0) x2 + y2 2—0 2
y=0

21
lim w(z,y)= lim i = lim — = -.
(2:y)=(0,0) (@y)—00) \2? +y? /) 20222 2
y=x
iRe(z)
2|
se (z,y) # (0,0), e v(0,0) = 0. Ao longo

EXEMPLO 2.2.20 Vamos estudar a continuidade da fungao f(z) = ,sez#0, e f(0)=0, em

X

que as componentes sao u(z,y) =0 e v(x,y) =

da trajetoria v, : Re (z) = Im (z), temos:

lim wv(z,y) = lim

X
- +
(z,y)—(0,0) z—0 <\/2x2> V2
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e isto indica que nao existe lim f(z) e, portanto, f néao é continua em z = 0.
z—0

(Re(2))”
2]
e expressando f (z) na forma polar, temos:

EXEMPLO 2.2.21 Seja, agora, a funcao f(z) = , se z#0, e f(0) =0 e calculemos lin%f(z).

Considerando z = e

. . r2 cos? 6 . 9
ll_l%f(z) = lim <T) = lim (r cos®§) =0,

r—0 r—0

e o tultimo limite independe do dngulo 0. Logo, lin(ljf(z) = 0= f(0), de onde concluimos a continuidade

de f em zg = 0.

EXEMPLO 2.2.22 Como consequéncia do Lema 2.2.12, temos que se f : D — D* é continua em zg e

g: D* — C é continua em wo = f (z9), entdo go f : D — C é continua em zy.

LEMA 2.2.23 Se w = f(z) é uma fungdo continua em zog e f (z9) # 0, existe 6 > 0, tal que
f(2)#0, VzeVs(20)nND(f).

PrROVA Tomando € = 3 |f (20)| na defini¢io de continuidade, encontramos § > 0, tal que

f (2) = f ()| < 51f ()], YV ze€D(f)NVs(z), (2.11)

e de (2.11) resulta:
[f () > 51f ()| >0, VzeD(f)NVs(2). W

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

2

1. Usando a defini¢ao, prove que a funcao f (z) = z* é continua.

2. Usando a definigao de limite, prove que:

(a) lim (2% — i) = —2i.
(b) lim (2% +1) = 0.

(c) Zlij;o (Re (2) + |z|) = Re (20) + |20] -

(d) lim [z+i(z+y)] =141

z—1—1



56 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

10.

11.

(e) lim /z = /2.

Z—Z20

. Usando as propriedades bésicas do limite, verifique que:

.1 . iz —1 . 238
(2) lliri? =1 (® ,1213% z—1 =0 () zkrflzz‘ 242 -1z
. Se f(z) =1/z, z # 0, calcule o limite:
lim M’ 20 # 0.
Z—Zz0 z — ZO
E se fosse f (z) = 2", n € N, qual seria o valor do limite?
. Verifique se a fungao f(z) = S ZO, definida para z # zg, tem limite quando z — zg.
Z— 20

. Calcule, caso exista, o limite

14+ 2)Y4 -1
i A2 7 -1
z—0 z
Verifique se a fungao
22+ 4
f (2) - 5 — 2Z

tem limite quando z — 2.

. Estude a continuidade, no ponto z = 0, da fun¢do w = f (z), sendo f (0) = 0 e, para z # 0:

[Re (2)]”

2]

(@) £()= D ) f() = 12

. _Re(zz)'

@ F2) ==

(c) f(z) =

. Mostre que lim f(z) = wq se, e somente se, lim f(z,) = wp, seja qual for a sequéncia (zy,)
zZ—20 Z—Z0

no dominio de f(z), com z, — zp. Como consequéncia deduza que f (z) é continua em zp se, e

somente se, lim f (z,) = f (20), seja qual for a sequéncia (z,) convergindo para z.
Considere a funcao f : C — C, definida por:

L+]z], se |2/ <V2
0, se |z|>+2.

Mostre que a fungao f(z) ndo é continua no ponto zg = 1+ 4. E no ponto z = i, a fungao é

continua?

Construa uma fungao f : C — C descontinua em todos os pontos do conjunto S : |z| = 1.
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12. Dado z = x + iy, defina a fungdo w = f (z) por:

2?y (y — ix)
f)=| @ty © P70
0, se z=0.

Se v : z(t) = z(t) + iy (t) é qualquer reta do plano C, tal que %ir%z(t) = 0, mostre que

%in%f (z(t)) = 0 e, contudo, a fungao f (z) nao tem limite quando z — 0.

2.3 Derivacao no Plano C

A funcio complexa f (z) = |2/, com domfnio D = C, ¢ continua e tem componentes u (z,y) = z2+y>
e v = 0 infinitamente diferencidveis’, ou de classe C*, no plano R?. A pergunta natural é: a funcio
f (2) é derivédvel e o que seria a derivada f'(z)?

Imitando o caso real, em que se tem uma fungdo de R — R, vamos eleger para derivada de f(z),

no ponto zg, o valor, caso exista, do limite:

lim f(z0+ Az) — f(Zo)’
Az—0 Az

E claro que o valor do limite, caso exista, ndo deve depender da direcdo sobre a qual Az se aproxima

de zero. Mostremos que para a funcao f (z) = |z|? esse limite existe apenas se zg = 0. De fato:

Af _ flao+A2) = f(20) _ |20+ A2 = |20/
Az Az Az
(20 + Az)(Zg + Az) — |2

_ = §+*+T
N Az _ZOAZ =0 i

e para concluir observamos que:

A
(i) No ponto zp = 0, temos lim ( f> = lim (

z ) = 0 e, portanto, f/'(0) = 0.

g

Az—0 \ Az

- Af . .
(ii) Se zp # 0, mostremos que a razao A—f nao tem limite, com Az — 0. De fato, ao longo do eixo
z

real, isto é, com Az € R, encontramos:

]‘ g — ]‘ g — +Z
A,lzrgo Az _A,lzrgo Az — AT

AzeR

5 ~ . . . ., . . . ~ ’
°Uma fungédo ¢ infinitamente diferenciavel, ou de Classe C*°, se suas derivadas parciais, de todas as ordens, sdo continuas.



58 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

e ao longo do eixo imagindrio, isto ¢, com Re (Az) = 0, obtemos:

. Af . Az _ _
Am, <Az>_ Aim, [ZO <_Az>+ZO_AZ}__ZO+ZO'
Re(Az)=0 Re(Az)=0

Como zg # 0, segue que zg + Zg # —20 + 2o €, portanto nao tem limite, com Az — 0. Logo, f néo

T Az
é derivavel em zg, se zg # 0.

Pelo exposto, concluimos que:

(a) Uma funcdo complexa pode ser derivdvel em um tnico ponto zp do plano C.

(b) As partes real u(z,y) e imaginéria v(z,y) de uma fungao complexa f (z) podem ser infinitamente

diferencidveis em Vj(zp), sem que f (z) seja derivdvel em ponto algum dessa vizinhanga.

(¢) Uma fungao complexa pode ser continua em um ponto zp sem ser derivavel nesse ponto.

DEFINIGCAO 2.3.1 Uma funcao f: D C C— C é derivdvel (ou diferencidvel) no ponto zy, interior

ao conjunto D, quando existir o limite

fig T8 = f(z0) _ o flz0+ Az) — f(z0)

z2—20 Z— 2 Az—0 Az

d
FEste limite, caso exista, é a derivada da fungio f(z), no ponto zy, e é indicado por d—f (20) ou f"(z0) .
z

EXEMPLO 2.3.2 Se f(z) = 22, entdo

Af (z+ Az)? — 22

A A =224+ Az — 2z, comAz—0

de onde resulta que f é derivavel em z e f'(z) = 2z.

EXEMPLO 2.3.3 Mostremos que a func¢ao f(x +iy) = 2x + 8yi nao é diferencidvel em ponto algum do

plano complexo. De fato, temos que
[z 4+ Az) — f(2) = 2(x + Az) + 8(y + Ay)i — 22 — 8yi = 2 (Ax) + 8 (Ay) 1,

de onde resulta:

lim f(z+Az) = f(2) lim 2 (Az)+8(Ay)1
Az—0 Az - Az—0  Ax+ (Ay)l .
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Ao longo das trajetorias v, : Az = Az e 9 : Az = 1Ay, obtemos, respectivamente:

L TGN —f() 21 L fHA) - f(5) . Si(Ay)

Az—0 Az N Az—0 Az N Ay—0 Z(Ay) N
Ay=0 Az=0

Az) —
Portanto, nao existe lim fz+Az) - f(2)
Az—0 Az

, seja qual for o nimero complexo z.
TEOREMA 2.3.4 Se f: D — C é derivdvel no ponto zy € int (D), entdo f é continua em z.
DEMONSTRAGAO Basta observar que

i [ (2) — £ (zo)] = Jim [TELZTE) o) )t oz =0,

zZ—20 zZ—20 z — 2,’0 z

TEOREMA 2.3.5 (Regras Basicas de Derivagao) Sejam f,g: D — C duas fungées complexas de-

rivdaveis em um ponto zgy, interior ao conjunto D, e seja A uma constante (compleza).

(a) (f+A- g), (20) = I (20) + A~ q (20) - (Linearidade)

(b) (f-9) (20) = [’ (20) - g (20) + f (20) - ¢’ (20) - (Produto)

(c) (f/g)/ (20) = S (z0) g (z0) - f2(20) g (20)7 g (z0) #0. (Quociente)
g (20)

(d) Se f(z) =2" n€Z, entao f' (z) =nz""!, VzeC. (Poténcia)

DEMONSTRAGAO De forma geral, as Regras de Derivagao decorrem das propriedades do limite.

(a) Temos
T AE) ~ () FAg0) ()~ fzn) + M)~ Agao)
z2—20 Z— 20 z—20 Z— 20
_ im fB) ) e 9(2) — g(x0)
2=z 2 — 20 =20 Z— 2

= f'(20) + A (20) -

(b) Sendo g (z) continua em zp, entdo lim g (z) = g (20) e, sendo assim,

i 4 #)9() = f0)g(0)  _ [£(2) = f(20)]9 (2) + [ (20) [9(2) — 9(20)]
22— 20 Z— 20 z—20 z— 2o
= ([T, (2)| + f (20) lim 9(2) = 9(z0)

z2—20 z— 2 z—20 Z— 20

= f'(20)9(20) + f (20) ¢’ (20) -
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(c) Este caso é similar ao anterior. Temos

lim f(2)/g9(2) — f(20)/g(20) [f(2) — f(20)]9 (20) — f (20) [9(2) — 9(=0)]

lim

z—20 Z— 2 z—20 (Z - ZO) g (Z) g (ZO)
— lim F2) = fz0) g,y 9(2) —9(20)
- z1—>Zo g(z)g(zo) zZ— 20 g( 0) f( 0) Z— 20
f'(20) g (20) + f (20) g’ (20)

g (20)]°

(d) Se n & um numero inteiro positivo, usando a identidade (1.6), chegamos a:

2" =2y

- - -2 -1
=" 2" P+ 22y R+ 2
zZ— 20

e tomando o limite, com z — zg, obtemos

n n
L2t —z
lim 0
z—20 2 — 20

n—1 n—2 n—2 n—1 n—1
=2y "tz 2o+t 20zy "z  =nz .

n parcelas

No caso em que n é um inteiro negativo e z # 0, segue da Regra do Produto que:

d n -n\ __ i ny . ,—n n i -n
0 = g(z -z )—dz(z)z +z dz(z )
= d (z") -z 42" (—nz_”_l) = 4 (") 27" =zt

dz dz

e daf resulta que

d
n n 1 n n—1
2.z — Nz -0& — (27) =nz . |

TEOREMA 2.3.6 (Regra da Cadeia) Se f(z) é derivdvel em zp e g (w) é derivdvel em wo = f (29),
entdo a fungdo composta g (f (z)) é derivdavel em zy e temos a regra de derivag¢ao:

d

dz [9 (f (Z))] (20) = ¢’ (wo) - f' (20) - (Regra da Cadeia)

DEMONSTRAGAO Se F (w) é a fungao definida por

g(w) — g(wo)
F(w) = w — Wo
0, w = wo,

= g'(wo), w# wo
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entdo lim F(w) = ¢'(wp) — ¢'(wp) = 0 e temos que:

w—wWo

9(f(2)) —9(f(20)) _ 9(f(2))

_ —0(I0)) | F)~ f(z0)
2T 20 f(Z)—f(Zo) Z — 20
— [F(F(2)) + ¢/ (f(z0))] x LS 20)

zZ — 20

Fazendo z — zp na tltima igualdade e observando que lim F(f(z)) = F(wp) = 0, encontramos
z—20
d

7[9 (f (Z))] (20) = lim 9(f(2)) — 9(f(20))

dz zZ— 20 zZ— 20

=9 (f(2))f'(20). W

DEFINICAO 2.3.7 Uma func¢ao w = f(z) é Analitica, ou Holomorfa, em zy, quando sua derivada
existir em todos os pontos de alguma vizinhanca de zy. Quando f for analitica em todo ponto zy de C

ela é denominada Fung¢ao Inteira.

EXEMPLO 2.3.8 Todo polinémio P(z) é uma fungao inteira.

(2)
Q(z)
fato, se Q (z0) # 0, existe, de acordo com o Lema 2.2.23, uma vizinhanc¢a Vs (zp), na qual @ (z) # 0.

EXEMPLO 2.3.9 Uma fungao racional f (z) =

¢ analitica em todo ponto zy onde Q(zp) # 0. De

Nesta vizinhanga, a fung¢ao racional f (z) é derivdvel.

EXEMPLO 2.3.10 No inicio desta se¢do, verificamos que a funcgao f(z) = \z|2 é derivdvel apenas em
z = 0. Dai concluimos que ela nao é analitica em ponto algum do plano C, embora as componentes

u(z,y) ev(w,y) sejam de classe C™ em todo plano R2.

EXEMPLO 2.3.11 Resulta das Regras de Deriva¢ao que a soma, o produto, o quociente e a composi¢ado

de funcoes analiticas é uma fungdo analitica.

OBSERVACAO 2.3.12 Nao ¢é dbvio, embora seja verdadeiro, que uma funcdo analitica em um ponto
2o € infinitamente derivdvel no ponto zy e que suas componentes u(x,y) e v(x,y) sao classe C° em
uma vizinhanga de zy. Este fato, que serd demonstrado depois, nos autoriza derivar f (z) e suas com-
ponentes u (z,y) e v (x,y) tantas vezes quantas forem necessarias, como também usar a igualdade entre

as derivadas parciais mistas das fungoes u (x,y) e v(x,y).
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2.3.1 Equacoes de Cauchy-Riemann

Conforme ficou estabelecido nas se¢oes anteriores, o limite (e a continuidade como consequéncia) de
uma fungad f(z) = u(x,y) + iv(x,y) no ponto zy = xg +iyp ¢ determinado pelo limite das componentes
u(z,y) e v(x,y) no ponto (xg,yo). Uma questao crucial que se apresenta no momento é: se uma fungao
complexa f(z) = u(z,y)+iv(z,y) é derivavel no ponto zg = xg+iyp, hé alguma relagao entre a derivada
1 (20) e as derivadas parciais de u (z,y) e v (x,y), no ponto (xg,yo)?

Suponhamos que a fungao f(z) = u(x,y) + iv(z,y) seja derivdavel em zg = xg + iyo e designemos

Az =Ax+1i(Ay), Au=u(xg+ Az) —u(zo,y0) € Av =0 (x9 + Azx) — v (20, yo). Temos

, . flo+Az) = f(20) . Au+iAv
flzo) = Zanzlo Az B zlggo Az + 1Ay
_ gy @0+ Az o + Ay) — u(@o, yo) + 1 [v(zo + Az, yo + Ay) — v(@o, Y0)]
Az—0 Az + i (Ay)
Ay—0

e se considerarmos a trajetéria Ay = 0, isto é, Az = Az, obteremos

w(zo + Az, yo) — u(xo, yo) v(zo + Az, y0) — v(xo, Yo)

! . . 7.
zg) = lim + 4 lim
F'(z0) Az—0 Ax Az—0 Az
Ay=0 Ay=0

= Ug (37073/()) +Zv.7: ($073/0)-

Procedendo de forma similar, agora considerando a trajetéria Az = 0, isto é , Az = iAy, encontramos:

: ;Yo + Ay) —u(zo,%0) | ... v(zo,yo + Ay) — v(xo, yo)]
fz0) Ar=0 i (Ay) g i (Ay)
Ay—0 Ay—0

= vy(20,%0) — iuy(Z0, Yo)-
Das expressoes encontradas para a derivada f’ (z), decorrem as equagoes:

ug (20, Y0) = vy (z0, Yo) (2.12)
Uy (ajo, yo) = —Ug ($Oa 3/0)

que sao denominadas equagoes de Cauchy-Riemann. Em resumo, se f (z) é derivavel em zg = xo + iy,
entao as equagoes de Cauchy-Riemann (2.12) so satisfeitas no ponto (o, yo) -

EXEMPLO 2.3.13 A fung¢ao f(z) = Z nao é derivdavel em ponto algum do plano C. De fato, temos

f(z) =2 —iy; ulzr,y) ==z, v(z,y)=—y,

de modo que uy # vy, em qualquer ponto z = x + iy do plano C.
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EXEMPLO 2.3.14 Com auzxilio das equacdes de Cauhy-Riemann, torna-se mais fdcil verificar que a
fungao f(2) = |z|* = 22492 ndo é derivdvel nos pontos z # 0. Neste caso, u(x,y) = 224y e v(z,y) =0
e, portanto:

Uy = Uy 20 =0
& & (z,y) = (0,0).
Uy = —Vg 2y=0
Como as equagoes de Cauchy-Riemann ndo sdo vdlidas nos pontos z # 0, concluimos que f so é

derivdvel, possivelmente, em z = 0.

Os teoremas dados a seguir fornecem condigOes necessédrias e suficientes para uma dada fungao

complexa w = f (z) ser derivavel em ponto zp, interior ao seu dominio.

TEOREMA 2.3.15 (Condigao Necessaria) Se a fungao f(z) = u(z,y)+iv(z,y) é derivdvel no ponto
20 = To+1iyo, entdo as derivadas parciais uz, wy, vy € vy existem em (xg,Yo) e, nesse ponto, sao vdlidas

as equagoes de Cauchy-Riemann

ou_ov| | [ou_ o] g
or Oy oy Oz

OBSERVACAO 2.3.16 A validade das equagdes de Cauchy-Riemann em certo ponto (xo,yo) do dominio
da fungao f (z) nao assequra a derivabilidade de f (z) no ponto zy = xo + iyo. Como exemplo, conside-
remos a fun¢io w = f(z), definida por:

(2)2 )z, sez#0

0, sez=0.

f(z) =

(a) As equagdes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas em zg = 0.

Se u(z,y) =Re(f(2)) ev(z,y) =Im(f(z)), um célculo direto nos dé:

$3 _ 3£L‘y2 3x2y _ y3
——F—, se (z, 0,0 ——, se (x, 0,0
u(x’y): x2+y2 ( y)%( ) o v(m,y): x2+y2 ( y)#( )
0, se (z,y)=(0,0). 0, se (z,y)=(0,0)
e, consequentemente:
. u(Az,0) . (Az)? . u(0,Ay)
u2(0,0) Armo Az Armo (Ax)3 ¢ (0,0 Ay0 Ay 0
. v(0,Ay) (Ay)3 . v(Az,0)
= 1 _ = =1 z (U, = lim =
vy (0,0) Aymo Ay Ay—0(Ay)3 e v:(0,0) Arm0 Az 0

e vemos que as equacoes de Cauchy-Riemann sao vélidas em (0,0).
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(b) A funcao f nao é derivavel em (0,0). De fato, ao longo do eixo real (Ay = 0), temos:

FO+A2) ~ f0) _ f(An) _ (Ao _
Az Az (Ax)?2

e, ao longo da reta Ax = Ay, isto é, Az = Ax + iAx, temos

FO+A2) — f(0)  f(Az+idx)  (Az—iAz)?  (1—i)* )
Az N N N N R C )

Isto mostra que f (z) nao é derivavel em z = 0.

TEOREMA 2.3.17 (Condicao Suficiente) Suponha que as fungoesu (x,y) ev (z,y) tenham derivadas
parciais de 1% ordem continuas em uma vizinhan¢a do ponto Py(xo,yo) € que nesse ponto as equagoes
de Cauchy-Riemann sejam vdlidas. Nestas condi¢ées a fun¢ao complexa f(z) = u+iv é derivdavel em

20 = xo + iyo e a derivada f'(29) pode ser calculada por:

‘f’(zo) = g (20, Y0) + 102 (T0, Yo) ‘ ou | f'(20) = vy(wo,y0) — iuy (2o, yo) (2.13)

DEMONSTRAGCAO Por simplicidade, em algumas passagens da demonstracdo omitiremos o ponto

Py (z0,y0). Sendo as fungoes u (z,y) e v (z,y) diferencidveis no ponto Py, temos:
Au = uy (Py) Az +uy (Po) Ay + Ev e Av =1, (Py) Az + vy (Py) Ay + E»

onde os restos E1 e Es, que dependem de Ax e Ay, sdo tais que:

E E
! —0 e 2 — 0, com (Az,Ay) — (0,0).
(Az)? + (Ay)? (Az)* + (Ay)®
Usando as equagoes de Cauchy-Riemann, u, = v, e v; = —u,, obtemos:
ﬂ _ AutiAv u Az +uyAy + By 4 i(ve Az + vy Ay + Ea)
Az Az N Az
Uy - (Ax 4+ iAY) +iv, - (Ax +iAy)  FEy +iEs
= +
Az Az
. Ey+iE
= Uz (20, Y0) + 10z (%0, Yo) + 1T22

e fazendo Az — 0, o que equivale a (Az, Ay) — (0,0), encontramos:

Af

I Ey +1Es
m —- Ee—
Az—0 Az

= UJ:(.’L'O? yO) + ivx(wo, yo) -+ Aligo ( A

= ug(zo,y0) + tvz(x0, yo). |
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COROLARIO 2.3.18 Uma funcio w = f (z), analitica em um dominio D, serd constante em qualquer

das situagoes abaixo:

(a) f'(2) =0, para todo z no dominio D.
(b) |f (2)| é constante em D.

(c) f(2) assume apenas valores reais.

PROVA Uma fungao analitica f (z) = u+iv é constante em D se, e somente se, as componentes u (z,y)

e v (z,y) tém derivadas parciais de primeira ordem nulas em D.

(a) Se f’(z) = 0 no dominio D, entdo u, + ivy; = 0 em D e daf resulta que u, e v, sdo nulas em D.

Das equacaoes de Cauchy-Riemann deduzimos que u, e v, também se anulam em D.

(b) Se |f (z)| é constante, digamos |f (2)| =k, V z € D, entdao u? + v? = k? e por derivacdo implicita,

obtemos:
U-Up+V- v, =0
U Uy + 00y =0
e daf resulta:
(u2 + 112) . (U?p + v%) =0, em D (2.14)
(u2 + 02) . (uf/ + 1}5) =0, em D.
Das equagoes (2.14) segue que ou u? +v? =0, e isto acarreta f = 0, ou as derivadas u,, Uy, Vg €

vy 530 todas nulas em D o que nos dé u e v constantes e, portanto, f (z) constante.

(c) Se f(z) assume apenas valores reais, entao v = 0 em D, de onde resulta que v, =0 e v, =0 e das

equagoes de Cauchy-Riemann concluimos que u; =0 e uy = 0. Logo, f ¢ constante. W
EXEMPLO 2.3.19 A funcio f (z) = 2% ¢é inteira. De fato, as componentes
w(zy) =22 -y e v(z,y)=2uy
tém derivadas parciais continuas e satisfazem ao sistema de Cauchy-Riemann em todo z do plano C.
EXEMPLO 2.3.20 Seria a funcdo f (x + iy) = €% derivdvel em algum ponto do plano C? Temos

f(z)=€" =cosy+iseny
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e, portanto:

u(z,y) =Ref(z) =cosy e v(z,y)=1Imf(z)=seny.

Se f fosse derivdvel em algum ponto z as equagoes de Cauchy-Riemann seriam vdlidas nesse ponto e
teriamos:

Uy =Vy € Uy=—Vzcosy=0 e seny=0.

Ocorre que, nao existe um numero real y que satisfaca, ao mesmo tempo, as equacgoes seny = 0 e

cosy = 0. Com isto concluimos que a fungao f(z) nao é derivdvel em ponto algum do plano C.

EXEMPLO 2.3.21 A funcdo f(z) = |z|2, do Exemplo 2.3.14 ¢é derivdvel em z = 0, porque suas compo-
nentes u (x,y) = v2 —y? e v (x,y) = 0 tém derivadas parciais de primeira ordem continuas e satisfazem

ao sistema de Cauchy-Riemann na origem. Temos que
1" (0) = u, (0,0) + iv, (0,0) = 0.
EXEMPLO 2.3.22 (A funcgao exp(z)) A fungao
f(2) = %" = €% cosy + ie“ seny
serd indicada por exp (z) ou e*, com partes real e imagindria dadas por:
Re[f(2)] =u(z,y) =€e"cosy e Im[f(z)] =v(z,y) =€"seny.

E claro que u e v sio de classe C' e as equagdes de Cauchy-Riemann sdo validas em todo plano R2.

z

Assim, f é derivdvel em todo ponto z do plano complezo C e a derivada f'(z) é:
f'(2) = ug + ivy, = e“cosy + ie“seny = e“e¥ = f(z).

EXEMPLO 2.3.23 (Derivada de 2? ordem) Se em certa vizinhang¢a do ponto zy = xy + iyo, as
fungées u (xz,y) e v(x,y) possuem derivadas parciais continuas até a 2% ordem e satisfazem as equagoes

de Cauchy-Riemann, entao a funcio f = u+ v é duas vezes derivdvel em zy e temos:

f” (Zo) = Ugy (ZL‘(), yO) + e ($07 yU) .

De fato, a funcao g (z) = uy + iv, atende as condi¢oes do Teorema 2.3.17 e, portanto, g (z) é derivdvel

em 29, com ¢’ (20) = gz (%0, Y0) + 12z (To,Yo) . Para concluir, notamos que " (20) = ¢’ (20) -
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2.3.2 Equagoes de Cauchy-Riemann na Forma Polar

Se (r,0) sao as coordenadas polares de um ponto P (x,y), entao

T =17rcosf

y=rsend,
e temos as seguintes férmulas de derivacao da transformacao inversa:
ry = (1/r)yg=cosb, ry,=—(1/r)zg=-senb, (2.15)
0, = —({1/r)yr=—(1/r)sen® e 6, =(1/r)z, = (1/r)cosé.
Agora, usando a Regra da Cadeia e (2.15), encontramos:
Uy = Up - Ty + Ug - Oy = up - cost — (1/7) ug - send
Uy = Up - Ty +Ug - Oy = u, -senb + (1/7) ug - cos
Vp =Up - Ty + 09 - 0y = v - cosd — (1/r) vy - sen b
Uy = Ty + Vg - 0y =0, -senf + (1/r) vg - cosb.

Supondo f(z) = u + v derivavel, usaremos as derivadas acima para passar as equagoes de Cauchy-

Riemann (2.12) para a forma polar. Temos
1 1
Uy = Vy & Uy COS O — ;’LL@ senf = v,.senf + ;’U@ cos 6 (2.16)
e, de modo similar, temos
1 1
Uy = —Vz < Upsend + ;ug cosf) = —v, cosl + ;vg sen 6. (2.17)

Multiplicando a equagdo (2.16) por cosf e a equagao (2.17) por senf, e, em seguida, somando os
resultados, obtemos:
Uy cos2 0 + u, sen? § = }’U@ (cos2 6 + sen? 0,
r
isto é, u, = %Ug. Procedendo de forma anédloga, multiplicando a equagao (2.16) por —senf e a equagao
(2.17) por cosd, e, em seguida, somando os resultados, obtemos —%ue = v,. Combinando esses resulta-

dos, chegamos as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar:

ou ov ov ou

- © a0~ "ar
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A derivada [’ (29) vem dada por:

1 1
f'(20) = ug+ivy = u,cosf — ;ue senf + i(v, cos — ;’U@ sen )

= u,cosf +v.senf + i(v, cosf — u, sen) = (u, + iv,)(cos§ — isend)

e daf resulta a férmula de derivagao

f'(20) = e (ur +vuy). (2.19)

Usando as equagoes (2.18), obtemos a férmula de derivacao equivalente:

f'(z0) = %e*ie(vg — iug). (2.20)

EXEMPLO 2.3.24 Dado z =1, comr >0 e 0 < 6 < 27, a fungio F (z) = \/r €2 ¢ derivivel em

1
2\/F (2)

_ _ cos(0/2) ~ /rsen(0/2)
u(r,@)fﬁcos(0/2):>urfﬁ e up= Yt

0 (r0) = rsen (0)2) = v, = S00/2) o VTeos(0/2)

todo z fora do semi-eizo {(z,0): x>0} e F' (2) = . De fato, temos:

2\/r 2
onde vemos que as componentes u (r,0) ev (r,0) sdo de classe C, no dominio considerado, e as equagdes

de Cauchy-Riemann (2.18) sao facilmente comprovadas. A derivada é dada por:

. e
F'(2) = e (up +iv,) = a7 (08 (0/2) +isen (0/2)] = 2\/?«-161‘9/2 - 2F1(z)'

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3

1. Seja f : C — C a funcdo definida por f(z) = |z +1i|*.

(a) Qual o conjunto imagem da funcao f7
(b) Usando a defini¢do de derivada, calcule f'(—1).

(c) A funcdo f (z) € derivdvel em algum outro ponto z # —i?
2. Em cada caso, mostre que a fungdo w = f (z) nao é derivavel em ponto algum do plano C.

(@) f(z)=Im(2) (b) f(z)=¢* (c) f(z)=2-7% (d) f(z)=exp(|2]).



CAPITULO 2 - FUNCOES ANALITICAS 69

10.

11.

12.

. Em cada caso, calcule f” (z), sendo:

(a) f(z) =iz+2 (b) f(2) =e " (cosy —iseny) (c) [(2)=2"

. Determine, onde existir, a derivada da funcao f (z).

(@) f(z) == () f(z)=a+iy® (o) f(z)=2zIm(z) (d) f(2) =2"+1 (e) f(2) =

z z—1

. Para a funcio f (z) = 23 —i (y — 1)%, mostre que u, +iv, = 322. Por que 322 representa a derivada

dessa funcao apenas em z = 77

. Mostre que a func¢ao f (z) = zRe(z) é derivdvel apenas na origem e calcule f’(0).

Mostre que as funcdes f (2) =3z +y+i(By —z) e g (2) = (2% — 2) e "e” " sdo inteiras.

. As funcées f (z +iy) = e¥e’ e g (x + iy) = xy + iy sdo analiticas em algum ponto?

. Se uma fun¢ao complexa w = f (z) é analitica em uma vizinhanga de um ponto zg, exceto em zp,

o ponto zg recebe o nome de Singularidade ou Ponto Singular da fungao f.

(i) Um polinémio P (z) ndo tem ponto singular, por ser uma funcao inteira.

P(2)
Q(2)

(iii) A funcado f (z) = z nao tem singularidade, porque nao é analitica em ponto algum. O mesmo

(ii) As singularidades de uma funcao racional f (z) =

sao as raizes do polinémio @ (z) .

ocorre com a funcao f(z) = zRe(z).

Determine, caso exista alguma, as singularidades das seguintes funcoes:

o 2z41 24 ~ Re(z) |
(a) f(Z)—m (b)g(z)—m (c) h(z) = 2 —ilm(2).
1

Calcule a derivada e as singularidades da fungao f(z) =

z(z—1) (22 +1)

0

Dado z = 7e?, r >0, —7/2 < § < 7/2, designe F (z) = Inr + if. Mostre que a funcio F assim

definida é analitica no dominio indicado e F” (z) = 1/z.

Se f(z) = 2% e k é uma constante real, verifique que as curvas u (z,y) = k e v (z,y) = k, onde

u=Re[f(z)] ev=1Im][f(z)], sdo ortogonais. Idem para a funcdo g (z) = 1/z.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Se f(z) =u(r,0)+iv(r,6) é uma funcao analitica em um dominio D, que nao contém a origem,

use o sistema de Cauchy-Riemann e prove que as fungoes u e v satisfazem & equacao de Laplace:

r2®,, +r®, + dgy = 0.

Se as fungoes f (z) e f (z) sado analiticas em um dominio D, mostre que f é constante.

O Corolério 2.3.18 sugere algumas situagoes em que uma fungao analitica f (z) torna-se constante
em um dominio D. Se Re [f (2)] for constante em D é correto afirmar que f(z) é constante em

D7
Determine onde a fungdo w = f (z) ¢ analitica:
() f(z)=2+2 (B) f(x)=(1-2)" (¢) f(2)=2"" (d) f(2) =Arg(2).

Verifique que a funcéo f (z + iy) = 2 — 3zy* + i (32%y — y*) ¢ inteira e calcule ' (a + ib).

Se f(z) € uma funcao inteira, mostre que g (z) = f (z) também o é.

Se f(z) € analitica em z = 0 e h(z) = f(z), mostre que h(z) é derivavel em z = 0 se, e s6 se,

£1(0) = 0.

Mostre que a fungao f (z) = /|zy| satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em z = 0, mas, nao

é derivdvel, e muito menos analitica, em z = 0.

Se f = u+iv é uma funcao holomorfa em zg e 0 representa o &ngulo de uma diregao 77 com o eixo

positivo dos x, mostre que:

J'(z0) = <a“ '8”> -

o o
Se f e g sao fungoes derivaveis em zg, com f (z0) = g (20) =0 e ¢’ (20) # 0, mostre que:

o £6) _ £ ()
Shg() T g w0

.12
Use o resultado e calcule lim % .
z—i \ 23+ 22 +5+1
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2.4 Funcoes Harmonicas

Nesta secao usaremos a teoria de funcdes harmonicas para construir, a partir de uma funcao real
u (z,y), uma fungao analitica f (z) = u (z,y) + v (z,y) . Na construgao usaremos o seguinte resultado,

admitido, por enquanto, sem demonstracao.
TEOREMA 2.4.1 Se f é analitica em zg, entdo f possui derivada de todas as ordens em zy. |

Recordemos que uma fungao real de duas varidveis reais ¢(z,y), com derivadas parciais até a ordem
k, continuas em um dominio D, denomina-se de classe C*, ou k-vezes diferencidvel em D. No caso em

que k = oo, a fungao ¢ denominar-se-4 infinitamente diferencidvel, ou de classe C*°, no dominio D.

DEFINICAO 2.4.2 Uma fungio ¢ : D C R?> — R, duas vezes diferencidvel, ou de classe C?, que

satisfaz, no dominio D, & equacdo de Laplace

Ppg + Pyy = 0,

é denominada Funcdo Harmoénica em D. Se u e v sao harmoénicas e satisfazem as equacgoes de Cauchy-

Riemann (2.12) em D, diremos que u e v sao Harmonicas Conjugadas.

TEOREMA 2.4.3 Para que uma fungao complexa f(z) = u + iv seja analitica em D é necessario e

suficiente que v seja harmonica conjugada de u, no dominio D.

DEMONSTRAGAO Se f(z) é analitica, sdo vélidas as equagoes de Cauchy-Riemann

Uype =V
o (2.21)
Uy = —Vy,

e do Teorema 2.4.1 segue que as fungdes u (x,y) e v (z,y) sao de classe C™ e por derivagao das equagoes
(2.21), chegamos a:

Ugz + Uyy = Vyg — Vgy = 0

Vpg + Vyy = —Uyg + Uzy = 0,
de onde resulta que u (z,y) e v(x,y) sdo harmoénicas conjugadas. Reciprocamente, se v ¢ harmonica
conjugada de u, entdo u e v sdo de classe C?, satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann e do Teorema

2.3.17 segue que f = u + v é analitica. |
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EXEMPLO 2.4.4 (Construindo uma Harmoénica Conjugada) Construir, a partir das equagaoes

de Cauchy-Riemann, uma harmoénica conjugada de u = 2% — y2.

SOLUCAO Em primeiro lugar, observamos que u (z,y) = x? — y? ¢ harmoénica em todo plano C e

usando a primeira equagao do sistema de Cauchy-Riemann, temos:
Uy = —uy =2y = v (z,y) =22y + C(y) (2.22)

e derivando (2.22) com relacao a y e usando a relacdo vy = u,, encontramos:

20+ C'(y) = vy =uy =2z
resultando, dessa forma, C(y) = k. Assim,

v(z,y) = 2xy + k,

e, considerando, por exemplo, k& = 0, encontramos a func¢ao inteira

f=u+iv=2%—y?+ 2zyi.

EXEMPLO 2.4.5 Se f(z) é analitica e |f(2)

¢ constante em D, entao f(z) é constante em D. De fato,

dado que f uma funcao analitica, seque do Teorema 2.4.3 que u e v sGo harmoénicas conjugadas, isto é,

Uy = Uy
Au=Av=0 e em D
Uy = —Vy
Ora, sendo |f(z)| = C, temos que
u? 0% = |f (2)]? = C?, (2.23)

e, derivando implicitamente a equagdo (2.23) com relagio a x e depois em rela¢io a y, chegamos,
respectivamente, as equagoes:

uy +vv; =0 e uuy +vvy = 0. (2.24)

Agora, derivamos (2.24)1 em relagao a x e (2.24)2 em relagio a y e somamos membro a membro os

resultados, para chegarmos a:

2 2 2 2
Uy + Ulgy + Vg + VVgz + Uy + Ullyy + V) + VVyy = 0,
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isto é:

u? —|—u§ + uAu + vAv + v2 —I—’UZ =0 (2.25)

e como Au = Av = 0, seque de (3.26) que uy = uy = v, = vy = 0 e, portanto, u e v sio constantes.

Logo, f(z) = u+iv é constante.
EXEMPLO 2.4.6 Seja u(x,y) um polinémio do seqgundo grau, homogéneo e harmonico, digamos
u(z,y) = ax® + bry + cy’.

Da rela¢do uyzy + uyy = 0, resulta ¢ = —a e, portanto, u(x,y) é da forma:

u(z,y) = a(:):2 —y2) +bxy, a,beR.
A fungdo complexa conjugada v (x,y) é dada por:

v(z,y) = 2axy — % (1:2 - y2) + k,

sendo k constante, e a fungao inteira f(z) = u+iv correspondente é:

f(z) = a(mQ—y2)—i—b$y+i[2amy—%(x2—y2)+k‘}
= a [:L‘2 —y+ mei] — i% (:L‘2 — 4+ Z:Eyi) + ik

= (a— 5i) 2% +ik.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4

1. Mostre que u = x — 5zy é harmdnica em todo plano, determine sua conjugada v (z,y) e expresse

f =u+iv em termos de z = = + iy.
2. Repita o exercicio precedente com a fungao u (z,y) = e cosy.

3. Mostre que a funcdo v (x,y) = —senx senhy é harmoénica e construa uma fungao analitica f (z),

com v (z,y) = Im [f (2) \big].

4. Repita o exercicio precedente com a fungao v (z,y) = x> — 3zy?.
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5. Mostre que a forma mais geral dos polindmios do terceiro grau, homogéneos e harmonicos é
u(x,y) = ax® — 3bz’y — 3azy® + by
Determine a harmonica conjugada v (x,y) e a funcao inteira correspondente f (z) = u + iv.

6. Se f(z) é uma funcao de classe C? em um dominio D, mostre que

A <|f (z)|2> =4|f (z)|2, nos pontos de D.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1
L f(24i)=11+13i e f(3i)=—27+ 3i.
2. Um célculo direto nos da:
f(z) = 22 —y*—2y+i(2z —2zy) = 2% — y? — 2izy + 2ix — 2xy
= (z—iy)® + 2i (z +iy) = 2 + 2iz.
3. Sendo z = x + iy, temos:

(a) D(f)={z€R:z#1i e Im(z)#knr}.
(b) D(f)={z€eR:Im(2) #kr+7/2 e Im(z)#2kn}.

(c) D(f)={2€R:Re(z)#0 e Im(z)#1}.
4. Considerando u (z,y) =Re [f (2)] e v(z,y) =Im [f ()], com z = z + iy, temos:

(@) u(x,y) =222 —-2y> -3z e v(x,y) =4y — 3y.

(b) u(z,y) =z +y*+a? e v(z,y) =ay.

_1_—.%. e v\ :#

(c) u(z,y) = LY (z,y) TPy
5132 — 3 — 9% 2
(d) U(l‘,y): y—Y e v(:c,y): Y 2 Yy

(x2+y2)2—4wy+1 (:x2+y2)2—4xy+1—4:1cy+1.

5. Figuras em Construgao
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6. Figuras em Construgao
7. As partes real e imagindria da funciao w = f (z + iy) = € - €' sdo, respectivamente:
u(z,y) =€e"cosy e v(x,y)=e"seny,

de modo que u? + v? = €%* (circunferéncia de centro z9 = 0 e raio r = ¢%). E oportuno ressaltar
que ¥y é, a0 mesmo tempo, a parte imagindria de z e o argumento de w. No caso da faixa horizontal

S, vemos que:

|w| =€e* — 400, comx—o0, e 0<Arg(w)<m.

e a imagem w (S) é o subconjunto {w = u +iv, v >0, w # 0}.

y A VA
in
w
B —
S w(S)

No caso do retdngulo R, a imagem estd ilustrada na figura abaixo.

y 7' N
] VaA
ITC
w
—_—
R PR
1 2 ; e & U

8. Olhando as componentes u (z,y) = Re (w) e v (z,y) = Im (w) ao longo do eixo real e imagindrio,

respectivamente, vemos que:

ww0) = (14 5) e w0 =tmw) =y (1- 1)

de onde resulta lin(1)u($,0) = too e v(z,y) <0, com lim+v (0,y) = —oo. A imagem w (S) é o
T— y—0
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semiplano inferior v < 0.

VA
Y
i > >
S u
> w(S)

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

1. Use a defini¢do de limite e a desigualdade | |f (2)| — wol | < |f (2) — wol.

2

2. E suficiente provar que lim 22 = 22, seja qual for o ponto zy do plano C. Seja, entdo, € > 0 dado

Z—20

e determinemos d > 0, tal que:
|z — 20| <0 = }22—2'(2)‘ <e.
O raio 0 procurado pode depender do ¢ dado e do ponto z e, considerando § < 1, teremos:
|z — 20| <d=|z+ 20| <|z— 20|+ |20] < I+ |20] <14 |z0].
Assim, se |z — zp| < 6, entdo:
|22 = 25| = |2 + 20l [z = 20| < (14 |20]) - |z — 20l < (1 + |20]) - 6
Para concluir, basta escolher o raio § de modo que:

d <min{l,e/(1+|z0|)}-

3. Comprovar limite pela definigdo torna-se uma cagada ao 6. Para que se tenha lim f(z) = wo,
Z—20

procuramos, a partir de um € > 0 dado, um ¢ > 0, tal que:

|f(2) —wo| <e, sempreque ze€D(f) e 0<|z—2z<0.
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(a) Se f(z) = 2% — i, entdo:
If(2)+2i| = |22 +i]| = |(z— 1) (P +iz—1)| < |z —i||2] |+ + |2 — 4. (2.26)
Considerando 6 < 1, entao |z — i| < § acarreta:
|z| <|z—i|+1<2 e |z4i<|z—1d+2<3

e de (2.26) chegamos a:
|f(z)+2i] <T|z—1| <76

e para concluir, basta escolher ¢ < min{1,¢/7}.

(b) Se d < 1, temos:

|22 +1| =z =iz +i| <35, se |z—i|<é

e dado € > 0, escolhamos ¢ < min {1,e/3} para concluir que |z — | < § = ‘z2 + 1‘ < €.

(c) Supondo |z — 2| < 0 e considerando § < 1, temos

[Re(2) +|z|] = |Re(z—20)+ Re(z0)+ |z — 20 + 20|

IN

[Re (2 — z0)| + [Re (20)[ + [z — 20| + |20

AN

|z — 20| + 2 |20] < 1+ 2]z0]

e escolhamos 0 < min {1,e/ (1 + 2|zo])}.

(d) Sezop=1—14, wo=1+1ie f(z) =z +1i(2x +y), entdo:
|f (2) —wo| = |2 — 20+ 2iRe (2 = 20)| < |z — 20| + 2|Re (2 — 20)| < 3|z — 20|

e para concluir, seja § = ¢/3.
(e) Temos

|@? - @)?| = Iz = 20l |2 + 20

e considerando 0 < min {1,e/ (1 4 2|zp|)} comprovamos a definicao.

4. Em alguns casos, o resultado é obtido por substituicao direta; em outros é necessario fatoracao.

1 1
(a) lim - =5 = —1.

2—i 22 72
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.3_ . s 2 . o
(b) lim 2 ‘1:hm’z(z i) (22 +iz 1):1im2'(22+iz—1):—3.

z—1 Z—1 22— zZ—1 22—

(c) Usando a fatoragdo do Exercicio 19 do Capitulo 1, temos:

38 +2i) (22 — 2iz — 4
i, 278y, BRI d) lim (2% — 2iz — 4) = —12.
2——21 2+ 21 2——2i z+ 21 2——2i

5. Um célculo direto nos da:

— -1 1
NG C N S
z2—20 Z — 20 Z2—/20 2 20 ZO.

No caso em que f (z) = 2™, usamos a identidade (1.6) e chegamos a:

2" — 2y

lim f ()~ f(=) — lim — nzg_l.
z=z0 2 — 20 220 2 — 2
6. O limite nao existe, tendo em vista que:
(i) sobre a trajetéria v, : Re (z) = g o valor do limite é —1.
(ii) sobre a trajetoria 7, : Im (2) = yo o valor do limite é 1.
7. Se w = (1 + z)Y* entdo z = w* — 1 e, portanto:
Q)i w1 1 1
lim ———— = lim = lim - - = —.
z—0 z w-lwt—1  wol (U} — Z) (w + Z) (w + 1) 4

8. Considere as trajetérias v; : Re(z) = 0 e 75 : Im (2) = 2, ao longo das quais o limite tem valores

47 e —41, respectivamente. Daf conclui-se que o limite nao existe.

9. A fungdo f (z) serd continua em z = 0 quando lirr(l]f(z) = 0. Sejam u(z,y) = Re[f(2)] e

v(z,y) =Im [f(z)], sendo z = = + 1y.

nao tem limite em (0,0) e f (z) é descontinua em z = 0.

(a) u(z,y) = Jnyg

0
(b) Neste caso, u(x,y) = 0 e, na forma polar, v (z,y) = rls::_n — 0, com 7 — 0. A funcao é
r
continua em z = 0.
2
(c¢) Temos u(x,y) = < — 0, com z — 0, e v (z,y) =0. Assim, lim f(z) = 0 e a fungao
2 + y2 z—0

é continua em z = 0.
22 — 42
(d) A componente u (z,y) =

55 nao tem limite em (0,0) e a fungdo é descontinua em z = 0.

4ty
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10. Suponha que lim f(z) = wy e seja (z,) uma sequéncia no dominio de f, convergindo para zg.
Z2—20

Dado ¢ > 0, existem § > 0 e um nimero natural ng, tais que:

(i) |f(z)—wo|<e, se ze€D(f) e 0<|z—2)|<0

(i) |zn—20/<d, se neN e n>np.

e daf resulta que |f (zn) —wo| < €, se n € N e n > ng, e isto nos diz que lim f (2,) = wo.
Para provar a reciproca, raciocinamos por contradi¢ao supondo que f (z) nao tem limite wp, com
z — zp. Assim, existe um raio g > 0 e podemos escolher para cada indice n um nimero complexo

zn no dominio de f, tal que:
|Zn_z0’ < 1/n e ‘f(zn)_w()‘ = €0.

Dessa forma, construimos uma sequéncia (z,) no dominio de f, convergindo para zp, sem que

f (zn) convirja para wy, contradizendo a hipétese.

11. A sequéncia z, = (1 4+ 1/n)+i (1 + 1/n) converge para zp = 1+ e, contudo, a sequéncia imagem
(f (zn)) nao converge para f (29), ja que f (z,) — 0 e f(z9) = 2. Esse mesmo argumento pode ser
usado para mostrar que a funcio ¢ descontinua em qualquer ponto da circunferéncia |z| = /2.

Nos pontos interiores ou exteriores & circunferéncia |z| = v/2 a funcio ¢ continua.
12. Considere, por exemplo, a fungao w = f (z), definida por:

z se |z] <1

2 se |z|>1.

Dado zp = a + ib, com a? + b%> = 1, a sequéncia z, = (a+ 1/n) +i(b+ 1/n) converge para zq e,
ainda assim, (f (z)) ndo converge para f (z9) = a + ib, porque f (z,) =2, Vn, e |f (20)| = 1.

3

13. Primeiro, notamos que para z # 0 temos f (z) = _a:éx—i—yy?’ de modo que o limite ao longo da
trajetéria 2> = y ¢ igual a —i/2. Por outro lado, ao longo da familia de retas y = mx, temos:
. A ma?
iy /(=) = =i iy oy = O

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3
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1. Temos f (z +iy) = 2> + (y + 1)* e as componentes de f (z) sio:
u(z,y) =22+ @y +1)?* e v(z,y)=0.
(a) O conjunto imagem de w = f (z) é:

Z(f)={2z€C:Im(2)=0e Re(z)>0}.

(b) No ponto zp = —i, temos:
Vo fl=i+Az)—f(=i) . |Az B
fi{=i) = lim Az = Am Ay T Alm, (A2) =0,

. Basta comprovar que o sistema de Cauchy-Riemann nao é satisfeito em ponto algum do plano C.

(a) Temos u(z,y) =y, v(z,y) =0 e, portanto, u, # —v, em todo ponto z.

(b) Temos u(x,y) =e®cosy e v (z,y) = —e*seny e o sistema &, neste caso:

e’ cosy = —e® cosy COSYy = — COSY
= & cosy=0 e seny=0.
—e®seny = e”seny —seny = seny

Um tal y nao existe!
c) Neste caso, u (z =0ev(z = 2y. A equacdo u, = vy, nao é satisfeita em ponto algum.
Y Y Yy quag y p g

. O célculo pode ser feito via regras de derivagao ou com a férmula (2.13).

(a) f(z)=iz+2= f"(2)=0.
(b) f(2) =exp(=2) = f"(z) = exp(—2).

Para usar a férmula (2.13), notamos que:

f(z2) = upg+ivg=U+iV = f"(2) = Uy +iVy = Ugz + 10z oOU

fl/ (2;) = Vy — ZUy = ny — Z'uxy-

(c) f(z)=23= f"(z) =62

4. Usando regras de derivagao ou a férmula (2.13), temos:

(a) Se z # 0, entdao f' (z) = —1/2%
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10.

11.

(b) A derivada existe nos pontos da reta S : Re (z) = Im (z) e ¢ dada por: f'(z) = 2z + 2iy.

(c) As componentes de f(z) sdo as funcdes u = zy e v = y?, de classe C®, e o sistema de

Cauchy-Riemann é atendido apenas em z = 0. Temos f’ (0) = 0.
(d) f'(z) =22, zeC. (funcao inteira)

(e) Se z# 1, entdo f'(2) = — (2 — 1) 2.

As componentes u = 2% e v = — (y — 1)3 sdo de classe C! em todo plano C, mas, as equacoes de

Cauchy-Riemann sdo satisfeitas apenas em z = ¢ e neste ponto temos f’ (i) = 0.

. Temos f(z) = 22 +izy e as equagoes de Cauchy-Riemann sdo satisfeitas apenas em z = 0. A

derivada é f’ (0) = u, (0,0) + iv, (0,0) = 0.

Verifique que o sistema de Cauchy-Riemann ¢ satisfeito em cada ponto (z,y) do plano C. Note

2

que a fungao g (z) é o produto da fungao inteira z° — z pela fungao e %, também inteira.

As componentes da fungao f (z) sdo u = e¥ cosx e v = €Y sen z, que nao satisfazem ao sistema de
Cauchy-Riemann em ponto algum, ja que as fungoes cos x e sen x nao se anulam simultaneamente.
A fungao f(z) nao é derivavel, e muito menos analitica, em ponto algum. Ja a funcao g(z) é

derivavel apenas em z = ¢, mas, nao é analftica em ponto algum.

. A simples inexisténcia da derivada em um ponto nao indica singularidade nesse ponto. Recorde-se

que zp é uma singularidade de f(z) quando f for analitica em alguma vizinhanga de zg, exceto

no ponto zg.

(a) z =0 e z = +i sdo as singularidades de f (z).
(b) z=0e z =2 sao as singularidades de g (z) .

(c) A funcado h(z) nao é analitica em ponto algum e, portanto, ndo tem singularidade.

A derivada pode ser calculada por meio de regras de derivagao. As singularidades sdo: z =0, z =1

ez:j:%(\/i+i\/§).

Sendo F (z) = Inr + i, entdo as componentes u (r,0) = Inr e v (r,0) = 0 sdo de classe C! e
facilmente comprovam-se as equacoes de Cauchy-Riemann (2.18):

1 1
Upr = =V € VUp = ——Up.
r r
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A derivada dada por (2.19) é igual a:

; o 1 1 1
FI = —i6 ) = —i6 - = — = —,
(2) =e " (up +iv,) =e e Rl

12. No caso de f(z) = 22, temos u(z,y) = 22 —y% e v(x,y) = 2wy. As curvas u(z,y) = k e

v (z,y) = k sdo ortogonais se, e s6 se, Vu (z,y) @ Vv (z,y) = 0. Temos:

Ve @y = @0 PG T G e,y) e Vo a,y) = dey — 4y =0,

Sy

Repita o processo com a fungao g (z) = 1/z, nos pontos z # 0.
13. Partindo das equagoes de Cauchy-Riemann, encontramos:
1 1 2
Uy = V9 = Upp = —T—Qvg + ;Ugr = T“Upp = —Vg + TV
Ug = —TUr = Uy = —TVyyr

e daf resulta:

TQUT‘T + ru, + ugg = (71}0 + TUGT) + vg + (77”097‘) = 0.

Procedimento similar se adota para a fungao v (r,6) .

14. Como f(z) = u+ v e g(z) = u — iv s@o analiticas no dominio D, resulta das equagoes de

Cauchy-Riemann que:

Up = —Uy € Uy =Uy
e dai segue que as derivadas primeiras de u e v sdo nulas em D. Logo, u e v (e portanto f (z))

sao constantes em D.

15. Se u(z,y) = Re [f (2)] for constante, digamos u = k, teremos u, = u, = 0 e, consequentemente,

vy = —uy =0 e vy = u, = 0. Logo, f(2) é constante.
16. Se A representa o conjunto onde f (z) é analitica, entao:

(a) A=C,isto é, f(z) é uma fungao inteira.
(b) A={z€C:z#1}.
(c) A={z€C:2z#0}.
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17.

18.

19.

20.

(d) A= @, isto &, f(z) ndo é analitica em ponto algum.

As componentes u (z,7y) = 23 — 3zy? e v (z,y) = 322y — y3 sdo fungdes polinomiais e, portanto,
de classe C*™ em R2. Além disso, as equacdes de Cauchy-Riemann sio satisfeitas em todo plano.

Logo, f (z) é uma fungao inteira. A derivada no ponto z = a + ib é igual a:
£ (a+ib) = 3 (a® — b?) + (6ab) i.

Basta observar que se f(z) = u(z,y) + iv(z,y), entdo g(z) = f(Z) = U(x,y) + iV (z,y),
onde U (z,y) = u(z,—y) e V(z,y) = —v(x,—y). Agora, comprovemos as equagoes de Cauchy-
Riemann.

U (2,y) = uz (2, =y) = vy (2, —y) =V (2,9)

Vo (2,y) = —ve (2, —y) = uy (2, —y) = =Uy (2,9).

Se f =wu+iv, entdao h = u — iv e supondo que h (z) seja derivavel em z = 0, teremos:

uz (0,0) = —vy (0,0)

(2.27)
uy (0,0) = v, (0,0).
Mas, sendo f (z) analitica em z = 0, temos:
ug (0,0) = v, (0,0
(0.0) = v, (0.0 .

uy (0,0) = —v, (0,0).
Comparando (2.27) e (2.28) deduzimos que u,, u,, v, € v, sdo nulas em (0,0) e, portanto,

1" (0) = 0. Reciprocamente, se f’(0) = 0, entao:

G50 _ [E-10] (%) -

z

lim M = lim

z—0 z—0 z—0 z z—0

Logo, h(z) é derivdvel em z =0 e h’' (0) = 0.

Temos que u (z,y) = /|zy| e v (z,y) = 0, de modo que:
f(Az,0)

ug (0,0) = Alim0 Ar = 0 =v,(0,0)
0,A
uy (0,0) = Alﬁom =0 =—v,(0,0).

Por outro lado, no ponto z = 0, temos

lim g: lim M: im 7\,]A:nAy]
Az—0 Az Az—0 Ax+iAy  Az—0 Az +iAy
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e para comprovar que o iltimo limite ndo existe, considere a trajetéria v : Ax = Ay, ao longo da

qual o limite pode ser :t% (1 — 1), conforme Az > 0 ou Az < 0.

21. A partir das equagdes de Cauchy-Riemann e notando que 7j = (cos6) i + (sen 6) j, obtemos:

0
8—1_{ = Vu-ij=ugzcost + uysend = u, cos — v, send
n
ov R
i Vv - 1j = vz cos 0 + vy sen ) = v, cos 6 + u, sen 0
n
e daf resulta:
e~ @—Fz@ =10 [ew(u + v )] = uy + v, = [ (20)
8’]7 B’Fi X xX xr xX .

22. Considerando que f (29) = g (20) = 0, temos:

FE] oy FE = f G0

; { ]: JG-f0) o 2= (=)
=20 [g(2)] #2209 (2) —g(20) 2220 2—2 2=z g(2) —g(20) ¢ (20)

No célculo do limite

i
lim —————
i 23 224541

consideramos f (z) = |z —i|* e g (z) = 2* + 22 + i + 1 para encontrar

N k| R ) B

= = =0.
i3+ 2240+ 1 ¢ (20) —3+2i

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4

1. As harmonicas conjugadas sao v (z,y) = % (302 — y2) + 1y + k. Considerando k = 0, temos a fungao

analitica correspondente

f(z) = :1:—5a:y—|—i[% (xQ—y2)+y] :x+iy+i% (m2—y2+2$yi)

= z+ %izQ.

2. Harmonica conjugada v (z,y) = e seny e a fungao analitica é f (2) = exp (z).
3. A harménica conjugada é u (z,y) = coszcoshy e f (z) = coszcoshy — isenzsenhy.

4. v(z,y) =322 —y3 e f(2) :$3—3my2+i(3m2y—y3).
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5. Considerando o polinémio do terceiro grau homogéneo e harmonico:
u(z,y) = ax® + by® + cx’y + dxy?
e usando a equagao de Laplace Au = 0, obtemos:
(6a+2d)x + (6b+2c)y =0 (2.29)

e de (2.29) chegamos a d = —3a ¢ ¢ = —3b. O polinémio & u (z,y) = ax® + by — 3bz’y — 3azy?,
com harménica conjugada v (z,y) = bz + 3az?y — 3bxy? — ay?, e a funcio inteira correspondente

& f(2) = (a+ib) 23
6. Se f(z) = u + 4v é analftica em D, entdo u e v sdo harménicas conjugadas e |f (2)]* = u? 4 v2.
Logo:
A <|f(z)|2> = AW?)+A @) =2 ul+u) +2(uf +up)

= 2(ul +v7) +2(u; +vy) :4|f’(z)|2.







3. Funcoes Elementares

Além dos polinémios P (z) = ag + a1z + agz? + - -+ 4 a,2" e das funcdes racionais (quocientes de
polindmios), ja tratadas nos capitulos anteriores, outras fun¢oes w = f (z), de uma varidvel complexa,

merecem destaques. Neste capitulo abordaremos fungoes do tipo:
(a) Exponencial: w =exp(z).
(b) Trigonométricas: w =cosz, w =senz, w =tanz, etc.
(c) Logaritmica: w = Log z.

A

(d) Expoentes Complexos: w = 2z"ew = A*, X € C fixo.

Estas fungoes, combinadas com polinémios e fungoes racionais, sao denominadas funcdes elementares.

3.1 A Funcao w = exp(z)

Dado um nimero complexo z = x + iy, a Exponencial de z, indicada por exp (z) ou €*, é definida

pela relagao:

xT

exp(z) = % - e = e%(cosy + iseny). (3.5)

Dessa forma, obtemos a fungao complexa

exp: C—C
z —exp(z),
onde identificamos as partes real u (z,y) = e®cosy e imagindria v (z,y) = e*seny como fungoes de
classe C! e que satisfazem as equacdes de Cauchy-Riemann em todo ponto z do plano complexo. Em
outras palavras, a funcdo f(z) = exp (z) é uma fungao inteira (veja o Exemplo 2.3.22), com derivada
dada por:
d

d—(ez) = Uy + vy, = € cosy + ie“seny = e*, Vz e C.
z

Como consequéncia direta da definigao, temos as seguintes propriedades:

(a) Dado z = = + iy, temos |e*| =e* >0 e Arg(e®) =y.
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(b) Se k € Z, entao exp (z) = exp (z + 2kmi) .

(c¢) Dado um nimero complexo z, entao exp (z) = exp (Z) .

EXEMPLO 3.1.1 E claro que a equacio exp (z) = 0 ndo tem solugdo, ja que |e*| = e* > 0, V z. Por

outro lado, ao contrdrio do que ocorre no caso real, a equagao exp (z) = —1 tem solugio. De fato:

e* =1, istoé, x=0

y=02k+1)m kel

exp(2) = -1 eV =" o

Assim, exp (z) = —1 tem uma infinidade de solugoes, dadas por z = (2k + 1) wi, k € Z.

EXEMPLO 3.1.2 Dado um nimero complexo nao nulo w, a equag¢ao exp (z) = w tem uma infinidade

de solucdes. De fato, considerando z = x + iy e w = p'®, temos:

xT

et =p, istoé, r=1Inp

y=0¢+2kr, keclZ.

exp (2) = w & e - e = pe'? &

Dat resulta que as solugdes da equagao e* = w sio dadas por z, =Inp+ (¢ + 2km)i, k€ Z.

OBSERVACAO 3.1.3 Levando em conta que Im (z) = Arg (e*), seque dos Exemplos 3.1.1 e 3.1.2 que a
fungao w = exp (z) € uma bijecao do conjunto S = {z € C: —m <Im(z) < w} sobre a imagem C\ {0},

com inversa determinada por:
w=e & z=In|lwl +iArg(w), w#0. (3.6)
LEMA 3.1.4 (Propriedades operacionais de exp (z)) Dados os nimeros complexos z e w, entdo:

(a) exp(z) -exp (w) = exp (2 + w) . Por indugdo, prova-se que (exp z)" = exp (nz), n € N.

0) s —ew ().
(c) 2;(;)((51)) =exp(z —w).

PROVA Dados z =a+ibew = c+id, entdo z+w =a+c+1i(b+d) e do Lema 1.2.4, deduzimos que:

(a) exp(z) - exp (w) = (e - €®) (e - ') = eate. etd) — exp (z +w).

1 1 .
b = =0 e = exp (—2).
(b) op() e e exp (—z)
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exp(z) o o B
©) (w) ~ P 2) = (w) ~ &P (2) - exp (-w) = exp (z — w).
ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1
1. Escreva as fungoes abaixo sob a forma u (z,y) + iv (x,y) .

10.

11.

(a) w=exp(2z) (b)w=-exp(z?) (c)w=exp(iz).

. Determine todas as solugoes complexas das seguintes equacgoes:

(a) exp(22) =—1 (b)exp(z)=i (c)exp(z)=-2 (d)exp(z?)=1 (e)exp(22—1)=1.

. Repita o exercicio precedente com as equacoes:

(a) Re(e®) =0 (b) e*+6e =5 (c)exp(3z—4)=—1 (d) exp(z)=1+3i.

. Determine os valores de z para os quais se tem exp (iz) = exp (iz).
. Mostre que |exp (—2z)| <1< Re(z) > 0.

. Esboce graficamente o conjunto S = {z € C: |exp (iz)| < 1} e identifique sua fronteira. O conjunto

S é aberto? E conexo?

. Simplifique a expressao exp (2z + i) + exp (iz2) para deduzir que

|exp (22 + 1) + exp (iz?) ‘ < exp(2Rez) 4 exp [[-2Re(z) - Im (2) |.

. Se exp (z) é real, mostre que Im (z) = k.
. N _ e +z—1 _ ...
. Determine onde as fungoes f (z) =exp (z) e g(z) = —— sdo analiticas.
e —_—
Se f(z) é analitica em um dominio D, mostre que F(z) = exp (f(z)) também o é. Como

consequéncia, deduza que as fungdes [ (z) = exp (2%) e g () = exp (+iz) sdo inteiras.

Mostre que a fungao ¢ (z,y) = Re (el/z) é harmonica em C\ {0} .
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12. Suponha que f (z) = u + iv seja analitica em D. Explique a razao das fungoes
U (x,y) = @Y cosv (z,y) e V (z,y) = @Y senv (z,y)

serem harmonicas em D e V (x,y) ser harmonica conjugada de U (x,y) .

-1
13. Determine as singularidades da fungao w = exp <Z ) .

z+1
i (s _

14. Dado ¢ € R, considere a transformacao f (z) = e(zio)‘
202 —

(i) Descreva, geometricamente, a transformacao no caso em que zg = 0.
(ii) Qual a imagem pela transformagao f do semiplano [Im (2) < O] ?
(iii) Se |zo| < 1, mostre que f transforma o disco |z| < 1 no disco |w| < 1.

(iv) Se Im(zp) < 0, qual a imagem do semiplano [Im (z) < 0] pela transformacao f ?

3.2 As Funcoes Trigonométricas Complexas

3.2.1 As Funcgoes cosz e senz
Para definir as fung¢oes trigonométricas cos z e sen z, recordemos que:
exp(iz) = cosx +isenx e exp(—ix)=cosx —isenc,
de onde deduzimos que

1 1
senz = E[exp(ix) —exp(—iz)] e cosx = Q[exp(ix) +exp(—iz)], VzeR. (3.7)

Motivados pelas relagoes (3.7), definimos as primeiras fungoes trigonométricas:

1

senz = o [exp(iz) — exp(—iz)] | e |senz = 3 [exp(iz) + exp(—iz)]. (3.8)

e o leitor pode comprovar diretamente da definicao que:

‘ cosz = cos(2) ‘ e ‘senz = sen (7). ‘
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LEMA 3.2.1 As fungdes sen z e cos z definidas em (3.8) sao inteiras, com derivadas dadas por:

(senz)’ = cosz. ‘ e |(cosz) = —senz.

PROVA As fungbes z — exp(iz) e z — exp(—iz) sdo inteiras, de modo que sen z e cos z também o sao.

Além disso,

(a) diz(sen z) = %[z exp(iz) + iexp(—iz)| = %[exp(iz) + exp(—iz)| = cos z.
(b) dilz(cos z) = %[z exp(iz) — i exp(iz)]| = —% [exp(iz) — exp(—iz)] = —senz. W

3.2.2 Algumas Identidades Trigonomeétricas

Algumas identidades trigonomeétricas envolvendo as funcGes senz e cosz sdo estabelecidas com

auxilio das fungdes hiperbdlicas reais:

1 1
senhy=—(ey —e¢™¥Y), yeR.| e |coshy==(eY+e7Y), yeR. 3.9
2 2

As seguintes propriedades das fungoes hiperbdlicas reais decorrem diretamente da definigao (3.9) e
as demonstracoes sao deixadas para o leitor, como parte do processo de treinamento.

(i) cosh?y —senh?y = 1.

(ii) senhy =0« y =0.

(iii) 4 (senhy) = coshy e 4 (coshy) = senh
dy Yy) = Yy dy Yy) = Y.

(iv) A fungao y — coshy, além de ser uma fungao par, é crescente no intervalo (0,+00) e decrescente

no intervalo (—o0,0). A fungao y +— senhy é impar e crescente em (—oo, +00).

(v) A equagdo coshy = 0 nao tem solugao real e dado um nimero real a, as solugoes da equagao

coshy = cosha sao y = +a.

Assim como ocorre no caso real, as funcoes sen z e cos z também sao 2w-periédicas e temos a Relacdo

Fundamental:

sen?z+cos’z=1, VzeC. (3.10)
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De fato, a periodicidade decorre diretamente da propriedade: exp (z) = exp (z + 2kwi), Vz, e para

comprovar a Identidade Fundamental (3.10), notamos que:

sen’z +cos?z = [2% (eiz — eiiz) ]2 + [2% (eiz + e*iz) ]2

— *%[62% —9 +€—2iz] + i[eﬂz +24 6—2iz] — 1.
LEMA 3.2.2 Dado um nimero complexo z, temos:

(a) senz = senzcoshy + i (cosxsenhy).

(b) cosz = cosxcoshy —i(senxsenhy).

PROVA As demonstragoes de (a) e (b) s@o similares e para ilustrar faremos o item (a). Considerando

z =« + 1y, temos que iz = —y + 1T e, portanto
1 —y+ix —ix — . .
senz = ?(e YT e ):?[e Y(cosz + isenz) — e¥(cosz — isenz)]
i i

23 2 2

= senxzcoshy+icosxsenhy. W

— 1 [Z (ey + e_y) senx — (ey + e_y) cos :r] — senz (M> +icosz <ey_ey>

COROLARIO 3.2.3 Se z é um nimero complexo, entao:
(a) |sen z|> = sen?x + senh 2y.
(b) |cos z|* = cos? x + senh?y.

PROVA Considerando z = x + iy, resulta da parte (a) do Lema 3.2.2 que

2

2
|senz|> = sen?zcosh?y + cos?

z senh %y

2

= sen® z cosh? y 4 senh %y — sen?

x senh 2y
= sen?z(cosh?y — senh?y) + senh? y

= sen?x + senh?y.
Para provar a parte (b) use a parte (b) do Lema 3.2.2. W

EXEMPLO 3.2.4 (Os zeros de senz e cosz) Usando o Coroldrio 3.2.3, vamos encontrar os zeros das

fungdes sen z e cos z.



CAPITULO 3 - FUNCOES COMPLEXAS ELEMENTARES 93

SOLUCAO Se z = z + iy, temos que senz = 0 < |sen z|* = 0 e do Coroldrio 3.2.3, resulta:

sen

|senz| =0 <

2

=0z =knr

senh?y =0 <y =0,

e a partir daf, deduzimos que senz = 0 < z = kw, k € Z. De modo similar, deduzimos que

cosz =0 z=kr+7m/2,

3.2.3 Outras Fungoes Trigonométricas

ke Z.

As outras fungoes trigonométricas sao definidas de modo natural, como no caso de uma varidvel

real. Temos:

sen z
(a) TANGENTE: tanz =
COS z2
COs z
(b) COTANGENTE: cotgz =
sen z
1
(c) SECANTE: secz =
COs 2
1
(d) COSSECANTE: cosecz =
sen z

As identidades bésicas e as formulas de derivagao sdo obtidas com as regras ja estabelecidas para as

fungoes sen z e cos z. Vejamos dois exemplos para ilustrar.

EXEMPLO 3.2.5 Provar a identidade

1 —|—tan22 = sec? 2

SOLUGCAO Temos que

2
1+tan®z=1+ =

2

EXEMPLO 3.2.6 Vamos estabelecer a regra de derivagdo

sen?z  cos?z +sen?z 1 9
3 5 = —5— =sec" 2.
cos® z cos® z cos< z
! 2
(cotgz)" = —cosecz

(3.11)

(3.12)
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SOoLUCAO Usando a regra do quociente, temos:

d /cosz —sen zsen 2z — cos z COS 2 1 9
— = = = — cosec” z.
dz

9 (cotg 2)
— (cotg z) = _
dz & sen? z sen? z

sen z

Outras identidades e regras de derivagao envolvendo essas fungoes sao deixadas como exercicios.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.2

1. Encontre as solugoes das seguintes equagoes:
(a) senz=2 (b)cosz=2 (c)cosz=+2 (d)cosz=1/2.
2. Verifique que as fungoes Re (cos z) e Im (sen z) sdo harmonicas no plano C.

3. Estabeleca as seguintes identidades trigonométricas:

(a) sen (iz) = isenh z.

(b) cos(iz) = cosh z.

(c) 1+ cotg?z = cosec? z.

(d) |cosz|* — |sen? z| = cos (2Re z).

(e) cos(z+ w) = coszcosw — sen zsen w.

(f) sen(z 4+ w) = sen z cosw + sen w cos z.

(g) 2sen(z+w)-sen(z —w) = cos (2w) — cos (2z) .

(h) 2cos(z 4+ w) -sen (z — w) = sen (2z) — sen (2w) .

4. Determine os valores de z para os quais cos z é real.

. N e+z—1 ..
5. Determine onde a funcao f (z) = (& —T)cosz é analitica.
e —1)cosz

6. Dado z = x + iy, comprove as seguintes desigualdades:

(a) |senhy| < |senz| < coshy (b) |senz| <|senz| (c) [cosz| < |cosz|.

7. Determine os valores de z para os quais:
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(a) cos(iz) = cos(iz) (b) sen (iz) = sen (iz).
8. Determine todas as raizes da equagao sen z = cosh 4.

9. FUNGCOES HIPERBOLICAS As fungGes hiperbdlicas senh z e cosh z sao definidas por:

senhz = %(ez —e?)| e |coshz= %(ez +e77). (3.13)

Com base na definigao (3.13), vemos que senh z e cosh z sdo fungoes inteiras. Agora, mostre que:

d d
(a) o (senhz) =coshz e - (cosh z) = senh z.
(b) cosh?z —senh? z = 1.
(c) senhz =senhz cosy + icoshzseny.

(d) coshz = coshx cosy — senh z seny.

(e) senh(z + 7mi) = —senhz e cosh(z+ 7i) = —cosh z.
10. Em cada caso, determine as raizes da equacao.
(a) 2coshz=1 (b)senhz=14 (c) coshz= —2.

2 2 )
11. Mostre que |cos z|“ + [sen z|° = 1 se, e somente se, z é real.

3.3 Logaritmos & Expoentes

O Exemplo 3.1.2 é a motivagao para se definir o Logaritmo Complexo. Dado um niimero complexo

0

nao nulo z = re’, —1 < § < 7, o logaritmo de z, indicado por log z, é definido por:

‘logzzlnr+i(0+2k7r), r>0,keZ, (3.14)

o que torna a fungao z —— logz, z # 0, plurivoca ou multivalente. Em outras palavras, se z é um
nimero complexo nao nulo, entdo log z representa um conjunto infinito de nimeros complexos e, no

caso em que k = 0, obtemos o Valor Principal de log z, denotado por Log z, isto é:

Logz=Inr+1i0, r>0, —w<60<m. (3.15)
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0

E claro que se z = re’’, com 7 > 0 e —7 < § < 7, entdo w = Logz < z = exp (w). Além disso,

fixado k, a aplicacdo z = expw define uma bijegao da faixa (2k — 1)7 < Im(w) < (2k + 1), sobre

C\{0}, cuja inversa é dada por:
w=Inr+i@+2kr), r>0, —7<0<m.
EXEMPLO 3.3.1 Temos que Logi = im/2 e Log(—1) =im. Por outro lado:

logi = {(2k+1/2)mi, k=0,+1,4£2,43,...} ¢

log(—1) = {(2k+1)mi, k=0,£1,4+2,43,...}.
EXEMPLO 3.3.2 Do Ezemplo (3.3.1), vemos que:
Log (22) =Log(—1) =im =2 (ir/2) = 2Logi

que se assemelha ao caso real, onde temos In ($2) = 2lnz, x > 0. Em se tratando de logz, que

representa um conjunto de valores, temos log (12) =# 2logi. De fato:

2logi = {(4k+1)mi, keZ}

log (i) = log(-1)={(2k+ 1)7i, k € Z}
e esses conjuntos sao distintos, isto é, log (12) # 2logi. Notamos que 3mi € log (12) e 3mi ¢ 2logi.
EXEMPLO 3.3.3 Se z = w = —1, entdo:

log(z-w) = logl=Inl+ (0+2kni)=2kni, ke€Z, e

logz+logw = log(—1)+log(—1)=Q2k+1)mi+ 2n+1)mi=2(k+n+1)mi, k,né€Z.

e, portanto, log (z - w) = log z +log w. Essa igualdade deve ser interpretada da seguinte forma: qualquer

valor de log (z - w) se expressa como soma de um valor de logz com um valor de logw.

EXEMPLO 3.3.4 A propriedade In (zy) = Inx + Iny, vdlida no caso real, com = > 0 ey > 0, seria

valida mo caso complexo para a fungao Log z? Se considerarmos z = w = —1, obteremos:
Log(z-w) =0 e Log(z)= Log(w) = i,

de modo que a propriedade nao é vdlida, em geral, para a func¢do Log z.
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EXEMPLO 3.3.5 Um fato que nos parece 6bvio é que exp (log z) = z, para z # 0. Entretanto, a relagdo
log (e*) = z nao ocorre para todo z, ji que log(e*) = z + 2kmi, k € Z. Na verdade, z é apenas um dos

valores assumidos por log (exp z) .

3.3.1 Ramos de w = log z (Propriedades Analiticas de Logz)

A fungao w = Logz =1Inr+1i6, r >0, —7 < 6 < 7, tem parte real u(r,f) = Inr e parte imaginaria
v(r,0) = 6 e no dominio D : r > 0, —7m < 6 < 7, onde as fungbes u e v sdo continuas, temos a
continuidade de Log z. Para comprovarmos que D é o dominio médximo no qual Log z é continua, basta
observamos que u nao estd definida na origem e, por outro lado, Logz é descontinua em qualquer
ponto z = re'™, r > 0, do eixo negativo dos z. De fato, em um tal ponto Log z tem valor Inr + i e
i(—m+1/n)

considerando z, = re , temos que z, — z e Log (z,) ndo converge para Log z, ja que

Log (zp) =Inr +i(—7+ 1/n) — Inr — ir.

No dominio D, as funcdes u(r,0) e v(r,0) sdo de classe C? e as equacdes de Cauchy-Riemann sio
facilmente comprovadas:

vg=ru, =1/r e ug=—-rv, =0

e, por conseguinte. w = Log z é analitica em D, com derivada dada por

1
Uy +iv,) = -, em D.

; )
" el

d
£(Log z)=¢e"

A notacao Log z é usada para denotar o valor principal de log z e, também, a fung@o analitica obtida
por restricao de Log z ao dominio D : r > 0, —7 < 0 < 7. Se na defini¢do Log z = Inr 46 restringirmos

o valor de 6 ao intervalo a < 0 < o + 27, « fixado, a fungao

‘logz:lnr+i9, r>0, a<0<a+?2r, (3.16)

é unfvoca, ou univalente, na faixa horizontal o < Im (w) < a + 27.
Por Ramo de uma funcao plurivoca f (z) entendemos qualquer fungao univoca F, analitica em algum

dominio D, no qual F(z) ¢ um dos valores de f(z).

EXEMPLO 3.3.6 O Ramo Principal da funcao f (z) = Logz é definido por:

Logz=Inr+i0, z=re% r>0, -1 <6 <. (3.17)
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EXEMPLO 3.3.7 Considerando o ramo principal de Log z, vamos identificar a regido de analiticidade
da fungao f(z) = Log(z + A), sendo A um nimero real positivo. Se z = x + iy, a fun¢io w = f(z),
definida por:

f(2) = Log (x + X+ 1y)

¢ analitica nos pontos z = x + iy fora da semireta {(z,y) :x+ X <0 ey =0}, isto é fora do corte
L ={(z,0):z < —\}, como sugere a Figura 3.1
Y

v

Figura 3.1: Dominio de Log (A + z) .

EXEMPLO 3.3.8 O dominio de analiticidade da fun¢do f (z) = Log (2 + ,22) é determinado de forma
similar ao Ezemplo 3.3.7; excluimos os pontos z para os quais 2> +2 estio no corte L = {(z,0) : x < 0}.

Temos:
f(z) = Log (2 + 2?2 -y + 2:L°yi)

e f(z) serd analitica nos pontos fora da semireta {(z,y) :2+2* —y* <0 exy=0}. A opgioy =0 é
descartada e com x = 0 chegamos a |y| > V/2; o dominio de analiticidade de f (2), ilustrado na Figura

3.2, é constituido dos pontos fora das semiretas L = {(0,y) : ly| > v2} .
ya

iﬁ§

=V

3R

Figura 3.2: Dominio de Log (2 + z2) .
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3.3.2 Propriedades & Consequéncias

Algumas propriedades do logaritmo complexo sao vdlidas para log z e outras para Log z e é necessdrio
separar os casos. Por exemplo, a propriedade cldssica In (zy) = Inx + Iny, vélidas no caso real para
x>0 ey >0, nao é vilida no caso complexo, como ilustra o Exemplo 3.3.4. Vejamos alguns casos.
(a) Se z # 0, entao exp(logz) = z e, de acordo com o que vimos no Exemplo 3.3.5, nao é verdade, em

geral, que log (exp z) = z.
(b) Se z # 0, entdo w = Log(z) < z = exp (w) . De fato, considerando z = z + iy, temos:
Log (exp z) = Log (em . eiy) =In(e’)+iy=ax+iy =z
Por outro lado, dado w = pe'®, p >0, —7 < ¢ < 7, entdo:
exp (Logw) = exp (Inp + i) = exp (In p) - exp (ip) = pe’¥ = w.

(c) Se z e w s@o numeros complexos nao nulos, entao log(z - w) = log(z) + log(w). Esta igualdade deve
ser interpretada como uma igualdade entre conjuntos, isto é, qualquer valor de log(z - w) pode

ser escrito como soma de um valor de log(z) com um valor de log(w). Para comprova-la, sejam

0

z=re" ew = pe'Y, comr >0ep>0, e observemos que:

logz+logw = log(r-e?) +log(p-e¥) =1Inr+i(0+ 2kn) +Inp+i(p+ 2nm)

= In(rp)+i[0+¢+2(k+n)n]=log [(rp) . ei(9+“")] = log(z - w).

No Exemplo 3.3.4 enfatizamos que a relagdo Log (z - w) = Log z + Logw nao é vilida, em geral.
Vale ressaltar, ainda, que o conjunto de valores log z + log z pode ser diferente do conjunto 2log z.

Considere z = —1 e verifique que os conjuntos log z + log z e 2log z sdo distintos.
(d) Se w # 0, entdo log (1/w) = —logw. De fato, considerando w = pe’¥, p > 0 e k = —n, temos:

log (1/w) = log(p™'-e ™) =In(p™") +i(—¢+2nm)

= —Inp—i(p+2kr)=—log(w).
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(e) Decorre de (c) e (d) que se z e w sdo nimeros complexos nao nulos, entao:
log(z/w) = log(z) — log(w).
LEMA 3.3.9 (Propriedade da Poténcia) Se z = re’, —m < 0 <7, um complexo nio nulo, entdo:
1/n 1
log(z*/") = —log(z), mn=1,2,3,....
n

0+ 2k
provAa Considerando que z1/™ = Urexp (H . Z) , k=0,1,2,,n— 1, temos:
— n

2 1 2k’
log(zl/"):ln(?/?)+i MJerW =—Inr+i o+ 2m , (3.18)
n n n
onde m € Z e k' = k + nm. Por outro lado,
1 1 1 2m/
—logz==[Inr+i(0+2m'n)] = —Inr+i <9+m77> , m €Z. (3.19)
n n n n

Vemos que os conjuntos de nimeros complexos S; = log (zl/ ") e Sy = %logz dados, respectivamente,
por (3.18) e (3.19) sao iguais. W

Finalizamos esta se¢ao ressaltando que, ao contrario do caso real, a propriedade log (2") = nlog z,
n = 1,2,3,..., nao é valida, em geral, no caso complexo. De fato, dado z = 7€, com r > 0 e

—7m < 0 <7, temos:

log (") = log <r”em9> =nlnr+i(nl +2kn), keZ

nlog(z) = mnlog (rei9> =nlnr+in (9 + 2k’7r) , Kez

e para que nlnr + i (nf + 2kw) = nlnr + in (0 + 2k'w), devemos ter k = nk’, isto &, k dever ser
um multiplo inteiro de n. E claro que nlogz é um subconjunto de log (2™), mas, nem sempre se tem
log (2™) C nlogz. Por exemplo, considerando n = 2 e k = 1, vemos que z = 2In7r + i (20 + 27)
pertence ao conjunto log (22) e nao pertence ao conjunto 2log z, porque nao existe um inteiro &', tal

que z =2Inr + 2i (0 + 2k'w) .

3.3.3 Expoentes Complexos

Da relacao

1
log(z!/") = ~logz, n=123,.., (3.20)
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deduzimos que
1
exp [log(zl/”)] = exp <n log z) (3.21)

e, para cada z # 0 fixo, o lado direito da equagao (3.21) assume n valores distintos. De fato:

%logz: [lnr+i(9+2k:7r)] :ln(?/;)+i<9+2]m>, keZ

1
n n

exp <1log z) = Ur [cos <9+2k:7r> + isen (Wﬂ )
n n n

9+2k77> . <9+2k7r
+ 7 sen

e, assim,

Considerando que a expressao cos ( ) assume n valores distintos, correspon-

n n
. 1
dentes aos valores £k = 0,1,...,n — 1, deduzimos que o mesmo ocorre com exp | —logz | . Por outro
n
lado, temos que z™ = exp(nlogz), n=0,1,2,3,..., z # 0, e, também:
-n —1\n 1 " 1
2 "=(=")"=|-) =exp|nlog— | =exp(—nlogz).
z z
Temos, portanto, as seguintes relagoes:
2F = exp(klogz), VkeZ, (3.22)
1/n 1
27" =exp| —logz), n=1,2,3,... (3.23)
n

As relagoes (3.22) e (3.23) motivam o conceito de poténcia com expoente complexo que, em geral,
definem fungoes multivalentes.

DEFINIGAO 3.3.10 Dados z # 0 e A\ € C, a poténcia compleza z* é definida pela expressio:
2* = exp(\log 2). (3.24)

Por Ramo Principal de 2" entendemos a funcio univalente ®(z) = exp(ALog z), definida no dominio

D:r>0, - m<0<m.
EXEMPLO 3.3.11 Determinemos a poténcia i~ 2. Temos:
i~2 = exp(—2ilogi) = exp [ —2i(2km +7/2)i], keZ,

e daf resulta:

i~% = exp[(4k + V7], k€ Z.
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O exemplo a seguir, mostra, através de igualdade entre conjuntos, uma propriedade da poténcia

complexa de z.

EXEMPLO 3.3.12 Assim como ocorre com os expoentes inteiros, se z =0 e A é um numero complexo
1
dado, entio 2~ = e De fato, de (3.24) temos que:

1 1
.Y

— exp(—Alogz) = —— — —
: exp(=Alog 2) exp(Alogz)  2*

Os valores de 2~ e de sa0, respectivamente:
)

22
exp [ — AMInr +i(0 + 2k7))] e {exp [A(Inr +i(6 + 2k7))] }_1 , kezZ,

e esses conjuntos de valores sao iguais.

LEMA 3.3.13 O ramo principal ®(z) = exp(ALogz), r > 0, —7 < 0 < m, é analitico e a derivada é

dada por:
d

d'(2) = o

(%) = AL

PROVA O ramo principal ®(z) = exp(ALog z) é a composi¢ao das fungoes analiticas z — ALogz e

w — e sendo, portanto, analitico no dominio considerado. A partir da Regra da Cadeia, obtemos:

d'(2) = %[zk] = di;[exp()\ Log z)| = 2[exp()\ Log 2)]
B exp(ALogz)| ox D Los 2] — AsM1
= A [exp(Lng) } Aexp [(A—1)Logz] =xz*"". W

EXEMPLO 3.3.14 Vejamos o ramo principal de \/z. Temos que:

Vz = exp(3Logz) =exp (3Inr+ 3if) = exp (Iny/r +1i0/2)

= rexp(i0/2) = \/r[cos(0/2) + isen(0/2)].
A analiticidade decorre do Lema 3.3.13, mas, pode ser investigada diretamente a partir das componentes
u(r,0) = /rcos(0/2) e wv(r,0) =+/rsen(0/2),

que sio de classe C? e as Equacdes de Cauchy-Riemann sdo facilmente comprovadas, notando que:

1 Jr
up = NG cos(0/2) e wvy= 5 cos(0/2)
_ VT _ !
up =~ sen(0/2) e v, = NG sen(60/2)
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e, portanto, u, = (1/r)vg e up = — (1/r)v,. A derivada pode ser obtida diretamente do Lema 3.3.13,
com X\ =1/2, ou pela férmula (2.19) do Capitulo 2. Temos:

LA = e ting) = & leos(0/2) + isen(0)2)]

—(z) = e (ur +iv,) = isen

dz 2\r

1 1

2\/;61'9/2 - 2\/5‘

EXEMPLO 3.3.15 No ramo principal 0 < Arg z < 2w, temos \/—1 =1i. De fato:

V=1 =exp (% Log (—1)) = exp [% (In1+ m)] — /2 —

Por outro lado, se considerarmos para \/z o ramo 21w < Argz < 4m, teremos /—1 = —i, pois, neste

caso, Arg (—1) = 3w e, portanto:
V—-1=exp (3log(-1)) =exp [5 (In1+ 3mi)] = ™2 = .

EXEMPLO 3.3.16 Em qual ramo devemos considerar \/z, para que se tenha v4 = —2? No ramo

w/2 < 0 < 51/2, temos que Arg (4) = 27, de modo que:
1 .
\/1 = exp |:2 (1n4 + 27TZ):| = 267” = —92.

EXEMPLO 3.3.17 Consideremos a func¢io f(z) = V22 +4, determinada pela condi¢io f (0) = —2,
isto é, V4 = —2, e identifiquemos sua regido de analiticidade. Temos:
1
f(z) =exp [2 Log (2* + 4)]
e no ramo principal de Log z, a funcao f (z) é analitica fora dos cortes L = {(x,£2) : < 0}, mas, a

condicio V4 = —2 exige uma mudanca no ramo de Log z. No dominio
m/2 < Arg(z—2i) <5m/2 e —m/2<Arg(z+2i)<3m/2

temos que f(z) < 0, para todo z real, e as fungoes \/z & 2i sio analiticas. O dominio, ilustrado na

Figura 3.3, consiste dos pontos do plano C, fora dos cortes [(O,y); y > 2] e [a: =0; y< —2].

EXEMPLO 3.3.18 Fizado A € C, XA # 0, a exponencial de base X\, indicada por \°, é definida pela
relagdo:

A = exp(zlogA).
O valor principal de \* € a fungdo analitica f (z) = VP (A\*) = exp(z Log ), com derivada dada por:

f'(2) = M*Log \.
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e

T

=V

—2i

Figura 3.3: Dominio de v/22 + 4.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

1. Em cada caso, determine as solugoes da equacao
(a) logz=1ir/2 (b)logz=1+im.
2. Determine todos os valores e o valor principal de:
(a) log(~1) (b)logi (c)log2 (d) log(V).
3. Dado z =re, 2 # 1, —1 < # < 7, mostre que:
1 2
Re[log (z — 1)] = 5 In (1+ 7% —2rcosf).

Fora do semieixo L = {(x,0) : 2 <1}, por que a funcdo w = Re[Log(z — 1)] deve atender a

equacao de Laplace?

Log (z +4)

4. Determine as singularidades da funcao w = > i
22+

5. Determine o valor principal de:
(a) i (b) (1—)" (c) V2i (d) (1-9)'"" (e) (-1 —iV3)*™.
6. Dados z € C, z # 0, e « € R, mostre que [z%| = |z

’ [e%

7. Mostre que a fungdo w = Log (z — i) é analitica fora do eixo E = {z: Re(z) <0e Im(z) =1}.
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10.

11.

12.

13.

. Usando o ramo principal de log z, obtenha uma expressao para v/z — 1.

. Investigue a existéncia ou nao do limite:

lim Logz.

z——1
A funcédo Log z é continua no ponto z = —17

Calcule o limite das seguintes sequéncias (zy):

n

M (b) z, = (in)l/m (c) 2z = L’ Al <1 (d) zn — pl/in.
n

() zn = n

SOBRE O PARADOXO DE BERNOULLI Identifique onde estd o erro na sentenga abaixo:

(—2)° =2 = 2-log (—2) = 2-log z = log (—z) = log z.

FUNGCOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS A funcao inversa de z = senw, representada por
w = arcsen z, é definida pela relacao:
— _ i Tw —iw
w-arcsenz@z-g(e —e ). (3.25)

]

Considerando ¢ = e™, a equacdo do lado direito de (3.25) nos da:
€2 —-2i26—-1=0

e, efetuando o completamento do quadrado, obtemos:
(€—i2)’ = 1-R2ef—iz=x(1-22)"
& exp (iw) =iz + V1 — 22
Da iltima igualdade, resulta:

w = arcsen z = —ilog(iz + V1 — 22).

Agora, defina as funcées arccos z e arctg z e estabeleca as seguintes relacoes:

(a) arccosz = —ilog(z+ V22 —1) (b) arctanz = %log (Z + z> .

11—z

Estabeleca as seguintes regras de derivagao:
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1 (b) 4 (arccos z) = S (c) 4 (arctan z) = !
V1—22 dz V122 dz 1422

14. FUNGCOES HIPERBOLICAS INVERSAS Demonstre as relagoes:

(a) % (arcsen z) =

1
(a) arccosh 2 = log(s-+VZ7 1) (b) ancsenh = = log(x+ VT F 1) () anctgh = = 1og (177 ).

3.4 Transformacoes do Plano C

Para comegar, investiguemos, do ponto de vista geométrico, a acdo de uma transformacao linear
T:C — C, em trés situagoes simples.
(a) TRANSLAGAO Fixado um nimero complexo n = a + ib, a translagdo w = z + 7 transforma o
ponto (z,y) do plano z no ponto (z + a,y + b) do plano w e uma dada regido R do plano z é
transformada em uma regiao congruente R* do plano w. Em particular, w transforma retas em

0

retas e circulos em circulos. Por exemplo, o circulo z = re”, r > 0, 0 < 8 < 27, é transformado

no circulo w = 1 + re? de centro 7 e raio .

(b) ROTAGAO Dado um nimero § = ¢ + id, a transformacao w = £z consiste de uma rotagao de um
angulo ¢ = Arg (), seguida de uma contragao, se |{| < 1, ou uma expansao, no caso em que
|€] > 1. Essa transformacao também transforma retas em retas e circulos em circulos. Note que

se z =rel? e &€ = pe'®, entdo w = rpe'?+e),

(c) MOVIMENTO RiGIDO A Transform¢ao Afim T'(z) = £z + n, sendo £ e 1 nimeros complexos, é
a composicao da rotagdo z — &z com a translaggdo w — w + 1. A imagem da circunferéncia

0

viz=re? r>0,0<0<2nm, éa circunferéncia I' : w = 7 + pre'®¥) | de centro 1 e raio rp.

EXEMPLO 3.4.1 A transformagio w = (14 14)z+2—1i é do tipow = Ez+n, onde{ =1+i en=2—i.

Ela consiste de uma rotagao de 7/4 sequida de wma transla¢ao por meio den =2 —1i

EXEMPLO 3.4.2 Nos parece 6bvio que a transformagio w = z/ |z|* é uma inversao no circulo |z| =1,

porque |w| =1/ |z| e arg (w) = arg (z) . Ela transforma circulos em cicrculos (veja o Ezercicio 13).
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Se a, b, c e d sao nimeros reais, a equacao
a(x2+y2)+bx+cy—|—d20 (3.26)

pode representar um circulo, no caso em que a # 0, ou uma reta se ¢ = 0. Com a mudanca de varidvel

1
+iv = —— =1 io (3.26) torna-se:
ut = W ou w /z, a equagao (3.26) torna-se
d(u* +v%) +bu—cv+a=0, (3.27)
e observando as equagoes (3.26) e (3.27) concluimos que:

1. Um circulo v no plano z que nao passa pela origem (d # 0) é transformado pela fun¢ao w = 1/z

em um circulo no plano w, que nao passa pela origem.

2. Um circulo no plano z que passa na origem (d = 0) ¢ transformado em uma reta no plano w que

nao passa pela origem.

3. Uma reta no plano z que nao passa pela origem é transformada em um circulo no plano w que

passa na origem.

4. uma reta no plano z pela origem é transformada em uma reta no plano w pela origem.
Como casos particulares, ressaltamos:

(a) A imagem da reta vertical Re (z) = 2 # 0 do plano z é o circulo u? + v? — L~ 04do plano w;
zo

(b) A imagem da reta horizontal Im (2) = yo # 0 do plano z é o circulo u? + v? + 2 =04do plano w;
Yo

c) O semiplano Re (z) > x¢ > 0 é transformado no disco > xg, isto é:
2

u
u2 +v

1 2+2< 1
U — — v — .
2x0 _4:1:(2]

A fungdo w = 1/z é til no estudo das propriedades de uma funcao f (z), onde se envolve o ponto

no infinito. Quando lin%f (1/z) = wg, diremos que f (00) = wy e, nesse sentido, teremos:
Z—

igr%)f(l/z) =wp & Zlgglof(z) = wp.
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422

Por exemplo, para tornar a funcdo f (z) = W continua no infinito, colocamos f (c0) = 4. De fato,
—z

basta observarmos que:

4 J—
(17

Por fim, observamos que lirri 1/f (2) =0 e ao definirmos f (1) = oo, tornamos f continua em z = 1.
Z—

s 172) =

EXEMPLO 3.4.3 (Transformacao de Mdebius) A transformagao w =T (z) definida por:

az+
=T(2) = . 3.28
w=T() = (3.25)
é a Transformagdo de Mdebius e admitindo € #0 e an — B # 0, ela assume a forma:
a an—pEg 1
w= -+ 3.29
¢ ( ¢ ) & (3.29)
ou ainda:
Azw+ Bz +Cw+ D = 0. (3.30)

A condigao an — BE # 0 faz com que a transformagao (3.28) ndo seja constante e resolvendo (3.29)

encontramos:
—nw +
2=
Ew — «

e cada ponto do plano w é imagem de um tunico ponto do plano z, exceto quando w = «a/€. Para
obtermos uma bijecio T : CU{oo} — C U {oo} basta definirmos T (—n/&) = 00 e T (o0) = a /€, & #
0, e T (00) = 00, no caso em que § = 0. Se w = Tz é a Transformagdo de Mobius e definirmos
T (00) =00, se £ =0, T(—n/&) = 0o e, caso & # 0, colocarmos T (c0) = a/&, obteremos uma bijegdo
T :CU{oco} — CU{o0}. Finalmente, olhando a transformacao T sob a forma (3.29), deduzimos que

ela transforma circulos em circulos (retas sao consideradas circulos de raio oo).

EXEMPLO 3.4.4 Dados os nimeros complexos zp e wg, k =1,2,3, a transformacao de Mdbius

(w — wl)(wQ - ’LU3) B (Z - 21)(22 - z3> B
(w—w3)(wy —wy) (2 —23)(22 — 21) (3.31)

leva z, em wy, k= 1,2,3. Primeiro observamos que (3.31) pode ser escrita sob a forma:

(z—23) (22 — 21) (W —w1) (wg —w3) = (2 — 21) (22 — 23) (W — w3) (wg — wq) (3.32)
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e, expandindo os produtos, vemos que (3.32) é do tipo (3.30) , isto é, (3.31) é, de fato, uma transformagao
de Mébius. Segue diretamente de (3.32) que w = wj, quando z = z;, para j =1 e j = 3. No caso em

que z = z9, obtemos de (3.31) :
(w —wi) (w2 — w3) = (w— ws) (w2 — wi),
que possui solugdo dnica w = wa. Em resumo, (3.31) transforma o ponto zj no ponto wyg, k=1,2,3.

EXEMPLO 3.4.5 Se, por exemplo, wy = o0, substituimos em (3.31) ws por 1/wy e obtemos, com
we = 0, a sequinte expressao:
(w—wy) _ (z —21) (22 — 23)
(w—ws) (z2—23) (22— 21)

(3.33)

que é a Transformagao de Mdbius que leva z1, z3 e z3 em wi, 00 € ws, respectivamente.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4

1. Mostre que a fungdo w = iz + i transforma o semiplano [Rez > 0][Re(z) > 0] no semiplano

[Imw > 1].

2. Determine a imagem do semiplano [Im (z) > 0] pela transformagao w = (1 + 7) z. Primeiro usando
coordenadas polares e, depois, coordenadas cartesianas.
3. Determine a imagem da faixa > 0, 0 < y < 2 pela transformagao w = iz + 1.

4. Em cada caso, determine a imagem do conjunto D indicado, pela transformacio w = z2.

(a)D:r>0,0<0<7m (b)D:r<rp; 0<0<T7 (c)D:xy=c; 2> —y?’ =c
(d)D:y=c (e)D:z>0, y>0;, zy<1l (f)D:|z|+ |yl <1

5. Descreva a imagem do setor circular 0 < § < w/4; 0 <r < 1, pela transformacao:
(@) w=22 b)w=2 (c)w=z

6. Descreva a regido do plano C (a pré-imagem) que é transformada pela a aplicagio w = 22 no

retangulo R : 1 <u<2; 1 <v <2,

7. Descreva, geometricamente, a aplicacdo w = (z — 1)_1 .
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8. Repita o Exercicio (4), com a transformagdo w = 1/z e o conjunto D descrito por:
(a) D:0<y<1/2¢c (B)D:y>c>0 (c)D:x>1;y>0 (d) D:2*—-y*=1.
9. Determine a imagem da faixa = > 0; 0 < y < 1 pela transformagao w = 1/z.

10. Suponha que o circulo z = zy+7€', r > 0, 0 < # < 27, seja transformado pela aplicacio w = 1/z

em um circulo de centro wy. Mostre que wg nao pode ser imagem de zg.

11. Um ponto zg ¢ dito ponto fizo da transformacdo w = T (z) se T (z9) = 2z9. Determine os pontos
z—1

fixos da transformacao w = .
z+1

12. Qual a imagem da regiao R = [0, 1] x [0, 2] pela transformacao 7' (z) = (1 +4) z + 2 — ¢?
13. A transformagdo w = 1/z estabelece uma correspondéncia entre C\ {0} e C e pode ser escrita na

forma w = &, sendo & = z/|z[*.

(a) Mostre que a fun¢ao w transforma um circulo 4 do plano z, que ndo passa pela origem em

um circulo I" no plano w, que nao passa pela origem.

(b) Determine as imagens das retas x = 1 e y = 2 pela transformagao w.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1
1. Considerando z = x + iy, encontramos:

(a) exp (22) = €% cos (2y) + ie*® sen (2y) .
(b) exp (2?) = e V" cos (2xy) + ie”” V" sen (2zy) .

(c) exp (iz) = eY cosx + ie¥ sen x.
2. Para resolver a equacio e = pe'¥ designamos z = x + iy para obter e* = pey = ¢+ 2km, k € Z.

(a) exp(22) = —1 < e?® =0e 2y = 7 + 2kn. As rafzes sdo z = (kn +7/2)i, k € Z.

(b) exp(z) =i e*=0ey=mn/2+ 2kmw. As raizes sdo z = (2km + 7 /2)i, k € Z.
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10.

11.

(c) z=In2+4+ (2k + 1) mi.
(d) z=+VEkr £ivkr, k=0,1,2,3,....

(e) z=3+kmi, keZ

. Considerando z = x + 1y, temos:

(a) Re(e®) = 0 & ecosy = 0 & y = km + 7/2 de modo que as solugdes da equacdo sao
z=x+ (kn+7/2)i, k € Z.

? =5 é equivalente a:

(b) Se A = e*, a equagao e® 4 6e~
(A—5/2)% =1/4,

isto &, A=3 0u A = 2. Logo, z =In3 + 2kwi ou 2z = In2 + 2nmi, k,n € Z.

. A igualdade exp (ﬁ) = exp (iz) ¢ viélida seja qual for o nimero complexo z.
. Se z = x + iy, entdo ‘exp(—?z)‘ <lee®<le 20<0,istoé, > 0=Re(z) > 0.

. O conjunto aberto S é o semiplano superior {(3:, y) ERZ:y > 0} .

Considerando z = x + iy, temos que }exp (2z—|—i)‘ = exp (22) e ‘exp (zz2) ‘ = exp (—2xy) e,

usando a desigualdade triangular, resulta:

|exp (22 + i) + exp (i2°) | < lexp (22 +14)| + |exp (iz2)‘

= exp (2z) + exp (—2zy).

. Para z = x + iy, temos que exp (z) € R < e*seny = 0 e daf resulta y = k7.

A fungao f(z) nao ¢ analitica em ponto algum, enquanto g (z) é analitica nos pontos z # 2kmi.

Temos uma consequéncia da Regra da Cadeia. A fungao F'(z) é a composigao das fungdes analiticas

2

f(2) ew — exp (w). As fungoes z +— 2° e z — iz sdo inteiras e 0 mesmo ocorre com as composi¢oes

z > exp (2%) e z — exp (iz) .

Nos pontos z # 0 a fungdo f (z) = exp (1/z) € analitica e suas componentes Re [f (2) ] e Im [f (z) ]

sao, portanto, harmoénicas conjugadas.
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12. As fungoes U (z,y) e V (x,y) sdo, respectivamente, a parte real e a parte imagindria da fungao

analitica F' (z) = exp ( f(2) ) sendo, portanto, harmonicas conjugadas.

13. A tnica singularidade é o ponto z = —1.
14. Da desigualdade (1.12), com w = —zp, vemos que ‘f(z)| < 1, sempre que |z| < 1, No caso em
que zo = 0, temos f (z) = —€'? - 2, que corresponde a uma rotacdo do ponto —z de um angulo ¢.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.2
1. Em cada caso, consideramos z = x + iy e A = €.

(a) Temos:

senz = 2 A —4iA—-1=0

s (A -20)=+iV3e = (Qiﬁ)i.
Retornando & varidvel z, encontramos:

y:—ln(2i\/§)

¢l = (21\/5)“:»@—%” - (Qi\@) /2 o
x=2kn+mw/2, kEeELZ.

Assim, as solugoes da equagao senz = 2 sdo z = 2kwr +7/2 — iIn (2 + \/§) , keZ.

(b) Se fizermos A = €%, a equagdo cos z = 2 torna-se equivalente a (A — 2)? = 3 e, assim:

cosz = 2<:>eiZ:L0g(2:|:\/§) :1n<2j:\/§)

o iz:ln(Qi\@) +2k7ri<:>z:2n7r—iln(2:|:\/§), nez.
2. Do Lema (3.2.2) resulta que
u(z,y) = Re(cosz) =cosxzcoshy e wv(x,y)=Im(senhz) = coszsenhy,
as quais sao funcdes de classe C? e temos:
Au =45 +uyy = (—cosz coshy) + (cosz coshy) =0, em C,

e, de forma similar, mostra-se que Av = 0, em C. Recorde-se que as componentes (parte real e

parte imagindria) de uma fungao inteira sao harmonicas conjugadas!
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3. Primeiro, veja os conceitos das fungoes trigonométricas e hiperbdlicas.
(a) Temos:
. 1 i(iz) —i(iz) 1 —z z i z —z .
sen (iz) = — [e""®) —e }:—,[e —€’] =~ [ —e 7] =isenhz.

(b) Similar ao anterior.

Cos z
(c) Partindo de cotg z = ——, temos:
sen z

1+4cotg®z =1+ cos” 2 = i i = = = cosec? 2
sen? z sen? z sen? z '
(d) Do Coroldrio 3.2.3, temos:
lcos z|? — [senz|? = cos®z +senh?y — (sen® z + senh?y)
= cos?z — senh? = cos (2z) .
(e) Temos:
coszcosw = i {ei(”w) + i) i) o ei(“’*z)}
sen zsenw — 1 [ei(z+w) _ eiztw) 4 gi(zmw) ei(wfz):|
4
e, portanto,

[ei('zﬂ”) + eii(”“’)} =cos (z +w).

N

COSZCOSW —senzsenw =

(f) Proceda como no caso precedente.

(g) De acordo com a definigao, temos:

1 . L 1
2 sen (z =+ w) sen (z — w) = 2. 271 (6zz+zw o e—zz—zw) . ?Z (

1 . . . .
— _5 (627,2 + 67212 _ 62111) _ 672zw) — — oS (22) + cos (271)) .

1Z—1W 6—zz+zw)
(h) Proceda como no caso precedente.

4. Temos que

cosz € R&Im(cosz)=0<senz(e ¥ —e¥) =0

& x=kr ou y=0.

Assim, cos z é real se, e s6 se, z é real ou z = kw + iy, y € R.
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5. A funcdo f(z) é analitica em qualquer ponto z, tal que (e* —1)cosz # 0, isto ¢, nos pontos

z # 2kmi ou z # km + /2.

6. As desigualdades decorrem do Coroldrio 3.2.3

7. A igualdade cos (i Z) = cos (iz) ocorre para qualquer z. Por outro lado,

sen(iz) — sen(iz)@%[exp(—?)—exp 2)] :—211, oxp (=2) — oxp (2)
& [ (2) — exp (2)] = 5. exp (~2) ~ exp (3)

& exp(—2)—exp(z) =0« z=kmi, kelZ.

8. Temos que

sen z = cosh 4 < senx coshy + ¢ cos x senh y = cosh 4

e, portanto:

senx coshy = cosh4 (I)

coszsenhy = 0. (1I1)
De (II) resulta que y = 0 ou = kw + 7/2, com k € Z, e a op¢ao y = 0 nos conduz ao absurdo
senx = cosh4, ja que cosh4 > 1. Assim, x = km + 7/2 e usando a equagao (I), considerando que

(—1)k = *£1 e cosh4 > 0, encontramos:

sen (km +m/2)coshy = cosh4 < (—1)" coshy = cosh4
& coshy = cosh4
& oy = 14.

Assim, as raizes sao z = 2nw + /2 + 4i, n € Z.

9. Consequéncia direta da definigdo. Como ilustracao, vejamos a parte (e).

(e) Temos:

(ez+7ri _ e—z—m) _ % (ez . e7rz' _e % e—wi)

(—ez + efz) = —senh z.

senh (z + i) =

N = DN =

10. Em cada caso, vamos considerar \ = e~.
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(a) A equacdo 2coshz = 1 é equivalente a A2 — A 4+ 1 = 0, com rafzes A = e=™/3, Logo:

L
eZ:QiZ\Q/g@z:i(Zkﬂiﬂ/?)), ke Z.

(b) A equagio senh z = i & equivalente a A2 —2i\ — 1 = 0, com raiz A\ = i = €"™/2, de onde resulta

z=1(2km+7/2), k€.

(c) Neste caso, temos:

2 .
coshz:2<:>>\2+4)\+1:0<:>)\:2i\2f:(2j:\/§/2>-e”r

e as rafzes sdo z = In (2 4+ v/2/2) + (2k + 1) i, k € Z.
11. Se z = z é um niimero real, é sabido que cos® z + sen? x = 1. Reciprocamente, se z = = + iy é tal

que |cos z|2 + |sen z\Q = 1, segue do Corolario 3.2.3 que senh?y = 0 e, portanto, y = 0 e temos que

z é real.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

0

1. Recordemos que se z = re’ é ndo nulo, entdo logz = Inr+i (6 + 2k7) , k € Z, e temos a seguinte

propriedade: exp (logz) = z.

(a) Temos:
logz=1in/2 = z=exp(in/2) = z = 1.
(b) logz=14+ir=z=exp(l+im) = 2z=—e.
2. Dado z = re® # 0, o valor principal de log z é Log z = Inr 4+ .
(a) log(—1) =log (") = (2k+1)mi e Log(—1)=mi.
(b) logi =log (¢!™?) = (2k+1/2)mi e Logi = ir/2.
(c) log2=log (2¢"%) =In2+2kmi e Log2=In2.

(d) log (i1/2) =log [exp (3logi)] = (k+ 1) mi= e Log (Vi) =in/4.
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3. Se z = x + iy, ao calcular log (z — 1), encontramos:
log(z—1)=In|z—1|+i(p+2kn), ke€Z, o=Arg(z—-1),
e, portanto:

Re(log(z—1)) = In|z—1] —ln< (x—1)2+y2>
1 1
= 5ln(mz—l—yQ—i—l—230):511&(1—1—7“2—2?"0039).

A fungdo w = Re [Log (z — 1)], z # 1, & a parte real da fungao analitica z — Log(z — 1) e,

portanto, é uma fungao harmoénica.

4. A fungdo Log (z + 4) é analitica fora da semireta S : Re (z) < —4, Im (z) = 0, enquanto 22 + i se
Log (z +4)

. . 1 A s
anula nos pontos z # +75 (1 — ). Assim, a funcao w 2

¢é analitica na regiao:
R:{ze((::z#i%(l—i) ez¢s}.
5. O valor principal de z* é dado por:

2 =exp(ALogz), z#0.

(a) (i)' = exp (—7/2).

(b) (1—i)* =exp(m+ilnd).

(c) (20)"? = exp [ Log (2i)] = exp [L (2 +in/4)] =1 +i.
(d) 1—i)""" =2exp(n/4) - exp[i (In2 — 7/4)].

(e) (—1—iv3)"™ = exp [272 + (37 In2)i] .

0

6. Se z =re", e considerando que « é real, temos:

12%] = lexp(aLogz)| = |exp (aln |z| + i)| = |e* ] . ¢

eocln|z| — eln|z\a _ |Z|a.

7. Recorde-se que Log z ¢ analitica fora do semieixo L = {(z,0) : z < 0}.
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8. Considerando z = x + 1y, temos:

Vz—1 = (z— 1)1/2 =exp [ Log (z — 1)]

= exp [ln\/(x—1)2+y2—l—;arctan<xgl>}
= \/(x—1)2+y2-expBarctan<$y1”, x # 1.

9. A fungao f (z) = Log z nao é continua em ponto algum do semieixo L = {(z,0) : z < 0}.

10. ()0 (b)1 (c)0 (d) 1.

11. Se z=7r€e", r >0, —7 < 0 < 7, entdo 22 = r2e?’  de modo que:
) ) q

log (2?) =2Inr+i (20 + 2km), keZ
2-logz=2-[Inr+i(0+2nm)| =2Inr+i(20 +4nr), neZ.

Os conjuntos {20 + 2km : k € Z} e {20 + 4nm : n € Z} sao distintos! O erro ocorre ao usar a

propriedade log (z2) = 2-log z, a qual nao é vilida em geral no plna C.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4
1. Se z =z + iy, entdo w =iz +i = —y + (x + 1) i e, portanto:
Re(z) =z >0 Im(w)=2+1> 1.
2. Em coordenadas polares, o semiplano [Im (z) > O] ¢ descrito por r >0, 0 < 6 < 7. Assim:
w=(1+1)z = 2™ 4re? = r/2¢0+m/4)

e, portanto, m/4 < Arg (w) < 57/4. A imagem de [Im (z) > 0] é o semiplano [Im (w) > Re (w)].

Em coordenadas cartesianas, temos:

Im(w) >Re(w) S v>uecr+y>r—ysy>0s2z€ [Im(z)>0].

3. A imagem ¢ a faixa {w =u+iv: -1 <u<lewv>0}.







4. Integracao Complexa

4.1 Funcao Complexa de uma Variavel Real

Seja F'(t) = z (t) + iy (t), a <t < b, uma fungdo complexa de uma varidvel real ¢, e suponhamos
que as fungoes reais z (t) e y (t) sejam continuas no intervalo [a,b], exceto, possivelmente, em uma
quantidade finita de pontos de [a, b], onde elas tém limites finitos. Uma tal fungdo F'(¢) é conhecida

pela denominagao de Continua por Partes em [a,b] e a integral de F (t) no intervalo [a, b], indicada por

b
/ F (t)dt, &€ o nimero complexo definido por:
a

/bF(t)dt:/bRe [F(t)]dt+z'/b1m [F(t)]dt:/bm(t)dt+i/by(t)dt. (4.11)

EXEMPLO 4.1.1 Se F (t) =€, 0 <t < 7/2, temos, de acordo com a definicio, que:

w/2 /2 /2 w/2
/ F(t)dt = / edt = / costdt + Z/ sentdt = 1+ .
0 0 0 0

PROPOSICAO 4.1.2 (Propriedades Basicas) Se F (t) e G (t) sao fungdes continuas por partes em

[a,b] e A é qualquer constante complexa, entdao:

(a) LINEARIDADE: /b (A-F (1) +G(t)]dt =\~ /bF (t) dt + /bG () dt.

/abF (t) dt‘ < /ab|F(t) |dt.

(c) TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO: Se ®(t) = a(t) +if (t) é uma primitiva de F (t) em

(b) DESIGUALDADE ELEMENTAR:

[a,b], isto é, as componentes o (t) e (B (t) sdo derivaveis em [a,b] e
O t)=a (t)+iB (t)=F(t), a<t<b,

b
entao / F(t)dt = ®(b) — ® (a). Em particular, se F (t) é de classe C' em [a,b], temos:

/ bF’(t)dt = F(b) — F(a). (4.12)
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DEMONSTRACAO

(a) Considerando F'(t) =z (t) + iy (t), G (t) = a(t) +i8(t) e A = a + ib, um cdlculo direto nos da:

b b b
/[A.F(t)+c;(t)]dt - /[A 5 (1) + ()]dt+i/ -y (t) + B8] dt

_ </bx dt—i—z/by(t)d)+/aba(t)dt+i/ab6(t)dt
_ / dt+/G
b

b
(b) Representando / F (t) dt sob a forma polar e e notando que / ™. F (t)dt = r ¢ um nimero

a a
real, segue da propriedade linear (a) que:

r= e_w/bF (t)dt = /be—w CF(t)dt = /b Re [e_w F (t)} dt.

Logo,

t)dt':r:/bRe [e*iO.F(t)} dt < ’ eia.p(t))dt:/byF(t)\dt.

(c) Consequéncia direta do Teorema Fundamental do Calculo de varidvel real. De fato:

/abF o /“bx(t) dtﬂ/aby(t) "= [a (t>ﬁzi+zv [5 (t)]:b

= a(b)—a(a)+i-[ﬁ(b)—ﬁ(a)]Za(b)ﬂ'-ﬂ(b)—Ta(t)ﬂﬁ(a)]
= 3()—D(a). W

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1

1. Calcule as seguintes integrais:

/4 00 2 )
(a) / etdt (b) / e #dt, Re(z) >0 (c) / emte=mtqt,  m,n € Z.
0 0 0

2. Calcule as integrais trigonométricas:

(a) /Oﬁt exp (it?) dt  (b) /07T (e +isent) dt (c)/OTr cos (it) dt
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4.2 Funcao Complexa de uma Varidavel Complexa

Nesta segao apresentaremos o célculo integral para fungdes w = f(z), de uma varidvel complexa,
definida e continua em uma regidgo do plano C contendo um arco 7y : z(t) = z (¢t) + iy (t), a <t < b.
Inicialmente faremos um breve comentédrio sobre contornos regulares 7, no plano C, para em seguida

tratarmos das integrais de f (z) sobre o contorno ~.

4.2.1 Contornos e Integrais

Por arco v no plano C entendemos a imagem de uma fungao contninua z : [a,b] — C, isto é, o
conjunto dos pontos z (t) = z (t) + iy (t), a <t < b, onde = (t) e y (t) sdo fungdes reais continuas no
intervalo [a,b]. A orientagao positiva do arco v é aquela correspondente ao sentido crescente de valores
de t. O ponto A = z(a) e B = z(b) denominam-se, respectivamente, Ponto Inicial e Ponto Final do
arco 7. Por simplicidade, faremos referéncia ao arco v como sendo a fungao ¢t — z (t). Veja a ilustragao
grafica na Figura 4.1.

yA
Y

A=z(a)
/g\, B=2z(b)
e

v

v

Figura 4.1:

Em um arco v : z (t) = = (t) + iy (t), um ponto P = z (t), proveniente de dois valores distintos de ¢,
internos ao intervalo [a, b] , denomina-se Ponto Miiltiplo; os demais pontos sao Pontos Simples. Um

arco y = z (t) constituido apenas de pontos simples denomina-se Arco Simples. Neste caso, temos:

t#s=2z(t)#z2(s), a<t,s<b.
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No arco simples pode ocorrer que v (a) = 7y (b) e, neste caso, o arco simples denomina-se fechado; um
arco simples fechado também é denominado arco de Jordan. O comprimento do arco v é o nimero

real L (v), dado por:

b
L) = [ 1 @) (4.13)

e, com a notagdo dz = dx + idy, vemos que o comprimento do arco v se expressa sob a forma

b
L(y) = / |dz]. (4.14)

DEFINIGAO 4.2.1 Um arcoy de equagdo z (t) = = (t)+iy (t), a <t < b, é denominado Arco Regular
ou Suave quando as fungées x (t) ey (t) forem de classe C' em [a,b] e a velocidade 2’ (t) = o' (t)+iy' (t)

¢ nao nula em cada t do intervalo [a,b.].

Em um arco regular v, se 2’ (t) = 0, entdo o vetor 2’ (t) = iy’ () é vertical e no caso em que 2’ (t) # 0,

entao y' (t) /2’ (t) é a declividade da reta tangente ao arco «y, no ponto z (t) .

LEMA 4.2.2 Se a fungdo f(z) é continua sobre o arco reqular vy e |f (z)] < M, em v, entdo:

b
/ FG0)- @) dt‘ <M-L(y). (4.15)

PROVA Segue da propriedade bésica (c) da Segao 4.1 que:

b b
/f(z(t))-z’(t)dt‘ < /\f(z(t)yz'(t)(dt

IN

b
M/ |2" (t)|dt = M - L(v).

EXEMPLO 4.2.3 A circunferéncia |z| = 1, de centro na origem e raio 1, é descrita na forma paramétrica

por z (t) = e, 0 <t < 2m. Trata-se de um arco simples, fechado e regular.

EXEMPLO 4.2.4 O arco ~y definido por

é simples e consiste do segmento de reta de z =0 até z = 1+ ¢, sequido do segmento de z = 1+ 1 até

z =241, como ilustra a Figura 4.2.
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Y1

v

Figura 4.2: Gréfico para o Exemplo 4.2.4

EXEMPLO 4.2.5 (Arcos Justapostos) Osarcosy,:z=2(t), a<t<bey,:w=w(s), b<s<c
sao justapostos, como ilustra Figura 4.3, e o contorno vy, + 4, denominado justaposicio dos arcos vy, e

Yo, € definido por & = £ (t), sendo:

z(t), sea<t<b

w(t), seb<t<e.

A (@) y
c z(b) =w(b)
__ 5
b Y
! Y2
a
)

Figura 4.3: Arcos Justapostos

DEFINICAO 4.2.6 Um nimero finito de arcos requlares e justapostos recebe o nome de Contorno.

EXEMPLO 4.2.7 O arco vy definido no Exemplo 4.2.4 é um contorno simples. Ele é constituido pelos

arcos regulares v, € vsy.

EXEMPLO 4.2.8 A fronteira da regico D = {z =z +iy: |z|+|y| <1} é um contorno simples e

fechado, o qual coincide com o quadrado de vértices z = £1 e z = +i.
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4.2.2 A Integral

A integral de uma fungao continua w = f (z) sobre um contorno 7 : z (t) =z (t) + iy (t), a <t <b,

é, por definigao, o nimero complexo / f (2) dz, dado por:

b
/f(z)dz —/ f(z(t)) - 2'(t)dt. (4.16)

De forma mais geral, podemos considerar fungoes complexas f(z) = u + iv, com componentes
u(z(t),y(t) ev(z(t),y(t)) continuas por partes em [a,b], isto &, sobre a curva 7, e a integral (4.16)
estd bem definida:

b
/f(Z) dz :/ [u(z (t),y (&) +iv (e (t),y )] (&' () +iy (1)) dt.
0 a

EXEMPLO 4.2.9 Para ilustrar o conceito, vamos calcular a integral da funcdo f (z) = 22, ao longo do

segmento v que liga a origem ao ponto 1 + 2i.

SOLUGAO O segmento 7 é descrito por z(t) = t + 2it, 0 < ¢t < 1, de modo que dz = (14 2i)dt e

temos:
1 1
/z2dz = / (t+ 2it)* (1 + 2i) dt = (1 + 22')/ (=3 + 44) t3dt
¥ 0 0
1
— (14 2i) (—3+4¢)/ 2t =1 (14 2i) (—3+4i) = —1 (11 4 23).
0
EXEMPLO 4.2.10 Se «y é o arco |z| = 1, orientado de z = —1 até z = 1, temos:

0
/zdz = / e~ jeltdt = —mi.
¥ T

LEMA 4.2.11 (Teorema Fundamental do Calculo) Se, sobre o contorno v :z =z (t), a <t <b,

a funcio F (z) é uma primitiva analitica® de f (z), entdo

/ F(2)dz = F(2(b)) — F(2(a)). (4.17)

PROVA Usando o conceito de integral e a Regra da Cadeia, encontramos:
b b
/f(Z)dZ = / fz(8) 7 (t)dt =/ Fl(2(t) ' (t)dt
¥ a a
b d

_ /dt[F(z(t))}dt:F(z(b))—F(Z(a))~ u

8F (%) é uma "primitiva analitica" de f (z) se F(z) ¢ analitica e f' (z) = F (2).
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EXEMPLO 4.2.12 Se vy é um arco reqular ligando o ponto z1 = 1 ao ponto z3 =i, entdo F (z) = 23/3

é uma primitiva de z* e do Lema 4.2.11

3
/z2dz: z
~ 3

EXEMPLO 4.2.13 Se v € o segmento de reta de z =1 até z = 1 + i, usamos Log z como primitiva de

SLE ) =),
1

1/z e obtemos:

/dz =Log(1+1i)— Log1 = Log (\/56”/4) =In V2 +ir/4.
y 2

PROPOSICAO 4.2.14 (Propriedades Basicas) Sejam f (2) e g (2) fungdes complexas, continuas nos

pontos de um contorno v:z=z(t), a <t <b.

(P1) Usando a Integral de Linha: Se f (z) = u + iv, entdo:

dz = de —vdy +1 dr + udy. 4.18
Lf(z)z[yux vdy z/vx udy ( )

~

(P2) Invertendo a orientagao: Se —v representa o contorno vy, com a orienta¢do invertida, entao:

/Wf(z) dz = —Af(z) dz. (4.19)

(P3) Linearidade: Se \ é qualquer nimero complezo, entao:

L[f(@—&-z\g(z)] dz:[yf(z)dz—i-)\-fyg(z)dz. (4.20)

(P4) Justaposigao: Se vy, 1 z = 2(t), a <t <bevyy:w=w(s), b <s < c sao dois arcos

Justapostos, entao:

/H%f(z) dz = Llf(z) dz+/72 f(z)d=. (4.21)

DEMONSTRACAO

(P1) Por simplicidade, omitiremos a varidvel ¢t na demonstragao. Considerando v : z (t) = x (¢) +1iy (t),

a <t <b, temos que:
b b
dz = )2 (t)dt = +i "+ay) dt
ﬂf<z) s = [remima= [ i@ i)
b b
= /(u:c'—vy’) dt+i/ (uy'—l—vx’) dt

= /udm—vdy+i/vdm+udy.
v gl
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(P2) O contorno —v pode ser parametrizado da seguinte forma:
—y:w(s)=xz(—s)+iy(—s), —-b<s< —a,
e, considerando t = —s, resulta:

/_ f(2)dz = _“f< () (s)ds = [ F(z(=s)) [ (—s)] ds

(P3) A partir do conceito, temos:

b
/[f(2)+kg(z)]dz - /[f( () + Ag (= (1) ] (t) e

- /f dt+/\/ab (2 (t))z’(t)dt:Af(z)dz+A/yg(z)dz.

(P4) Usando a parametrizagao dada no Exemplo 4.2.5, temos:

c b ¢
/%Wf(z)dz = /af(f(t))ﬁ(t)dt:/a f(z(t))z(t)dt—i—/b Flw @) (t)dt

= f(z)dz+ | f(z2)dz. N

71 Y2

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2

1. Represente as seguintes curvas na forma z (t) = x (t) + iy (¢t), a <t <b.

(a) o segmento de reta de z=0a z =1+ 2i.

(b) o segmento de reta de z = -2 +1ia z = —2+ 4i.
(c) a circunferéncia |z — 2i| = 4.

(d) a circunferéncia de raio 5 e centro na origem.
(e) o arco da pargbola y = 22 de (0,0) a (3,9).

(f) a elipse 2% + 9y = 9.

2. Em cada caso, identifique e esboce o grafico do contorno «, descrito por:
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(a) v:z(t)=3i+3e", 0<t< .

(b) v:2(t)=t+3it?, 1<t<2

IN

() v:2(t)=1+(2—i)t, 0<t<I.
(d) v:z(t)=t+ivV1—12, -1<t<1.
(€) v:z(t)=1+2i/t, —oo<t<0O.
) v:iz@t)=vV1-2+it, —1<t<l1.

. Sejay:z(t) =z (t)+iy(t), a <t <b, um arco suave contido no dominio de uma fun¢ao analitica

w = F (z). Nos pontos z (t) do arco 7, mostre que:

d / /
SIF ()] =F (@) 1),

. Em cada caso, calcule a integral /322dz.
gl

(a) v ¢é o segmento de reta de z = —i até z = 1.
(b) v éoarco|z|=1, Rez>0.

(c) 7 é o arco da pardbola y = 2% de (0,0) a (3,9).

. Calcule / |z|dz, onde v é 0 arco |z| =1, Rez < 0. E se y fosse o segmento de —i até ¢, qual seria

o valor dzz integral?
. Calcule / V/z dz, onde «y é o arco z = exp (if), nos seguintes casos:
gl
(a) —m/2<6<7w/2 (b)0<O<2r (c)m<0<3m.
. Calcule as seguintes integrais de linha:
(a) / — 9%+ :E —y ) ]dz, v é o segmento de 3 + 2¢ até a origem.

241
(b) / (y — x2) dz, ao longo da poligonal constituida do eixo y e da reta y = 1.
0

(c) Log zdz.
|z|=R

d
(d) / 7{, ao longo do arco de circunferéncia |z| =1, Imz > 0.
_1V~7
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2
(e) /Z + dz, ao longo do arco z = 2exp (i0), m < 0 < 2.
y 2
(f) 2m - (2)" dz.
|z|=1

(g) / exp (z) dz, ao longo da poligonal de 7i até 1, sobre os eixos coordenados.
gl

27
(h) / cos zdz.
(1)/ z cos (2%) dz.
0

8. Seja y 0 arco ao longo da curvay =23, de 2 = —1 —iaz=1+ieseja f(z) =4y,sey >0e

f(z)=1,sey<0. Calcule /f (2)dz.
g

9. Sem calcular a integral, mostre que:

(a)

njEs
27

10. Se a funcdo w = f (z) é continua em z = 0, mostre que lir% f (reie) do =2xf(0).
T— 0

d

/z' <1, sendo vy osegmentode z =1 até z =141
z

¥

T
< 3 sendo v o arco do circulo |z| =2 de z =2 até z = 2i.

11. Se v é o triangulo de vértices z = 0, z = 3i e z = —4, com orientacdo positiva, mostre que:

/W(ez —Z)dz

12. Se yp € o circulo |z| = R, R > 1, orientado no sentido positivo, mostre que:

< 60.

L 2 | L

(a) / 082 < T EIE) iy / 8% 1z = 0.

TR z R R—o0 YR z

2m ) )
13. Se f (z) é continua no circulo vy : |z — 29| = R, mostre que/ f(2)dz = Z'R/ f(z0+ R-€?)e?do.
o 0
Com o resultado, deduza que: "
dz . n—1

(a) = 2mi (b) (z—20)" "dz=0, n==1,£2,43,...

TR A0 TR
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4.3 Teoremas Classicos & Consequéncias

Iniciamos esta se¢ao recordando o Teorema de Green no plano xy, do qual se originou o resultado

fundamental da teoria das fungoes analiticas: o Teorema de Cauchy-Goursat.

TEOREMA 4.3.1 (Teorema de Green) Sejam P (z,y) e Q (z,y) duas fun¢ées de classe C1 em uma
regiao D, do plano xy, cuja fronteira v é um contorno simples, fechado e parcialmente reqular, com

orientacao positiva. Entao:

/de+Qdy—// <8Q—a§> dzdy.| W

Agora, se f (z) = u + v é uma fungdo analitica, com derivada f’(z) continua, na regidao D, usamos

o Teorema de Green e as equagoes de Cauchy-Riemann para deduzir que as integrais de linha

/ vdr + udy e / udx — vdy
v gl

sao nulas. De fato, considerando que na regiao D temos u, = vy e v, = —u,, deduzimos que

/vdx—l—udy—// z—Vy)dxdy =0 e /udw—vdy—// y) dzdy = 0.

Logo, tendo em vista (4.18), encontramos:

/ f(z)dz= /udav —vdy + i / vdz + udy = 0. (4.22)
g v

v

EXEMPLO 4.3.2 Como consequéncia do que acabamos de estabelecer, concluimos que:

/ (z3—i—cosz)dz:0 e / <82sz>dz:0.
|2]=1 |z—i|=1 \? +4

Ao usar o Teorema de Green para concluir (4.22), a hipétese de ser f’'(z) continua é necesséria.

Contudo, esta hipétese pode ser removida e E. Goursat foi o primeiro a provar tal fato. O resultado de

Cauchy, agora sem a hipétese de continuidade de f’(z), leva o nome de Teorema de Cauchy-Goursat.

OBSERVACAO 4.3.3 Uma regiao R do plano C sem buracos denomina-se Simplesmente Conexa.
De forma precisa, uma regidgo do plano C é simplesmente conexa quando qualquer contorno simples,
fechado e suave, contido em R, contiver no seu interior apenas pontos da regiGo. Uma regido que ndo

é simplesmente conexa denomina-se Multiplamente Conexa.
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TEOREMA 4.3.4 (Cauchy-Goursat) Se f (z) é uma fungio analitica em um dominio simplesmente

conexo D, entdo

/ f(z)dz =0. (4.23)

seja qual for o contorno v simples, fechado e regular por partes contido em D. W

COROLARIO 4.3.5 (Independéncia do Caminho) Nas condi¢ées do Teorema de Cauchy-Goursalt,
a integral de f (z) ao longo de wm contorno ligando os pontos z1 e zy $6 depende dos pontos z1 e zy €

nunca do contorno em D ligando esses pontos.

PROVA Na Figura 4.4 ilustramos dois contornos suaves 7, € 75, ligando os pontos z1 e z2. Do Teorema

de Cauchy-Goursat resulta:

z/ﬁVQf(z)dzz/%f(z)dz—/%f(z)dz,

isto é:

[hf(z)dz:/%f(z)dz. [ |

Figura 4.4: Independéncia do Caminho.

4.3.1 Existéncia de Primitivas

No que se segue, D representa um dominio simplesmente conexo e f (z) uma funcao analitica em D.
Dados um ponto zg, no dominio D, e um nimero complexo A, a funcao complexa F': D — C, definida

pela relagao

F<z>=A+/zf<s>ds,
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é uma primitiva de f (z), isto é, F (z) é derivdavel e F' (z) = f (z), em qualquer z do dominio D. De

fato, temos:

%l: _ F<Z+A:Z)_F(Z):Alz</z:+Azf(§)dg_/Z:f(§)dg>

2+Az 2+Az
_ Alzf f(g)dg:f(z)JrAlz/Z [f (&) — f(2)]de.

Daf resulta que:
AF 1
i <
Ar ! (2)'

z+Az
</ !f(&)—f(Z)}ldﬁl‘- (4.24)

Quando Az — 0, os valores |f (§) — f (2)|, com & entre z e z + Az, aproximar-se-ao, uniformemente
(independente de &), de zero, de modo que:

z+Az

lim £ (&) = f (=) | d¢] = 0. (4.25)

Az—0 /,

AF
De (4.25) concluimos que A f(2), com Az — 0, isto &, F'(z) = f(z). Se G (z) é outra primitiva
z

de f(z), temos que
d # ] d [*
Slee-[rowx] - eo-i [ 1o
= f(&)—F(z)=0
e, sendo assim, existe uma constante complexa A, tal que
G =r+ [ o)

COROLARIO 4.3.6 Se, no dominio D, a fungio F (z) é qualquer primitiva de f (z) e z1 e z2 sao dois
pontos em D, entao:

/sz(z)dz:F(ZQ)—F(zl). n

EXEMPLO 4.3.7 Usando F (z) = £2° como primitiva de f (z) = 22, temos:

144
/ ZQdZ:%[(l-f-i):g—ZB} =-244
(2

EXEMPLO 4.3.8 Se s representa o circulo z (t) = zg+de', 0 <t < 2, percorrido no sentido positivo,

dz
/ = 2mi.
75 T 20

entdo, independente do raio §, temos:
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d 271"5z't
[t [
vs 2 — 20 o de

EXEMPLO 4.3.9 Agora, deize v ser um contorno simples, fechado e parcialmente reqular, envolvendo

De fato:

o ponto zg. Entdao, dependendo da orientacao escolhida para o contorno vy, teremos:

d
/ c — foni.
7Z—Z()

Na Figura 4.5 abaizo ilustramos a situagcao geométrica, onde D é a regido entre os contornos vy e 7s,

sendo ¢ suficientemente pequeno, de modo que o circulo s esteja envolvido pelo contorno . Do Teorema

de Cauchy-Goursat, seque que:

/ dz / dz / dz
0 — frg + s
Y+L—L+v; # ~ 20 YR TR Jys TR0

e a conclusao seque do Exemplo 4.3.8.

L y

Figura 4.5: Figura para o Exemplo 4.3.9.

OBSERVACAO 4.3.10 O Teorema de Cauchy-Goursat admite uma versao para regioes multiplamente
conezas, formulada da sequinte maneira: seja vy um contorno simples, fechado e regular, interno ao
contorno vy, também simples, fechado e regular, e seja R a regido entre os contronos vy, ey, com fronteira
OR orientada no sentido positivo. Se f (z) é analitica na regiaco R U IR, entao:

f(z)dz=0.
OR

4.3.2 Formula Integral de Cauchy

A Férmula Integral de Cauchy é o instrumento bédsico para estabeler as propriedades, algumas

surpreendentes, das fungoes analiticas.
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Seja v um contorno simples, fechado, parcialmente regular, com orientacdo positiva’, e consideremos

2o um ponto interno ao contorno v . Se f (z) é analitica na regido R, contendo o contorno =, entdo:

/ /(z) dz = 2mif(z). (4.26)

Z — 20

A férmula (4.26) é a versao simples da Férmula Integral de Cauchy e para demonstré-la, consideremos

d > 0, tal que o disco Ds : |z — zp| < ¢ esteja envolvido pelo contorno v. Resulta do Teorema de Cauchy-

JECYSyCh
N 2= 20 vy 220

sendo 75 o circulo |z — 29| = 4, percorrido no sentido positivo. Se expressarmos f (z) sob a forma

Goursat que:

f(2)=1[f(z)— f(20)] + [ (20),

teremos:

[E e [ LO Sy, [ ), (4:27)

Z— 2 Z— 20 Z—20
e a dltima integral do lado direito de (4.27) é igual a 27if (29), conforme vimos no Exemplo 4.3.8. Sendo

assim, resta-nos provar que:

zZ — 20

/Mdz—)() com § — 0.
Y5

Ora, considerando que |f (z) — f (20)| se aproxima de zero, quando z — zp, de modo uniforme, isto é,
independente do z, temos que dado £ > 0, podemos admitir que |f (2) — f (20)| < ¢, seja qual for o z

no circulo v4 e, portanto:

) =10,

Z— 20

|f (z) = £ (20)] 3 _ 2med _
g/%|dz|§5/%|dz\_ = = ome.

Vs |Z_ZO|

f(2) —f(Zo)d

Z — 20

Da ultima relagao deduzimos que z = 0 e, por conseguinte, temos a férmula (4.26).

Vs

EXEMPLO 4.3.11 Usando a Férmula Integral de Cauchy, com zy = i, encontramos:

“d
/ O o exp (mi) = —2mi.
|z—mi|=4 2 — T

"Um tal contorno denominar-se-4 "contorno admissivel".
$Quando um contorno fechado envolver um ponto, diremos que tal ponto estd no interior ou é interno ao contorno.
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EXEMPLO 4.3.12 Vamos usar a Formula Integral de Cauchy para calcular o valor da integral:

/ z dz
ot2ij=1 22+ 4

Olhando a integral sob a forma

/ z dz B / f(z)dz
lz+2i=1 (2 — 21) (2 + 21) ot2ij=1 2+ 20

com f(z)=z(z— 2@')_1 , aplicamos Férmula Integral de Cauchy, com zy = —2i, e encontramos:

/ 22 it (20) = i
|

y2i=1 22+ 4

CONSEQUENCIAS

1. VALOR DA FUNCAO SOBRE O CONTORNO Conhecendo os valores de uma funcao analitica

f (2) sobre um contorno admissivel ~y, é possivel calcular, via integragao, todos os valores da fungao f

nos pontos internos ao contorno. De fato, se zg € um ponto interno ao contorno -, entao:

f(20) = ! /f(z)dz. (4.28)

211 ~ 2= 20

No calculo da integral é suficiente conhecermos os valores f (z) nos pontos do contorno 7.

2. REGULARIDADE DAS FUNCOES ANALITICAS Uma fungdo f (z), analitica em zp, é infinita-

mente derivdavel em uma vizinhanca de zy e, além disso, todas as derivadas f(”) (z) s@o analiticas em
zg. A comprovacao desta consequéncia tem como principio a derivacdo sob o sinal de integral, onde
permutamos o limite com o sinal de integral, o que é permitido, neste caso. Para a derivada f’(z),
consideramos um contorno admissivel v e obtemos de (4.28):

Af  flao+Az)—f(20) 1 [1/ f(z)dz 1 /f(z)dz]
v 8!

Az Az TAz |27 ),z —(20+D2) 2mi), z— 2

o 1/( (A2)f(z)dz 1 /( f(2)dz

2miAz ), (z— 20— A2) (2 —29)  2mi ), (z— 20 — Az) (2 — 20)

Logo, fazendo Az — 0, encontramos:

' (20) = lim Af_l/(f(z)dz

Az—0 Az 211 v (2 — 20)2
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Usando o processo indutivo é possivel comprovar a Férmula Integral de Cauchy em sua versao geral:

£ () = /ﬂz)dz n=0,1,2,.... (4.29)
vy

T 2mi ), (2 — )"t

3. TEOREMA DE MORERA Se f(z) é continua em um dominio D, simplesmente conexo, e

/Vf(z)dz:O

ao longo de qualquer contorno admissivel v em D, entdo a fungao f (z) é analitica em D. O Teorema

(4.30)

de Morera é na verdade uma reciproca do Teorema de Cauchy-Goursat e a condi¢ao (4.30) estabelece

que a integral de f (z) independe do contorno. Assim, fixado zp em D, a fungao

Fe) = [ e
20
estd bem definida e é analitica, jd que F’ (z) = f (2).

4. TEOREMA DE LIOUVILLE Uma func¢ao complexa f : C — C que é, ao mesmo tempo, inteira e

limitada, é constante. De fato, dado z em C, segue da Férmula Integral de Cauchy que:

F(z) = o JO& (4.31)

2 Jie_ap=r (€ - 2)?

e considerando M um majorante de |f (z)| em C, resulta de (4.31)

el [ S o g = 2 (4.32)

T Jieamn [€ 2 T 20R? Jie oo

e fazendo em (4.32) R — oo, obtemos |f’ (z)| = 0, para todo z em C, e daf segue que f (z) é constante.

5. TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA Todo polinébmio

P(2)=ap+aiz+az® +---+an2", an#0,

de grau n > 1, possui ao menos uma raiz no corpo C. Para provar, vamos raciocinar por contradigao,

admitindo que P (z) ndo possui raiz em C. Entao a fungao complexa f (z) = é inteira e, portanto,

L
P(2)

limitada no disco compacto Dpg : |z| < R, de modo que existe uma constante M; > 0, tal que:

|f (2)| < My, Vze Dp. (4.33)
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Por outro lado,

. . ao ai Gp—1
lim |P(z)] = lim (zn——l— 4.4 +a )
T PG = i (e[ .
. an—1 aq ap
> 1 [ n( _ |&n ‘_..._| N )]:
N IZ‘EHOO 21" ] z P 2m oo

de onde resulta que | l‘im |f (2)| = 0 e, portanto, existe uma constante positiva Ma, tal que:
Z|—00

|If(2)] < Ma, VzeC,com |z| > R. (4.34)

Combinando (4.33) e (4.34) deduzimos que f (z) ¢ limitada em C e pelo Teorema de Liouville, concluimos
que f(z) e, consequentemente P (z), é constante. Isto nao é possivel, a menos que n = 0, o que nao é

O caso.

6. DESIGUALDADE DE CAUCHY Suponhamos que f(z) seja analitica em D : |z — 2| < R e

continua no compacto D : |z — 29| < R e seja M o valor méximo de |f (z)| no compacto D. Entao

n!M
Rr

| /" (20)] < (4.35)

A desigualdade (4.35), que leva o nome de Desigualdade de Cauchy, é consequéncia direta da Férmula

Integral de Cauchy. De fato, temos:

n'/ f(z)dz
278 Jyozgl=r (2 — 20)""

EXEMPLO 4.3.13 (Aplicando a Desigualdade de Cauchy) Uma fungdo inteira f (z) que satisfaz

n!M n!M
= 9 Rn+l - :

‘f(n) (Zo)‘ =

|z—z0|=R Rr

a desigualdade |f (2)] < Clz|, para alguma constante real C e para todo nimero complexo z, ou é
identicamente nula ou existe uma constante compleza A, tal que f(z) = Az, Vz. Para comprovar,
suponhamos que f ndo seja identicamente nula e fixtemos um ponto z no plano C. Se M é o wvalor

mdzimo de |f (§)|, no disco |§ — z| < R, entao:

M = max < max (C < max C —z|+ |z|) = C(R + |z
e da Desigualdad@ de CO/LLChy, resulta:

2IM 2IC(R+ |z
}f"(z)‘g R2 S (R2 ‘ |)

. (4.36)

Fazendo em (4.36) R — oo, deduzimos que f"(z) = 0 de onde resulta que f(z) = Az +k e para

concluir, notamos que k = f (0) = 0.
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7. PRINCIPIO DO MODULO MAXIMO Seja f(z) uma fungado analitica e nao constante no disco

Dp: |z — z0] < R. Se~y é a circunferéncia |z — 29| = r, 0 < r < R, segue da Férmula Integral de Cauchy

que:

27
F(z0) = — / JEde L[ e dg (4.37)
Y

2mi z—20 271 Jo

e, como consequéncia de (4.37), temos:
(i) O valor de f (z) no ponto zg, centro do disco D, ¢ a média dos valores de f na circunferéncia.
(ii) No disco Dp, existe ao menos um ponto z, tal que |f (z0)| < |f (z)|. De fato, de (4.37) resulta:

2T
|f (20)] < 2177/0

e, se fosse |f (2)| < |f (20)], para todo z em Dpg, teriamos:

27
f ()] < /0

2

f <zo + rew) ’ do

(rotre®) o< o [Tis Goldr =17 ol

™

e isto acarretaria

/0% (|f (z0)] — ‘f (zo v rew) D 6 = 0. (4.39)

Sendo a fungao real 0 — |f (zo)| — ’f (20 + rew)} continua e ndo negativa em [0, 27|, segue de
(4.38) que |f (20)] — | f (20 +re®)| =0, 0 < 0 <27, 0 <r < R, e a funcio seria constante em

Dpg, contradizendo hipétese.

Principio do Mddulo Médximo: "se f(z) é analitica no disco Dg : |z — 29| < R, o valor méximo de

|f(2)], caso exista, ndo ocorre no interior do disco".

TEOREMA 4.3.14 (Teorema do Mdédulo Maximo) Se f(z) é analitica e nao constante em uma

regiao compacta K, entao o valor mdazimo de |f (z)| nao ocorre no interior do compacto K. N

EXEMPLO 4.3.15 Para ilustrar o Teorema do Médulo Mazimo, consideremos a funcio f (z) = (z + 1),

na regiao compacta K, delimitada pelo tridngulo de vértices z =10, z=1 e z =1. Se z = x + 1y, entdo
2
If ()] = (& +1)" +y°

e na regido K o valor mdzimo da fungao real z — | f (z)

é M = 4, atingido no ponto de fronteira z = 1.
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OBSERVACAO 4.3.16 (Sobre o Principio do Médulo Minimo) A func¢éio f (z) = z é analitica no
disco D : |z| <1 e a fungdo real z — |f (2)| atinge seu valor minimo na origem z = 0, o qual é um
ponto interior ao disco D. No caso em que a fungdo f (z) é analitica e ndo constante em um dominio
limitado D e continua na regiio compacta D, com f(z) # 0 em D, entdo o valor minimo de |f (2)]
ocorrerd em um ponto zy da fronteira 0D. De fato, neste caso, zg serd um ponto de mdximo da fungao

g(z)=1/f(z), o qual, pelo Teorema do Mddulo Mdazximo, estard na fronteira do dominio D.

EXEMPLO 4.3.17 Vamos ilustrar o Principio do Médulo Minimo, considerando f(z) = (z +1)* na
regiao delimitada pelo tridngulo de vértices z =0,z =1 e z = 2. A funcao f(z) nao se anula na regiao

e a real | f (2)| atinge seu valor minimo m = 1 no ponto de fronteira z = 0.

EXEMPLO 4.3.18 (Principio do Min-Max para Fungoes Harmoénicas) Dada uma fungao u (z,y),
harmoénica e nao constante no dominio limitado D, seja v (x,y) uma harmoénica conjugada de u. Se a
func¢do analitica f(2) = u + v é continua na regidgo compacta D = D U dD, entdo o valor mdximo (e
também o valor minimo) de u (x,y) ocorre em um ponto da fronteira de D. Para comprovar, seja zy o
ponto de mdzimo da fungdo real z — |exp (f (2))|, o qual jaz na fronteira OD e é, também, o ponto de

mazximo da funcao u (z,y), tendo em vista que:

exp (u (20)) = lexp (f (20))| > lexp (f (2))] = exp (u(2)), Vze€ D,

e daf resulta que u (z9) > u(z), Vz € D.

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.3

1. Determine onde a fungao w = f(z) é analitica e usando o Teorema de Cauchy-Goursat deduza

que f(z)dz=0:
|z|=1
2

z 1 z

3 (b)w:m (C)w:expz (d) w=zLog(z+2i) (e) w = tanz.

(a) w=

2. Seja R a regiao compreendida entre o circulo |z| = 4 e o quadrado de vértices z = £1 e z = +i,

com a fronteira OR orientada no sentido positivo. Em cada caso, explique por qué f(z)dz=0.
OR
1 z42 z
= — b = = —
@ 1) =527 B FE)= s (@ F)= oo
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10.

11.

. Seja v o circulo unitdrio z = e

. Calcule (z)dz, sendo w = f (z) dada por:
|z|=1
1 1 exp (22) cos z e’ —1 cosh (3z2)
- (b — f) ——.
(a) z ( )4—|—iz () z 421 (d) z (e) 2z —1 (®)

2
. Calcule /fldz, sendo 7y o circulo |z —i| = 1/2.
Z J—
g

. Seja y o contorno |z| = 3, com orientagao positiva, e defina a fungao

2_ —
9(2):/255_6226557 2| # 3.
gl

Calcule os valores de ¢ (2) e g (47). Qual o valor de g (z), para |z| > 37

Seja v um contorno simples, fechado e suave, e defina a funcao

2
o - | €220%
Y

Quais os possiveis valores para ¢ (z)? Note que g ndo estd definida nos pontos do contorno ~.

Seja R a regiao delimitada pelo quadrado de vértices z = +2 e z = +2¢ e considere a fronteira

OR com orientagao positiva. Calcule / f (2) dz, nos seguintes casos:
OR

@ 1= 0 r6=57 © 0=

‘Zo’ < 1/2.

Seja w = f(z) uma func@o analitica na regido delimitada por um contorno simples fechado v e

seja zp um ponto fora de . Mostre que:
/f’(Z)dz / f(z)dz
v # TR0 7(2_20)2'

, orientado de § = —m a 8 = 7. Se A é uma constante real, mostre

0

e)\z dz s

que / = 2mi e usando o resultado conclua que / e*s0 cos (Asen ) d = .

z
¥ 0

Tlustre o Principio do Min-Max para fungdes harmonicas, apresentado no Exemplo 4.3.18, com os

dados: f(z) =expzeR:0<z<1; 0<y<m.

Dado um polinémio P (z) = ag + a1z + - - - + an2", a, # 0, de grau n > 1, mostre que existe uma
constante R > 0, tal que:

|P(z)| > Mn|2|2|7 sempre que |z| > R. (4.39)
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12.

13.

14.

15.

16.

CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

Calcule as seguintes integrais:

()

cos (z2 + 3z — 1) dz b jé Log (22 + 2) dz ( 7{ (22 +z+ z) dz
c .
f=3  (22+3)° f=1 (32— 2)° f=1 (42 =)

Seja f (2) = u(z,y) + iv (z,y) uma funcio inteira e suponha que u (z,y) seja limitada em R2.

Mostre que u (x,y) é constante.

Suponha que a funcao f(z) = V22 +4 seja determinada pela condi¢ao f(0) = —2. Se v ¢ o

quadrado de vértices z = +1 £ 4, com orientacao positiva, calcule:

()/41221(L4523()/422 4sz ()/22;2;?2 ()

Se 7y & o contorno |z — i| = 2, com orientagao positiva, calcule o valor de / g (z) dz, sendo:

.
@ 9(:)= 5 () gl = —
a 2) = —5— )=

g 2244 g (22 4 4)?

. < . . 1
Seja w = f (z) uma fun¢ao analitica no disco |z| < 1, no qual se tem |f (z)| < =Tl Usando a
— |z
Férmula Integral de Cauchy no contorno v,, : |z| = %, deduza que:
n
™) (0 1\"
fn'() S(n—l—l)(l—i—n) , n=1,2,.... (4.40)

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1

1.

2.

3.

Usando primitivas, obtemos:

(a) —v2/2+ (1-+v2/2)i.

(b) 1/w.

(c) A integral é igual a 2w, se m = n, e igual a 0, caso contrério.
(@)i (b)2+2i (c)3(e™—e").

I =2+ 3.
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ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2
1. Usando a parametrizacao canonica.

(a) z(t)=t+2it, 0<t<1.

(b) z(t) = —2+it, 1<t<4.

(c) z(t) =4cost+ (2+4sent)i, 0<t<2m.
(d) z(t) =bcost+bisent, 0<t<2m.

(e) z(t)=t+it?, 0<t<3.

(f) z(t) =3cost+isent, 0<t<2m.
2. (a) Circunferéncia de centro zp = 3¢ e raio R = 3.

(b) Arco da pardbola y = 322, de 21 = 1 + 3i até 2o = 2 + 12i.

(c) O segmento de reta de z =1 até z =3 —i.

(d) O arco de circunferéncia 2 + y?> =1, y > 0, de z = (1,0) até z = (—1,0).
(e) Asemi-reta[r=1; —oco<y<0].

(f) O arco da circunferéncia |z| =1, Re(z) >0, de z = —i até z = .

3. Se f(2) =u(z,y) +iv(z,y), entao:

d d

CIREON = Slu@®),ym)] i@,y 0)]

= ' +uyy +i (v’ +vyy)
!

= (ug+ivg) 2 +i(vy —iuy)y

= F'(z(t) (2 +4y) =F' (2 () 2 (¢).

4. (a) —=2i (b) =2i (c) 27(1+1i)*.
5. Ao longo do arco |z| =1, Rez < 0, a integral é —2i; ao longo do segmento de —i até i é igual a i.

6. (a) 2v2i/3 (b) —4/3 (c) 4i/3.
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7. Em alguns casos, o uso de primitivas torna os calculos mais simples.

(a) g(l + 51) .

(b) —3+3
(c) 0.

(d) 2 —2i.
(e) 4—2mi

(f) A integral vale 273, se m = n — 1, e zero, caso contrario.
(g) 1+e.
(h) o.
(i) —2sen (7?).
8. I=2+ 3.

9. (a) No arco 7, temos que |1/z| <1 e, portanto:
dz

d
- S/Mﬁ/’dzf‘:L
v |7l 8!

(b) No arco 7, temos |1 + 22| > |z]> =1 =3 e, assim:
|dz|

dz 1 1 T
< = d =—.

10. Dado € > 0, seja & > 0, tal que {f (rew) — f(O)‘ <eg, VOhelO<r<d. Assim,

/O%f <7~ei9) o — 2 f (o)‘ < /O

11. No triangulo 7, temos x = Re (z) < 0, de modo que e < 1 e |Z| = |z| < 4. Assim:

/7 (e* —2)dz

12. (a) No contorno yp : z = Rexp (i), —7 < 0 < 7, temos:

Log 2z Log z| |dz 1 , 1
/ ( Z2 )dz - / ‘RJ’:R?/ |lnR+29||dz|§R2/ (In R+ |0]) |dz|
TR TR TR TR

1 2r(InR+7

TR

2

f (rew) — f (0)‘ df < 2me.

sA<ex+\z|>|dz§/<1+4>rdz|=5'm>=60-

v
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(b) Segue de (a), com R — oo.

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.3

1. Se uma fungdo w = f(z) é analitica em uma regido delimitada por um contorno =y, simples,

fechado e suave (curva de Jordan), entao / f(2)dz = 0. Em cada caso, representamos por R a

.
regiao onde f (z) é analitica.

(a) R={z€C:2+#3}.

(b) R={z€C:z# -1+iV2}.

() R=C. (a fungio f(2) ¢é inteira.)
(d) R =C\E. (a fungio f(2) é analitica fora do semi-eixo E = [z <0 ey = —2].)

() R={2€C:z#kr+m/2}.
2. As singularidades da funcao estao fora da regiao R U IR.

3. Nos casos (a), (d), (e) e (f) o resultado segue da Férmula Integral de Cauchy. Em (b) e (c) a

integral é 0, pelo Teorema de Cauchy-Goursat.

(a) 2mi () 2mi (o) mi(Ve—1) (f) 2.

22

4. Fatorando o polindémio 2% — 1 e considerando f(z)= 50 - encontramos:
z 122 — 2 —14

22dz B f(z)dz_ o
[y241_/7 P =2mif (i) = /2.

5. Temos que g (2) = 87 e se |z| > 3, entao g (z) = 0.

6. Se o contorno v envolve o ponto z, temos g (z) = +2mi (z2 + 22), de acordo com a orientacao

escolhida para . Se o ponto z nao estd nem é envolvido pelo contorno ~, entao g (z) = 0.
7. (@) © (b) —mi/2 (c) misec? (20/2).
8. Resolva por etapas, observando a posi¢cao do ponto zp em relagao a regiao R delimitada por ~.

(i) Se o ponto zy for exterior a regiao R, os integrandos sao analiticos e as integrais sdo nulas.
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10.

11.

12.

13.

14.
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(ii) Se o ponto zg ¢ interior & regido, segue da Férmula integral de Cauchy que as duas integrais

valem 273 f' (29) .

. Da Férmula Integral de Cauchy, com f (z) = exp (\z), temos:

e)\z €>‘Z
—dz = / dz =2mif (0) = 2mi.
y 7 N Z— 0

Por outro lado,

™

Az s )\ 10 )
omi = /6dz:/ eXp(we)(z’ew) d@zi/ exp (Acos f + iAsen 0) df
e

T —Tr

= 1/ e’\COS‘9 os (Asen®)|df — / e)‘cose[sen()\senﬁ)]dﬂ.

—T

Logo, [" e*?[sen (Asen)]dfd =0 e [ e*[cos(Asend)]df = .

Dado que f (z) = exp z, entdo u (z,y) = e cosy e v (z,y) = e seny. Considerando que a fungao
u(z,y) = €” cosy nao tem ponto critico, concluimos que os valores maximo e minimo de u (z,y)

ocorrem na fronteira da regido. Raciocinio similar se aplica & fungao v (z,y) .

Considerando que |z1\linoo 271 + e 1 4t 4n—1 ‘ =0, existe R > 0, tal que:
2o —+ por 1 +- M‘ < ’(12n|, sempre que |z| > R. (4.41)
Agora, usando (4.41), temos:
P = |2I"|an A" (Janl = |5 + g+ + )
> |z|" <\an] — ’(l2n|> = 2‘7;|Gn|, se |z| > R.

(a) 0 (b) 4mi/33 (c) mi/32.

Sendo u (z, %) limitada, a funcdo g (z) = exp [f (2)] ¢ inteira e limitada, j4 que |g (z)] = e“(*¥) e

do Teorema de Liouville segue que g (z), e, portanto, u (x,y), é constante.

E fundamental a escolha do ramo de Log z, para podermos aplicar a Férmula Integral de Cauchy.

Ap6s a fatoracao do denominador, encontramos:

V22 +4dz B 2214 T B .
S Y P v Y P Rl Py e v z:1/2_817m (b) —7/2V15 (c) mi/2/7.
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15. (a) /2 (b) 7/16.

=n+ 1 e da Férmula Integral de Cauchy, resulta:

n+1
[ e (Y )
T Tu 12| n v L= 2]

_ <n+1>n+1(n+1)L(7n):27T(n+1) <1+i>n.

n

16. Sobre o contorno v, temos 17||
— |z

27 | f) (0)]

n!

(2)
on+1 dz
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A3
5. Séries, Residuos & Poélos

No Capitulo 1, quando tratamos com sequéncias complexas z; = = + iy, k € N, ressaltamos a im-
portancia das sequéncias reais z = Re (z) e yx = Im (2;). Os conceitos e regras sobre séries numeéricas

reais serao o ponto de partida para estabelecermos os resultados bdsicos sobre séries complexas.

5.1 Séries Complexas. Convergéncia Uniforme

Dada uma sequéncia (zj), de nimeros complexos, deixe-nos representar por Z,, n € N, a n-ésima

soma parcial

n
anzl—l—ZQ—i-"'—l—Zn:ZZk. (5.16)
k=1

Se considerarmos zp = xj + iy, teremos Z, = X,, + 1Y}, sendo

Xpn=z1+x24-Fxn ¢ Yo=p1+%++Un

e a sequéncia de somas parciais (Z,) converge para Z = X + iY se, e somente se, limX,, = X e
limY, =Y.
[ee)
DEFINICAO 5.1.1 A soma infinita sz, também denominada Série, é Convergente quando a se-
k=1

quéncia (Z,) de somas parciais convergir. Neste caso, anotamos

o0
sz =1limZ, = lim X,, + i lim Y,,.
k=1

o0
Quando a sequéncia (Zy) divergir, diremos que a série E zr € Divergente.
k=1

5.1.1 Propriedades Basicas

Algumas propriedades estabelecidas para séries reais continuam vélidas para séries complexas. No

que se segue, T € Y, representam, respectivamente, as partes real e imagindria do nimero complexo z.
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o0 oo o0
1. A série g zj, € convergente se, e somente se, as séries reais E Re (zx) e E Im (zx) sdo conver-
k=1 k=1 k=1

gentes. Neste caso, temos:

Z 2 = Z Re(zx) + Z Im(zy). (5.17)
k=1 k=1 k=1

o0
PROVA Se Z, = X,, + 1Y, é a n-ésima soma parcial da série g zk, entao:
k=1

X, = ZRe (z) e Y, = Zlm (2)
k=1 k=1

e o resultado segue do Exercicio 8 da Secao 1.4. H

o0
2. Se Z zj € convergente, entao lim |zx| = 0.

k=1
o0 o0 o0
PROVA Se E zx € convergente, entao as séries reais g Ty € E Y sao convergentes e, portanto:
k=1 k=1 k=1

limzp, =0 e limy,=0.

Logo, limz; =0. A

0.) o
3. Se a série real E |z| € convergente, entao a série complexa g 2, também converge.
k=1 k=1

PROVA Considerando que |zx| < |zx| € |yx| < |2x|, Vk, deduzimos por comparagao que as séries

o0 [e.e] o
reais g TE € g yr sao absolutamente convergentes e, portanto, E zi converge. W
k=1 k=1 k=1

(e e] o0
4. Como ocorre no caso real, se E Zk € g wy, sao convergentes e A é uma constante complexa, entao
k=1 k=1

o0
Z (zk + A - wy) € convergente, com soma dada por:
k=1

Z(Zk —l—)\-wk) = sz —I—)\'Zwk).
= k=1 k=1

k=1

PROVA Decorre diretamente das propriedades do limite para sequéncias. W
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EXEMPLO 5.1.2 A séri i ()" +1

. série —
— 1k?2

desta série sao, em valor absoluto, dominados pelos termos de uma p-série real convergente:

converge absolutamente’. De fato, basta observar que os termos

(=) X2
S| e
1k? k2
k=1 k=1
2 (—1)F —1)F
EXEMPLO 5.1.3 A "Z( ) jci 10 )
1. série T converge condicionalmente™”. De fato, se zp = ST temos
i i
k=1
(71 k+1 00 (o) 00
zp =0 eIm(z) = o de modo que as séries Zwk e Zyk sao convergentes. Assim, sz
k=1 k=1 k=1
o0 [e.e]
também converge. Por outro lado, Z |zi| é a série harmonica divergente Z T
k=1 k=1
EXEMPLO 5.1.4 (A Série Geométrica) Por Série Geométrica de razio & e coeficiente A, enten-
o0
- . k—1 - )
demos uma série do tipo Z A&7 Para uma tal série, temos:
k=1

De fato, sendo |§| < 1, temos pelo Exercicio 11 da Segao

(a) Se [¢| < 1 a série converge para 1

1.4 que lim (") =0 e como a n-ésima soma parcial Z, vem dada por

ZRZA'<1+€+52+---+£“—1)=A'<11__§n>,

1-&" A
temos que limZn:)\-lim< 1_2) = ¢

(b) Se || >1 e X#0, entdo o termo geral X - €¥~1 néio converge para zero e a série é divergente.

(o] Nk
. A . . z—1
EXEMPLO 5.1.5 Para encontrar o Disco de convergéncia da série geométrica E u

—— observamos
- (3i)

~ z . z Z Z z
que a razao da série é £ = e ela serd convergente se, e somente se:

9
zZ—1

31

<le|z—i] <3.

Portanto, o disco de convergéncia é D : |z —i| < 3, de centro no ponto zg = i e raio R = 3. Por

1 .
exemplo, no ponto z =141 a razdo é £ = 3 e, neste caso, a soma da série é igual a:
0

1 9—3
1-¢ 10 °
o0 oo
9A série Z 2k, converge absolutamente quando a série real Z |zx| for convergente.
k=1 k=1
oo oo

10A série E 2z converge condicionalmente quando for convergente e a série real E |zk| for divergente.
k=1 k=1
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Consideremos uma sequéncia { f, : D — C}, _ de fungoes complexas, definidas em um dominio D

do plano C.

DEFINICAO 5.1.6 A sequéncia {f,} converge Converge Pontualmente para a fun¢io f : D — C
quando, para cada z no dominio D, a sequéncia numérica {f, (z)} convergir em C para o nimero
complexo f (z). Em outras palavras, fizado z em D e dado € > 0 existe um indice N, que, em principio,
depende de z e €, tal que:

fa(2) = f(2)| <&, ¥n>N.

DEFINICAO 5.1.7 A sequéncia {f,} converge Converge Uniformemente para a fungio f: D — C

quando a cada € > 0 corresponder um indice N = N (g), tal que:
a(2) = () <2 ¥n>N,V¥zeD.

LEMA 5.1.8 O limite uniforme de uma sequéncia {f, : D — C}, de fun¢des continuas, é uma fungdao

continua.

PROVA Deixe f ser o limite uniforme da sequéncia { f,,} e fixemos zp no dominio D. Para mostrar que

f € continua em zq, seja ¢ > 0 dado e escolhamos § > 0 e um indice N tais que:

lfn(2)— f(2)|<e/3, VYzeD (convergéncia uniforme)

lfnv (2) = fn (20)] <€/3, |z2— 2] <d (continuidade de fy em z)

A partir da Desigualdade Triangular, obtemos:
1f(z) = F ()| < [fn (2) = F )+ [~ (2) = fv (20)[ + | fv (20) = [ (20)| <e/3+e/3+¢/3=c¢,
para todo z em D, tal que |z — zg| <§. W

LEMA 5.1.9 Seja {f, : D — C} uma sequéncia de fungées continuas, convergindo uniformemente para

a fungio f: D — C. Se~ é um contorno admissivel contido no dominio D, entdo:

lim L Fulz)dz = /7 £(2)de. (5.18)

n—oo

PROVA Seja ¢ > 0 dado e fixemos um indice N, tal que:

Ifn(2) — f(2)|<e, ¥n>N,VYzeD.
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Entao:

/an(z)dz—lyf(z)dz

e de (5.19) temos o resultado. W

< [ - f@ld<e [1a] ==L (5.19)

o0
DEFINIGCAO 5.1.10 Diremos que a série de funcéoes complexas ka (z) converge uniformemente em
k=1

n
D quando a sequéncia de reduzidas Sy (z) = Z fr (z) convergir uniformemente em D.
k=1

TEOREMA 5.1.11 Se a sequéncia de fungoes analiticas { fi, : D — C} é uniformemente convergente no
[e.e]

dominio D, entao a série ka (z) define em D uma fung¢ao analitica f: D — C.
k=1

DEMONSTRAGAO A sequéncia (g,) de fungdes analiticas g, : D — C, definidas por:

gn (2) = ka (2)
k=1

o0
converge uniformemente em D para uma certa funcao f, cujo valor em z é a soma da série E fu(z)e

k=1
se v é um contorno admissivel em D, entao:

n

ﬁ%@ﬁhZEZfﬁ¢@:Q Vn=123,....

k=177

Pelo Lema 5.1.9 deduzimos que:

e o Teorema de Morera assegura a analiticidade de f. W
Encerramos esta secdo com um teste de convergéncia uniforme, devido a Weierstrass, muito utilizado

em andlise.

TEOREMA 5.1.12 (Teste M de Weierstrass) Seja {f,} uma sequéncia de funcoes complezxas, definidas

em um dominio D do plano C, e suponhamos que exista uma sequéncia { My} de nimeros reais, tal que:

o0
(1) A série real ZM” é convergente.

n=0

(i) |fo(2)| < Mo, YzeD, ¥Yn=01,23,....
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Nestas condicoes, a série g fn (2) converge uniforme e absolutamente em D.

n=1
DEMONSTRACAO Basta observar que:

o0 [e%]
= Z‘fk(z)’ < ZMk — 0, com n — oo,
k=n k=n

independente do z no dominio D. W

vk _k

ANz

EXEMPLO 5.1.13 Fizado qualquer nimero complexo A\, a série E X
k=n ’

converge uniformemente no

disco D : |z| < R. De fato, se |z| < R, entado:

ARZEL (A R)”
X < I VzeD, VEkE=0,1,2,3,...
= (]A[R)"
e para concluir basta observar que a série real Z B é convergente, pelo Teste da Razao.
k=0 '

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.1

(o)

1. A série Z (1+ ’L)k ¢ convergente ou divergente? Porqué?

k=1
oo Nk
. z+1 )
2. Calcule a soma da série Z (7]2_1 no ponto z =2 — 1.
k=1 (2+1)
[ee] [ee] o
3. Se Z zi, € convergente e Z wy, € divergente, mostre que a série Z 2 + wy) € divergente.
k=1 k=1 k=1
2 (z+2)F

4. Mostre que a série Z converge absolutamente no disco compacto D : |z + 2| < 4.

= (k+1)° 4k

(X> - —
5. Mostre que a série 5 0 (nz) 2:Xp( nz)

n=1

converge absolutamente na faixa |[Im (2)| < In 2.

6. Usando o Teste M de Weierstrass, estabeleca a convergéncia uniforme das séries, no dominio

indicado.
0 A\ p ) ez/n .
(a);:1 o |z| < R (b)z Rn |z| <r <R (c)nzlw; |z| < R, z # in.
2n
" cosn — cosn) . L
(d)Zn2+ 7 1<zl <2 (e)z n3+1 ;|2 <R (f)z e
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. X sen(nz
7. Use o Teorema 5.1.11 para mostrar que a série »_ y
n=1

define, na faixa |Im (z)| < In2, uma

funcao analitica.

. X sen(nz) . . NS
8. Mostre que a série ) ——5— converge uniformemente no eixo real e que a convergéncia nao é
n=1 n

uniforme em regiao alguma do plano C.

5.2 Séries de Poténcias

Casos particulares interessantes de séries de fungoes, sao as séries em que o termo geral é do tipo

ar (# — z0)" . Tais séries sdo conhecidas por Séries de Poténcias e se apresentam sob a forma:

ag + Z ap(z — z0)F (5.20)
k=1

onde os coeficientes ay e o centro zy s&o nimeros complexos. As fungoes analiticas no ponto zy podem
ser representadas por séries de poténcias do tipo (5.20) e, reciprocamente, qualquer série de poténcias

(5.20) representa, no disco de convergéncia, uma fungao analitica.

EXEMPLO 5.2.1 A fung¢do analitica f(z) = , 2] < 1, pode ser vista como a soma de uma série
z

1-—

geométrica convergente de razao z. De fato, no disco |z| < 1, temos

1 o0 o
_ k _ k
1_21+;z kz_oz. (5.21)

Se em (5.21) trocarmos z por —z, encontramos:

L g i (—1)F 2k = i (—1)F 2~ (5.22)
k=1 =

1+2 Py
[e.9]
TEOREMA 5.2.2 (Teorema de Abel) Se a série de poténcias Z ax (z — 20)* € convergente no ponto
k=0

21 # 20, entao ela converge absolutamente no disco D : |z — zp| < |21 — 20| .
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o0
DEMONSTRAGCAO Como a série Z ar (z1 — 20)" ¢ convergente, segue que e . 2,
k=0 i R
lim ‘ak (z1 — zo)k‘ =0 e, assim, existe M > 0, tal que ‘ak (z1 — zo)k‘ <M, VEk. Ziy
; r
Ora: .
z
k k|| Z— 20 T\
ap (z — 2 = |ax (21 — = —_— <M(—) vk
’k( 0)‘ ‘k;(l 0)‘21—2’0 = R ) )
o0
€ segue por comparagao que Z ak (z1 — zo)k converge absolutamenteem D. W Figura 5.1:
k=0

CONSEQUENCIAS

1. DIVERGENCIA FORA DE UM DISCO

o0
Se a série g ay (z — zo)k ¢ divergente no ponto z = zo, entao ela serd di-
k=0
[e.@]
k
vergente em qualquer z, tal que |z — zp| > |22 — 20]. De fato, se » ay (z — 20)
k=0
convergisse em algum z*, com |z* —zg| = r > R, ela seria convergente em

qualquer z, tal que |z — z9| < r e, em particular, convergiria em z = z3, con-

tradizendo a hipdtese.

Figura 5.2:
2. EXPOENTES NEGATIVOS

[e.9]
Se a série g b (z — zo)_lc convergir absolutamente no ponto z; # 29, entao ela convergird abso-

k=0
lutamente no disco D : |z — 29| < |21 — 20|. De fato, se ela fosse divergente em algum z* do disco D,

entao:
b, < b, ;
(2* — 20) (21 — 20)
o0
e, por comparagao, a série Z |bk| |2 — zo|4g seria divergente.
k=0

3. RAIO DE CONVERGENCIA
o0

. L. . . L. . k
Assim como ocorre com as séries de poténcias reais, toda série de poténcias complexas ar (z — 29)
k=0
tem um raio de convergéncia R, o qual pode ser 0, +00 ou 0 < R < +00. No tltimo caso, a série converge

absolutamente no disco Dpg : |z — 29| < R e diverge se |z — zp| > R. O nimero real R é definido por:

oo
R=sup{|z — 20| : Zak (z — 20)" converge}.
k=0



CAPITULO 5 - SERIES, RESIDUOS & POLOS 155

o0
LEMA 5.2.3 Com respeito a série Zak (z — zo)k apenas uma das condigoes abaizo ocorre:
k=0

(1) A série converge apenas em z = zy. Neste caso, o raio de convergéncia é R = 0.
(ii) A série converge em todo ponto z. Neste caso, o raio de convergéncia é R = oo.

(iii) Se 0 < R = lim

k—oo

< 00, entao a série converge absolutamente no disco |z — zp| < R e

ak41

diverge se |z — zg| > R.

o0
PROVA Aplicando o Teste da Razao a série numeérica real E lag| |z — zo0|", calculamos:
k=0
k+1
| ag41 (2 — 20) |z — 2o
L = lim —| =
k—oo | ay (2 — zp) R

e deduzimos que a série converge absolutamente se L < 1 e diverge se L > 1, isto é, converge absolu-

tamente, se |z — zg| < R, e diverge, se |z — 29| > R. E oportuno ressaltar que a divergéncia da série

o0 o oo
E |ag| |z — 2o|" nao implica na divergéncia de E ax (z — 29)". Para concluir que a série E ar (z — )"
k=0 k=0 k=0

diverge, no caso em que |z — zg| > R, raciocinamos por absurdo, admitindo que ela convirja em z1, com
|z1 — 20| > R. Pelo Teorema de Abel, a série convergiria absolutamente no anel R < |z — zo| < |21 — 20|,

contradizendo o Teste de Razao. M

5.2.1 Convergéncia Uniforme das Séries de Poténcias

A convergéncia uniforme para as séries de poténcias, estabelecidada a seguir, é o ponto de partida

para os processos de integracao e derivagao termo a termo.

o
TEOREMA 5.2.4 (Convergéncia Uniforme) A série de poténcias Z an (z — 20)" converge absoluta
— n=0
e uniformemente no disco D, : |z — zp| < r < R, sendo R o raio de convergéncia da série.

DEMONSTRAGAO Sejam
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No disco de convergéncia Dp : |z —2) < R a sequéncia {f,} converge ..~

. o R/
pontualmente para f e desejamos provar que a convergéncia é uniforme em
D, :|z— 2| <7, comr < R. Fixemos ¢ no anel D : r < |¢ — 2| < R, como £
ilustrado na Figura 5.3, e seja z qualquer ponto do disco D,. Temos:

%) fo%) R
k k
o) = F @< Y lawllz = 2" < Y far] € = 20" — 0, comn — oo,
k=n+1 k=n+1 Figura 5.3:

independente de z no disco |z — zg| < 7.

Sendo assim, dado € > 0 existe um indice IV, tal que:

lfn(2) = f(2)<e, ¥Yn>N,¥YzeD, R

COROLARIO 5.2.5 (Integragao Termo a Termo) Se «y é um contorno admissivel contido no disco
o0

de convergéncia Dg da série g ay (z — zo)l’C e g(z) é uma fungao continua em Dpg, entdo:

k=0
/ [Z ag(z — zo)kg(z)] dz = Z / an(z — 20)kg(2)dz.
7 Lk=0 k=0"Y"7

PROVA Segue do Teorema 5.2.4 que:
fa(2) = an(z—20)"g(2) — f(2) =D ar(z—2)"g(2),
k=0 k=0

uniformemente em D : |z — 29| < r < R e como f,g — fg, uniformemente em Dpg, resulta do Lema
5.1.9 que:

(2)g(2)dz =

n—oo

lim / fa(2)g(2)dz =

NE

S~ S S—
e et e
NE

nh_)ngo [Z ap (z — 20)" g (z)] dz = ay (z — zo)k> g(2)dz &
k=0

v

e
Il
o

nh_)ngo Z ag (z—20)f g (2)dz = ag (z — zo)k> g(2)dz <
k=0

Y

E
Il
o

WE

ar (z—20)f g (2)dz =

ag (z — zo)k> g(z)dz.

S~

i
o

hE
S~

i
o
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oo

COROLARIO 5.2.6 (Derivagao Termo a Termo) A série de poténcias Zak (z — 20)* define no
k=0

seu disco de convergéncia uma fung¢ao analitica f (z) e a derivada f'(z) é dada por:

Fl(2) =) kar(z—2)" . (5.23)
k=1

O raio de convergéncia da série obtida por derivacdo termo a termo é igual ao raio de convergéncia da
série original.

n
PROVA As somas parciais f, (z) = g a (z — zo)k sao analiticas no dominio de convergéncia Dpg, de

k=0
modo que:

j{fn(z)dz:(), n=20,1,2,3,...
gl

sobre qualquer contorno admissivel 7, contido no disco de convergéncia. Assim:

j{f(z)dz'—nzzojgfn(z)dZ—O

e, sendo f (z) continua em Dp, segue do Teorema de Morera que f (z) é analitica em Dp.

Comprovemos, agora, a relacdo (5.23). Dado £ em Dp, temos:

&)= Jim > an (€ —20)" = lim fu(©) /
F=0 i Z

e dai resulta que: Vg

L [f©de 1 [ [ (©dE L [ fa(€)de
74 1 73%2m7£<5—z>2

iy (§—2)°  2mitynm (¢ 2)

Figura 5.4:
e da Férmula Integral de Cauchy, deduzimos que:
n n
. . k— . k—
f/ (z) = nh—{go f;b (z) = nh—{go Z kay (z — zo) - nh—>nolo Z kag (z — zo) !
k=0 k=1

= Z kay (z — zo)k_l .
k=1

Se R* é o raio de convergéncia da série do lado direito de (5.23), entao:

. n
= lim

nay,
(n+1)an1

Gn

R* = lim

n—oo

‘ R m
an+1
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TEOREMA 5.2.7 (Representagao de Taylor) Seja w = f(z) uma fun¢io analitica em uma regido

contendo o disco DR : |z — zg| < R. Dado z no disco Dg, entdo:

(4 "y (n) (4 "
f(z):f(20)+f 5‘0) (Z—Zo)+f 2('0> (z—zo)2+"'+fn$0)(z_20) +E,,
sendo
_ n+1
gl L0k,
2me e—zol=r §— %
com lim E, =0.
n—oo
DEMONSTRAGAO Dado z, com |z — zp| =71 < 7, seja w = 2_ 0 Temos:
— ZO ol
I 1 1 ( 1 )
£E—2 E—z2—(2—2) E—2\1—-w
1 9 " wn-‘,—l
— T+w+w’+ - +w" +
f — 20 l—w ——
1 (Z _ Zo)n+1
l+w+w? 4+ +w"+ =
£ — 20 (€ —2) (€~ 20) Figura 5.5:
Se v & 0 arco |z — z9| = r, obtemos da Férmula integral de Cauchy:
1 [f(§) dE
), §—=z
1 . _ n 1 _ n+1
L [ O 1O, @) } T T P
2mi Jyl&—20  (£—20) (€ = 20) 2mi Jy | (€ = 2) (€ — 20)
! " (n)
— feo)+ ;f“) (2 —z0)+ 1 2(,20) (z—z0)2+---+fnfz(’)(z—zo)"+En,
. n+1
onde F,, = i F(&) (=~ =0) 1| .
2mi Jy [ (€ = 2) (€ = 20)
Para concluir, resta-nos provar que lim F,, = 0, com n — oo. De fato, se M = lfma‘x |f (£)], temos:
—zo|=r
|z = 20" [ M|dg]
|E”| = 2'r |£ _ n+1
~ z|r
e, considerando que € — z| = |£ — 20 + 20 — 2| > | — 20| — |2 — 20| = — 71, encontramos:
rTIM L(y) riM  ri\"
E,| < - = — . n
| Enl = 2 (r—ry)rntl T—rl(r> — 0, comn— oo
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COROLARIO 5.2.8 Nas condigoes do Teorema 5.2.7 temos a sequinte representacao em série de Taylor

para a fungdao f :

EXEMPLO 5.2.9 (Série Geométrica) No disco |z| < 1,

© () (,
:zjof ns 0)(

z—20)",

|z —20) <R. W

é vdlida a representacao:

EXEMPLO 5.2.10 (Funcao Exponencial) Em qualquer z € C, temos que:

exp(2)

0.9}

n

_y

n!

n=0

(5.24)

EXEMPLO 5.2.11 (Fungao Seno) Podemos usar a representagdo de exp (z) para obter a série de

f () =senz. Para isto, recordemos que i*kT1 =

Assim,

—ZZ

n

5[

(— 1)’“2’, de modo que:

o0

D

n=0

senz =

(_1)nz2n—1

(2n —1)! "’

z € C.

k 52k+1
2k + 1)!

EXEMPLO 5.2.12 ( Fungao Cosseno) Considerando, agora, que cosz = % [eiz + eiiz] e procedendo

como no FExemplo 5.2.11, encontramos:

EXEMPLO 5.2.13 Usando a série do Exemplo 5.2.12, obtemos:

1—cosz
lim ( ——— | = lim (3,2 —
) tim (2222 ) i (4
oo
(ii) coshz = —icos(iz) = —i ).
n=0

(=1)" (i)™

1.3, 1.5

(2n)!

$z7+~-

n=0

) =1

(2n)!

R

o0 Z2n

n

=0 (2n)!°
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TEOREMA 5.2.14 (Representacao de Laurent) Suponhamos que a fun¢ao w = f (2) seja analitica
no anel D :r < |z — 29| < R e nos contornos orientados yp : |z — 20| = R e, : |z — 20| = r. Dado z

no anel D, entdo:

F(2) =) an(z—20)"+>_ bulz—20)"", (5.25)
n=0 n=1

onde os coeficientes a, e b, sdo dados por:

" _1% f(z)dz e b _1}{ f(z)dz
" 2mi v (2= 20)" " 2mi 5 (2= zg) 7t

Antes de procedermos com a demonstracao do Teorema de Laurent, vejamos alguns comentdrios e

(5.26)

exemplos. A representacao (5.25) ¢ a Série de Laurent da funcdo f em torno da singularidade z = 2g e

nela destacamos:

o0
(i) Parte Analitica ou Regular de f: asérie > a, (2 — 20)", de termos com expoentes positivos.
n=0

o0
(ii) Parte Principal ou Singular de f: asérie Y b, (z —29) ", de termos com expoentes nega-
n=1

tivos.
(iii) Se f(z) ¢ analitica no disco D : |z — z0| < R, entdo b, = 0, V n, ¢ a série de Laurent de f se
reduz & serie de Taylor (5.24). De fato, b, = 5 [ f (2) (z — 20)" tdz=0,n=1,23,....

2mi

(iv) Se f(z) é analitica no anel 0 < |z — zp| < R, ent@o o raio r pode ser considerado suficientemente

pequeno e a representagao (5.25) serd védlida em 0 < |z — 29| < R.

(v) O coeficiente by da Parte Principal é o Residuo de f (z) em zp e anota-se: by = Res (f;20). O que é
o Residuo de fato? Quando uma fungao f (z) é analitica num dominio D, exceto na singularidade

isolada zp, interior ao dominio D, a integral de f (z) ao longo do contorno 7 : |z — 29| = ¢, contido

1
em D, pode nao ser zero. Se fizermos R = 2/f (z) dz, teremos:
i
.

ﬁ[f(z)—Z?zo]dzzéf(z)dz—nﬁszZO :ﬁf(z)dz—%rz’R:O.

Esta ¢ a razao de R ser denominado residuo de f (z) no ponto zg. Se integrarmos a equagao (5.25)

sobre o contorno +, considerando que:

/ (z—20)"dz2=0, meZm+#—-1 e / (z — 20) ' dz = 2mi, (5.27)
v v
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chegaremos a:

o b o0
%f(z)dz:Zanj{(z—zo)”dz—l—]{ ! dz+2bnj{(z—z0)_”dz:27ribl
v - v vy %720 v

n=2

de onde resulta que b; = R.

O Residuo de f(z) corresponde & parcela que deve ser retirada da parte principal de f para que

jgf(z) dz = 0.

(vi) Os integrandos que figuram nas expressoes (5.26) s@o analiticos em qualquer contorno ~y simples,

fechado e regular por partes, contido no anel D e envolvendo o ponto zy, e pode ser usado no

cédlculo dos coeficientes a,, e b,,.

(vii) A série de Laurent (5.25) pode ser expressa sob a forma:

fz) = Z Ay, (2 —29)", sendo Anzlj{(f(z)dz
¥

; n+1"
. 211 z — ZO)

(viii) A representagdo (5.25) de f (z) em série de Laurent no anel D é unica. De fato, se fosse

o

f(z)= Z Apn(z—20)" e f(2)= Z Bn(z—20)", r<|z—2)]|<R,

n=—oo n=—oo

entdo, dado v : |z — 20| =, r < J < R, teriamos:

> An/(Z—Zo)n_k_ldz: > Bn/(z—zg)”_k_ldz, k=0,+1,42 43, ...
Y Y

n=—oo n=—0oo

e usando (5.27), encontramos 2miAy = 2mwiBy, isto é, Ay = By, k=0,4+1,+2,£3,..., compro-

vando a unicidade da representacao (5.25).

EXEMPLO 5.2.15 A funcdo f(z) = W ja estd desenvolvida em série de Laurent em torno de
Z [R—
z = 2. Neste caso, temos:

(i) an=0,¥n=0,1,2,...

(i) bp=1eb, =0, n=1,34,5,....
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Além disso, Res(f;2) = b = 0.

EXEMPLO 5.2.16 No anel 0 < |z| < 00, a série de Laurent, em torno de z = 0, de f (z) = /2> é:

onde vemos que Res (f;0) = 1/2.

b
z(z—1)

EXEMPLO 5.2.17 Vamos calcular Res (f;0) e Res (f;4) para a funcao f(z) =
(i) Para identificar o valor de Res (f;0) olhamos a série de Laurent de f em torno de z =0, no anel
0 < |z] < 1. A partir do Exemplo 5.2.9, obtemos:

ro=t o] E s F - (E )

n=0

e dat resulta Res (f;0) = by = —1/i =i.

(ii) O walor de Res(f;i) aparece no desenvolvimento em torno de z = i, no anel 0 < |z —i| < 1.

Usando mais uma vez a série geométrica, encontramos:

1

f) = —— [H(i_i)} = <zi2> 7;[1+1(Z;Z’)] B (z_—zz> 1+é“’)

)

— —i (_1)n (Z—z')n _ o (_1>n+1 (z_i)n—l

O coeficiente by aparece na parcela correspondente a n =0, isto é, Res (f;i) = by = —

DEMONSTRACAO DO TEROREMA DE LAURENT

A partir da relagao (1.5), com w = S zO’ obtemos:
— 20
fO__ f®  _f© fE)(z=20)" f(E)—z)""
§—z_§—zo—(2—zo)_§—zo< ) Z k'H +(§—z)(§—zg)n+1 (5.28)
e procedendo de forma similar, agora com w = p; — jo, encontramos:
— 20
EPACYRA0Y ( 1 > CIOO =0 T A=)
A—z  z—2 Z (z — zo) " (z—A) (2 — Zo)n+1' (5.29)
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AYR

Figura 5.6:

Considerando os arcos vp : |2 — 29| = R e 7, : |z — 29| = r, ilustrados na Figura 5.6
segue da Férmula Integral de Cauchy:

_ 1 fEds 1 [ f(A)dA
f(z)_Zm'[YR E—z _271'1'/%, A—z

e usando as relagoes (5.28) e (5.29), deduzimos que:

1 <& —20)kd 1= A) (A — z0)" 1 dx
e / - 2531 Sapegoy [ IROER Bp
27” —07r 2mi = )5, (z = 20)
isto é:
n n+1
= Z ar (2= 20)" +> by (2= 20) "+ En + Fy (5.30)
k= k=0
1 )" F(©)d 1 ) (A = 2z0)" T dA
onde FE, = / (§7)L+1£ e F, = / FA)( 20) TT € 08 coeficientes ay, e by
278 Sy ( — 20) 211y, (2 = A) (2 = 20)

estao definidos em (5.26).
Para mostrar que E, e F},, aproximam-se de zero, com n — 00, representemos por M o m&aximo de

|f (2)| no compacto D : r < |z — 29| < R, e notemos que:

(i) Como [ — z| > | — z0] — |z — 20| = R — J, deduzimos que:

Mo ldg] M (6\""! 2zR
Lea<m

E, g it
Bal < 5 e LJE—2 "2 \R) R-5

0, n— oo.

(ii) Agora, usando a relacao |A — z| > |z — 29| — |\ — 20| = § — r, deduzimos que:

— 0, n — oo.

Myntt |d| M r\n+l 27r
<y [ o< () o
0 ypl A=z T 2w \o o—r
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Para chegarmos a relacao (5.25) fazemos em (5.30), n — co. W

EXEMPLO 5.2.18 No dominio D : |z — 1| > 0, deize-nos considerar um contorno vy, simples, fechado

e reqular, envolvendo o ponto zg =1, e seja f(2) = e *(z — 1)_2. Vamos mostrar que:

/f(z)dz: 2miRes (f;1).
g

De fato, da Fdérmula Integral de Cauchy, resulta que:

¢’ 4 e =2mi(—1/e
/Wf(z)dz:/v(z_l)de:%rzdz[e |._, =2mi(—1/e)

e, por outro lado:

-z -1 -1 © n n
N € _ € (1) _ € (D" (z—1)
f(z) GGl o1y n§0 w : (5.31)

Segue de (5.31) que Res(f;1) =b; = —1/e e, sendo assim, /f (2)dz =2miRes (f;1) = —2mi/e.
v

EXEMPLO 5.2.19 A partir da série de Laurent, vamos calcular Res (f;0), sendo f (z) = exp (1/2?).
Ora:

o0

1 1 11 1
2 —_ —
eXp(l/Z)—§ n!zzn—l"i‘?"i‘izj-i-"'—‘r

n=0

n!lz2n
de onde resulta que Res (f;0) = 0. Como veremos adiante, se vy é qualquer contorno admisstvel, envol-

vendo a origem, entdo:

/exp (1/2%) dz = 2miRes (f;0) = 0.
.

1

EXEMPLO 5.2.20 Dois desenvolvimentos de Laurent em poténcias de z para f (z) = ﬁ
z —z

(i) No anel D :0 < |z| < 1, temos:

f(z)=1<1_z>—l2kz_: :Z_;)H (5.32)

Observando a série (5.32) vemos que Res (f;0) = by = 1.

(ii) No dominio |z| > 1, temos:

PO = o = w L W =y (5.33)
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Note que na série (5.33) o coeficiente by = 0, mas este nao é o valor do residuo de f em zy = 0.

OBSERVACAO 5.2.21 Sew =

, a parte principal da série de Laurent de f (z) pode ser olhada
Z — 20

como uma série de Taylor (de poténcias de w) e se esta série tem raio de convergéncia R* > 0,

N . . : 1
entdo ela convergird em todo ponto z, tal que |w| < R*, isto é, no dominio |z — z9| > ——. Como

R*’
o0
) ) ) . by .
consequéncia do Coroldrio 5.2.6 deduzimos que a série E W define uma fung¢ao analitica no
zZ — 20
n=1

dominio |z — zp| > 1/R*.

EXEMPLO 5.2.22 Vamos desenvolver a fun¢ao f(z) = -

5— em série de Taylor no disco [z — 1] < 1
z

e em Série de Laurent no dominio |z — 1| > 1, como ilustrado na Figura 5.7

A

y -1 >1
S e .
P x
Figura 5.7:

(1) A Série de Taylor no disco |z — 1| < 1.

10 = S0 g () =60 gy

(ii) A Série de Laurent no dominio |z — 1| > 1.

fz) = —(z—l)fiC):_(z_l)jz[H(i—l)]
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EXEMPLO 5.2.23 Vamos desenvolver a fungdo f (z) = 1/23 em série de poténcias de z + 2, identifi-

cando o disco de convergéncia. Temos:

1 1d2<1>_1d2[2(1 }_1d2°o(z+2)k

T = 57302 5) = ha2 2o r)) ~ 1a2 @

1 k(k—1)(242)"2 :_ik<k—1)(z+2)k—2_

4 ok 9k+2
k=2 k=2

O disco de convergéncia é D : |z + 2| < 2.

5.2.2 Produto & Quociente de Séries de Poténcias

Consideremos as fungoes f : Dr, — Ce g: Dg, — C, definidas por:

o0 o0
F(2)=) ar(z—2)" e g(2)=> br(z—2)". (5.34)
k=0 k=0
[e.@]
O Produto de Cauchy das séries (5.34) é, por defini¢ao, a série Z ¢k (z — 20), onde:
k=0
co = agbg, c1 = agby +ai1by, c2 = agby + a1b1 + asbg, ... (5.35)
n
e, de forma genérica, ¢, = Zanbn,k, n =0,1,2,.... No disco Dr = Dpg, N Dpg,, a série produto
k=0
f(z)

converge absoluta e uniformemente para f (z) g (2) ese g (2) # 0 em Dg,, a funcao analitica ¢ (z) = B
g(z

pode ser desenvolvida em série de Taylor do modo seguinte:

q(z) = > dp(z—z)"
k=0

o0 o0 o0
& Y di(z—20)" ) be(z—20)" =) ax(z— 20)"*
k=0 k=0 k=0
& dobo = ag, dob1 +dibg = a1, dobs + dib1 + d2bg = as, ...

Logo, q(z) = de (2: — Zo)k, sendo ‘Z — Zo’ < Ry edy= ao/bo, dy = al/bo —aobl/b%,
k=0

1

EXEMPLO 5.2.24 Vamos representar a fungdo q(z) = ————
z?senh z

em série de poténcias de z, no anel

0 < |z| < 7. Temos

senhz = 1(ez—e_z) = li—
2 2 k!

_Z 2’3 25 Z7
TrtStE )ty tata Tt
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e, assim, obtemos:

() = S Lz _ L ! (5.36)
7% © 22senhz 2 (14 22/30 4 24/5 4+ 26/T0 +--.) 23 |14 22/30 4 24/51 4 26/7 ... | T VT

Designando
1

14 22/31+24/50 4+ 28/7! + - -
seque de (5.36) que Res(q;0) = Aa, tendo em vista que:

Ay Ay A
(&)= g+ 3+t At Azt

= A() + Alz + A22’2 + A323 + - (537)

e para calcular o coeficiente Ay usamos o produto de Cauchy das séries em (5.37) e obtemos:

2 4 6
(A0+A1z+A2z2+A3z3+-~)<1+Z +2 424 >:1,

3t 5 7!
1sto é:
Ap Ay
Ag + A1z + <3'+A >22+ <3'+A3> B4 =1
e dat resulta Ag =1 e Ay = —1/6. Em particular, temos Res(q;0) = —1/6 e como veremos adiante:

dz
fz:l 22 senh z i Res (¢; 0) iy

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.2

1. Em cada caso, determine o raio de convergéncia da série.

Z ) 7Tk k
()Z *,;1 ()ZLngk (c)Z (d)sz ()Z

R e D G
2. Calcule o valor da soma infinita Z —
k=0 ’

k+1 k

3. Represente a funcdo f(z) = (1+2) " em série de poténcias de z. Indique o domfnio de con-

vergéncia.

4. A partir do desenvolvimento de Maclaurin

obtenha a representagao:
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10.

11.

12.

13.

14.
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1
. Represente a fungao Log (1

. Mostre que:

1 o0
(a) 7:1-1—2(71—1—1)(24—1)", no disco |z + 1] < 1.

n=1
11 I )=
(b) 22_4+4HZ::1 5 , no disco |z — 2| < 2.

. Desenvolva cos z em série de Taylor em torno de zp = 7/2 e senh z em torno de zp = mi. Com o

resultado, deduza que:

h
(a) lim SBE g e (b) lim R L
zaﬂ/QZ—ﬂ/Q z—mi 2 — Tl
No disco 0 < |z| < 4, mostre que
1 o0 ,n—1
4y — 22 g+l
. ~ 1 L. .
. No disco 0 < |z — 1] < 2, represente a fungao f (z) = R em série de poténcias de
z—1)(z—
1
z — 1. Idem para a funcdo g (z) = em série de poténcias de z — 1.

1—=2

z s . N .
em série de poténcias de z.

Em cada caso, desenvolva a fungdo w = f (z) em série de Laurent na regiao 0 < |z| < r.

e * el/?* cos (2z2) 1
(a) w = 23 (b) w = 26 (C) w = 2;2 (d) w = m
Usando derivagao termo a termo, prove que:
(a) — i (—1)"nanl (b) — 2 — i (=1)"n (n — 1) "2,
1+2)? “= 1-2)° =

Use a série de Taylor de sen z e mostre que a fungao f : C — C, dada por f(z) = s , z#0e
z

f(0) =1, é inteira.
1

22(1—2)
e especifique onde os desenvolvimentos sao validos. A unicidade de representacdo em série de

Dé dois desenvolvimentos em série de Laurent, em poténcias de z, para a fungao f (z)

Laurent é violada?

Considere a funcao f (z) =
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15.

16.

17.

18.

19.

(a) Obtenha o desenvolvimento de f (z) em série de Taylor em torno de zp = 1.
(b) Represente f (z) em série de Laurent, no dominio |z — 1| > 1.

(c¢) Qual o desenvolvimento de Laurent de f (z), no disco |z| > 07

Suponha que f (2) e g(z) sejam fungdes analiticas em 2y e que f(29) = g(z0) =0 e ¢’ (20) # 0.
Prove a REGRA DE L'HOPITAL:
!
i 1) _ G0
=20 g(2) g (20)
Se ocorrer f'(29) = ¢' (20) =0 e ¢g" (20) # 0, entéo:

o FG) L FE) 1 ()

2220 g(2) =g (2) g (20)

Se f(z) € analitica em 2y e f(20) = f' (20) = --- = £ (20) = 0, mostre que a fungdo g : C — C
definida por:

f(2)(z—20)""1, sez# 2

FED () [(k+ )71, se 2= 2

¢é analitica em zg.
Sabendo que g (z) = sen (2?), use a série de Maclaurin de g (2) e mostre que:

(2414) gBY (0) + (4 — 3i) g9 (0) = 0.

Calcule o valor de f”(0), sabendo que a fungao analitica f : C — C assume, nos pontos do

-1

contorno 7 : |z| = 2, os valores f (z) = (4z)" " sen (2z2).

0S ZEROS DE UMA FUNCAO ANALITICA Recorde-se que um ponto zg denomina-se um zero de

ordem m de uma fungao analitica f (z) quando:
flz0)=f'(z0) = ... = f" D (z0) =0 e " (20)#0.

(a) Mostre que zg é um zero de ordem m de f(z) se, e somente se, (z — 29)” " f (z) tem limite

finito e diferente de zero, com z — zg.

(b) Suponha que zp seja o unico zero de uma funcdo analitica f : D — C. Se y é um contorno em

D, simples, fechado e regular, envolvendo o ponto zy, com orientagao positiva, mostre que:

e,
— L o (5.38)
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coincide com a ordem do zero em questao. O nimero complexo em (5.38) é o Residuo Logaritmico

de f em relagao a «y. Esta denominagao deve-se ao fato do integrando ser a derivada de Log (f (z)) .

5.3 Singularidades & Pélos

Antes de formalizar o conceito de Singularidade, deixe-nos considerar alguns casos como motivagao.

(1) No disco D : |z| < R a funcao f (z) = exp (1/z) deixa de ser analitica apenas no ponto z = 0.
(ii) A funcio g (z) = |z + i|* ¢ derivdvel apenas no ponto z = —i.

(iii) Dado um ponto zyp no dominio D : r > 0, —7 < 6 < 7, em qualquer anel 0 < |z — 29| < R existem

pontos onde a fungao h (z) = Log z nao é analitica.

DEFINICAO 5.3.1 Diz-se que um ponto zg ¢ uma Singularidade do Tipo I, ou Singularidade Isolada,

de uma fungao f (z) quando f (z) for analitica em alguma vizinhanga Vj (2p), exceto em z.

EXEMPLO 5.3.2 O ponto zp = 0 é uma singularidade isolada da funcao f (z) = exp (1/z). Ja a fungao

1
f(2) = —— tem uma singularidade isolada no ponto z = i.
z2—1

EXEMPLO 5.3.3 No dominio D :r >0, —w < 0 <, a fungio f(z) = Logz nao tem singularidade

1solada.

DEFINICAO 5.3.4 O ponto zy denomina-se Singularidade do Tipo II, ou simplesmente Singulari-

dade, de uma fun¢ao f(z) quando:

(i) f nao é analitica em z.

(ii) Em qualquer vizinhanga de zo existe ao menos um ponto z no qual f é analitica.

EXEMPLO 5.3.5 Os pontos do corte L = {(x,0) : x < 0} sao singularidades da fun¢ao f (z) = Log z.

EXEMPLO 5.3.6 A funcdo f (2)|z — 2i|* nio tem sigularidade e, muito menos, sigularidade isolada.

Ela é derivdvel apenas em z = 21.
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22 4+ sen z

EXEMPLO 5.3.7 A fungio f (z) = m
z yA

tem singularidades isoladas nos pontos z =0 e z = +24.

EXEMPLO 5.3.8 A funcio g (z) = [sen (n/2)]"" possui uma infinidade de singularidades isoladas nos

pontos z, = 1/k k=1,2,3,.... Além disso, z = 0 é uma singularidade (nao isolada) de g (z).
OBSERVACAO 5.3.9 Se zy é uma singularidade isolada de f (z), entao:
o0 [e o]
= Zak (z—zo)k—i—Zbk (z—20)7", 0<|z—2| <R,
onde o0s coeficientes ay e by sao dados por (5.26) e hd trés casos a considerar:

o0
(1) A parte principal Y by (z — zo)fk tem uma infinidade de parcelas nao nulas. Neste caso, a singu-

laridade isolada z_o ¢é dita Essencial.
(ii) Ewiste um indice m, tal que:

b #0 e b =0, VEk>m+ 1.

Neste caso, a singularidade isolada zg é denominada um Pdélo de ordem m.

(iii) A parte principal é nula, isto é, by = by = --- = 0. Neste caso, temos:

:Zak(z—zo)k, 0 <|z— 20| < R,

e a singularidade isolada zy é apenas aparente e pode ser removida, jd que a série que representa

f (2) define uma fun¢ao analitica em |z — zp| < R. A singularidade diz-se Removivel.

EXEMPLO 5.3.10 A func¢ao f (z) = g tem um pélo de ordem m = 3 em zp = 0 e Res (f;0) = —1/6.
z

De fato:
k 2k+1 1 1 3

sen z 10o z z
fz)= _4,; e A

+ 1)! 2 3z 5 7
onde vemos que by = —1/3!, by =0, b3 =1 e by =0, V k > 4.Além disso, Res (f;0) = by = —1/6.

EXEMPLO 5.3.11 A fungdo f (z) = exp (1/,22) tem uma singularidade essencial em zg = 0. De fato:

1 1 1
f(z) =exp l/z Zk' 5E = 2+ﬁ+3!?+'“

onde vemos que bor, 0, k=1,2.3,..., e a parte principal tem uma infinidade de parcelas ndo nulas.
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EXEMPLO 5.3.12 A origem zg = 0 é uma singularidade removivel das sequintes fungoes:

cosz — 1 Log (1 + z) 1 —exp(Az)
g(z)=——F— h(e)=—7—" € p(z)=— —
z z z
De fato, basta observar que as séries que representam essas fungoes:
00 k _2k—1 > k _k k_k—1
(=1)"z (=1)"z )\
k=1 k=1
tém parte principal nula e elas admitem continuagio analitica ao ponto zg = 0, considerando:
-1 Log (1 1— A
g(0) =1im 2L o po) im0 )2 L)
z—0 z z—0 z z

LEMA 5.3.13 Uma singularidade isolada zy de g (z) é removivel se, e s se, g (z) é limitada em alguma

vizinhanca de zg.
PROVA Se zp é uma singularidade removivel de g (z), entao
(o]
k
z):Zak(z—zo) , 0<|z—2]| <R,

de onde segue que lim g (z) = ag e, por conseguinte, existe ¢ > 0, tal que |g (2)| < 1+]ao|, z € V5 (20).
z—20

Reciprocamente, se |g (2)| < M, z € V5 (zp), entao para cada r < § < R, temos:

1 d M
b | < / M < —rkL(2rr) = Mr*, (5.39)
T

- 27'(' ‘Z—Zoyi

Fazendo r — 0 em (5.39), deduzimos que b, =0. W

PROPOSICAO 5.3.14 Para que uma singularidade isolada zy seja um pdlo de ordem m da fungao f (2)

é necessdrio e suficiente que lim (z — z0)" f (2) seja finito e diferente de zero.
z2—20

DEMONSTRAGAO Se zg ¢ um pélo de ordem m, entao b, # 0 e by =0, kK > m + 1, e, portanto:

(2= 20)" f(2) = by +bm_1 (2 — 20) +bm_2 (2 — 20)* 4+ -4b1 (z — 2)™ +Z ar (z — z0)"™ . (5.40)
k=0

Tomando o limite em (5.40), com z — zp, obtemos lim (z — 29)™ f (2) = by, # 0. Reciprocamente, se

z—20

lim (2 —20)" f(2) = w, w € C, w # 0, entao 2y ¢ uma singularidade removivel da fungao complexa
z—20

g(2) =(2z—20)" f(2), ja que ZILH,ZlO g (z) = w existe e é finito. Assim:

o0
ch z—2), 0<|z—2z| <R
k=0



CAPITULO 5 - SERIES, RESIDUOS & POLOS 173

e, portanto:
1 2
fz) = m w1 (z—20) +ca(z— 20) _|_}
w C1 Co
- + + m—2+"'+Cm+cm+1(2—zo)+"'

(z=20)"  (z—2)""" (2~ 20)

onde observamos que b, =we by, =0, k>m+1. N

EXEMPLO 5.3.15 A fungdo f (z) = (Log 2)72 tem um pdlo de ordem m = 2 na singularidade zg = 1.

De fato, basta observar que:

—1)? —1 2z — 1
1m (27)2 = (L’Hépital) = lim M = (L’Hﬁpital) = lim i =1
z—1 (Log Z) z—1 Log z z—1 ]_/Z

TEOREMA 5.3.16 (Célculo do Residuo em um Pdélo) Seja zp uma singularidade isolada de f (z) .
(1) Se zp é removivel, entao Res (f;z0) = 0.
(ii) Se zp é um pdlo simples (de ordem m = 1), entdo Res(f;z0) = lim (z — z0) f (2).

z2—20

1 . dmfl
(m—1)! zh—>nzlo dzm—1

[(z=20)" f(2)]-

(iii) Se zg é um pdlo de ordem m > 1, entao Res (f;z9) =

DEMONSTRAGCAO Se zp é uma singularidade removivel, segue da definicao que b, = 0, V k, e, em

particular, b; = 0. Para provar a parte (ii), notamos que se zyp ¢ um polo simples, entao:

o0
(z—20) f(2) =bi+ > ap(z—2)""" (5.41)
k=0
e, tomando o limite em (5.41) com z — zp, encontramos by = lim (z — zg) f (z). Finalmente, se zy é
z2—20
um poélo de ordem m > 1, temos:
o
(2= 20)™ [ (2) = b+ br (2= 20) b (2= 20)™ 4 D an(c - ) (5.42)
k=0

e derivando (m — 1)-vézes a equagao (5.42) encontramos:

m—1 o)
% [(z—=20)" f(2)] = (m—1)!b + Z (m+k)(m+k—1)...(k+1)kag (z — 20)T . (5.43)
k=0
Se em (5.43) fizermos z — zp, teremos:
m—1
e im L) f(2)].

(m — 1)l 2=z dzm—1
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EXEMPLO 5.3.17 Se f(z) = (Logz)™ ", entdo:

-1 1
ll_)nﬁ (Z - 1) f (Z) = i1_>ml iogz = (L’Hﬁpital) = ;11—% m -1

Dai seque que zg =1 é um pdlo simples de f (z) e do Teorema 5.3.16 resulta Res(f;1) = 1.

EXEMPLO 5.3.18 Vimos no Exemplo 5.3.15 que a fun¢ao f(z) = (Log z)_2 tem um pdlo de ordem

m = 2 no ponto zo = 1 e pelo Teorema 5.3.16, temos:

12 B - )
Res(f;1) = lim a (271)2 — 9 lim (2 —1)Logz 23—|— 2-1/z
z—=1dz | (Log z) 21 (Log )

L —-1+4+1
= (L’Hopital) = 2 lim it —2 /2
z=1 3 (Logz)

L -1
= (L’Hopital) = 2 lim 2logztz=1/z
z—1 6 Log 2
Logz +2+1/22

= (L’Hopital) = 2;52 6/ =1

EXEMPLO 5.3.19 A origem é um pdlo de ordem 2 da fungio f (z) = (zsenhz)™" e Res (f;0) = 0. De

fato:

li
z—0 z—0 | e — e * 2—0

m [2%f (z)] = lim [%] = (L’Hopital) = lim [ezfe_z} =1

de onde seque que a origem é um pdlo de ordem 2. O residuo na origem é dado por:

P i 2
Res(f;0) = ll_,n% dz [Z f(z)] - ll—{r(l) dz [senhz]

z—0 2—0 | 2cosh z

. {senhz—zcoshz}
= lim

—z
= (L’Heépital) = lim =0.
(senh z)? (L Hopital) [ ]
EXEMPLO 5.3.20 Para determinar o valor de Res(f;0), sendo f(z) = z%exp (1/2*), inicialmente

devemos investigar a natureza da singularidade zg = 0. Temos:

1 1 1 1
2 214 T 31T 41,10

Zexp (1/2°) = 2% + 4o

onde vemos que zg = 0 é uma singularidade essencial de f (z) e o Teorema 5.3.16 nao se aplica. Seque
diretamente da série que Res (f;0) = 1.

22

EXEMPLO 5.3.21 A funcio f(z) = tem dois pdlos simples nos pontos z = +3i e
=) (22 +9) (22 4+ 4)°

dois pdlos de ordem 2 nos pontos z = £2i. De acordo com o Teorema 5.3.16, temos:
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. D\ 1 Z30) ()] = lim 22 =9 3%
(@) B (7530 = Jig [:=30) 1 ()] = lmy | o | = o =
o YT d N2 T d Z2
@) Res(:20) = iy - [(c 201 0] = By |
i 2z (22 +9) (2 +2i) — 2% (422 + diz + 18) | 13i
2—2i (z2+9)2(z+2i)3 © 2000

5.3.1 Quociente de Fungoes Analiticas

Dada uma fungao ¢ (z), analitica no disco Dpg : |z — 29| < R, o ponto 2y denominar-se-4 um Zero

de Ordem k da funcao g, quando:

9(z0) =9 (20) =¢" (z0) = =g*"V(20) =0 e g® () #0

Se g¥) (20) =0, VEk=0,1,2,..., segue, do Teorema de Taylor, que g é identicamente nula no disco

Dp.
LEMA 5.3.22 Os zeros de uma fungao analitica sdo pontos isolados.

PROVA Se zp é um zero de ordem k de certa funcao g (z), analitica no disco Dpg : |z — 29| < R, entao
em cada ponto z de Dp, temos:

(n—i—k

> (M (2
z):ZW(Z—zo) (z— 20 Zgn+k _Zo)n:(z—zo)kf(z)a
n=k

00 g(n+k) (ZO)

onde £(2) = 22 To

continuidade, existe § > 0, tal que f (z) # 0, em todo ponto z da vizinhanga Vj (z0) . Logo:

(z — 29)" € analitica'! no disco Dg. Temos que f (z) = %) (20) # 0 e, por

g(z):(z—z())kf(z)#O, vV z e Vs(z0), 2z # 20,

isto é, na vizinhanca Vj (2¢) o unico zero da fungdo g é precisamente zyp. W

DOIS ATALHOS PARA O CALCULO DO RESIDUO

"Uma série de poténcias representa uma fungio analitica no seu disco de convergéncia.
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Sejam p(z) e g (z) fungdes analiticas no dominio D e consideremos a fungao f, definida por:

Fe =2 seD g 2o

Os zeros da funcgao ¢ (z), que sao isolados, sao precisamente as singularidades isoladas da fungao f (z).

ATALHO 1: Se q(z9) =0, p(20) #0 e ¢ (20) # 0, entdo o ponto zg ¢ um pélo simples de f (z2) e:

Res (f;20) = p/(é(;)) (5.44)

(s

PROVA Basta observar que:

lim (z — 20) f (2) = lim [(z—zo)p(z)] = lim [p(z)- <Z_Z“)} _ )

Z—20 Z—20 q (Z) Z—20

EXEMPLO 5.3.23 Os pontos z = kn, k € Z sao pdlos simples da funcao f (z) = cotgz. Considerando

p(z) =cosz e q(z) =senz, temos:

= ) =0 =q (z) = (1) #£0
PO =28, ) =0, p() = () = (1) £
. o A oy PGr)
Assim, zp € pdlo simples de f(z) e, além disso, Res(f,zk)—q/(z)—l, VkeZ.
k

EXEMPLO 5.3.24 A funcio f () = cosz(e* — 1) tem um pdlo simples no ponto zo = 0. Neste caso,
p(z) =cosz e q(z) =e*—1 e temos:

p(0)

70 -

p(0)=4¢(0)=1,¢0)=0 e Res(f;0)=

ATALHO 2: Suponhamos que ¢ (20) = ¢’ (z0) = 0 e que p(20) # 0 e ¢ (20) # 0. Entéo, 2o ¢ um pélo

de ordem m = 2 e o residuo de f em zy é dado por:

Res (f;20) = qp - - 5 (5.45)

PROVA Considerando que ¢ (z0) = ¢’ (20) = 0, temos:

(k) (,
p(z) = p(zO)JFP,(Zo)(Z—ZO)Jerk(!O)

k=2

(z — zo)k

(k) (,
az) = YTy

k=2
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e, portanto: ,
p(20) + 117’ (20) (= = 20) + 51" (20) (2 — 20)° + - -
31q" (20) + 514" (20) (2 — 20) + - -

(z—20) f (2) =
Assim:

im (z — 20)% f(2) = ( 0)
tim (== 20" (5) = 72

o que indica ser zp um pélo de ordem 2. Se representarmos o lado direito de (5.46) pela série

£0,

(z—20)2 f (2) = Ao+ A1 (2 — 20) + Az (z — 20)° + - --
teremos que A; = Res (f; z0) e, também:

P (20) = 54" (20) Ao
P’ (20) = 514" (20) A1 + 34" (20) Ao.

Resolvendo o sistema (5.47) encontramos (5.45).

EXEMPLO 5.3.25 Vamos usar o Atalho 2 para calcular o residuo da funcgao f(z) =

2o = 2. Considerando p(z) =1 e q(z) = z (e — 1), temos:

p()=1=p(0)=1cp (0) =
q(z) = z(e* = 1) = ¢(0) =0.
¢ (z)=e*—1+ze*=¢ (0)=0.
q" (z) = 2e* + ze* = ¢" (0) = 2.
q" (z) = 3e* + ze* = ¢ (0) = 3.
e, portanto, zg = 0 é um pdlo de sequnda ordem e:

Res (f;20) = 2p' (20) _2p(20) 4" (20) _

¢ (=) 3 [¢" (20))°

N

5.3.2 Comportamento Local

A titulo de ilustracdo, deixe-nos investigar o comportamento da funcao

f(z)=exp(1/2), z#0,

sob dois aspectos:

(i) No dominio Qg : |z| > R, com R — oo. Este serd o Comportamento no Infinito da fungao f.

(5.46)

(5.47)
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(ii) Nas proximidades da singularidade essencial zg = 0. Tal comportamento terd uma resposta no

Teorema 5.3.29 de Casorati- Weierstrass.

COMPORTAMENTO NO INFINITO

A imagem do dominio Qg : |z| > R pela transformacao z — 1/z é o anel D : 0 < |w| < 1/R, no
qual a funcdo g (w) = f(1/w) é analitica e o comportamento de f, quando R — oo, isto é, quando
|z| — oo, é estabelecido a partir do comportamento de g nas proximidades de w = 0, isto é, quando

w — 0. Temos:

(o.0]
1
g(w) = f(l/w):eXp(w)ZZanw":a0+a1w+a2w2—|—---, n = —
n=0 ’
oo
f(z) = g(l/z):exp(l/z):Zanz_":ao+alz_1+agz_2+~-, z2#0
n=0

e daf segue que wy = 0 é uma singularidade removivel de g (w) e zp = co uma singularidade removivel

de f(z). Isto motiva a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO 5.3.26 Diz-se que zg = oo é uma singularidade isolada (removivel, pdlo ou essencial) de

f(2) sewo =0 for uma singularidade de mesma natureza da fungio g (w) = f (1/w).

No caso de wg = 0 ser um pélo de ordem k da fungao g, temos:
o0
g(w) = bow 4+ b qw P 4w + Zanw" b #0
n=0
e com z = 1/w, encontramos:
o0
f(z)= bz® +bp_12" P bz + Zanz_"
n=0
e zp = oo é um polo de ordem k da funcao f. Uma andlise semelhante é feita no caso em que wy = 0 é

uma singularidade essencial de g (w) .

EXEMPLO 5.3.27 A funcio f (z) = 2* (1 + z2)71 tem uma singularidade essencial no infinito, porque

g (w) = f(1/w) tem uma singularidade essencial em wg = 0. Isto decorre da representa¢do

possuir uma infinidade de poténcias nao nulas, com expoentes negativos.
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COMPORTAMENTO EM UMA SINGULARIDADE ESSENCIAL
Ainda com a funcado f(z) = exp(l/z), fixado um nimero complexo wy (wp pode ser co), vamos

construir uma sequéncia (zy),,cn, 2n 7 0, tal que:
zn—0 e f(zp) — wo. (5.48)
(1) Se wg = oo, consideramos z, = 1/n, e obtemos:

zn—0 e f(zn) =¢€" — oco=wy.

(ii) Se wg = 0, consideramos z, = —1/n, e encontramos:

zn—0 e f(zp)=€¢"—0=uwp.

(iii) Finalmente, se wy = |wo| e, com 0 < |wy| < oo, considerando z, = [In|wo| + i (0 + 2n7)] ™",
teremos:

zm— 0 e f(zn) = exp [logwo] — wo.

LEMA 5.3.28 Os pdlos de g(z) sdo precisamente os zeros da extensdo holomorfa de 1/g(z) a algum

disco Dy : |z — zp| < 6.

PROVA Seja zp um poélo da funcdo g (z), que, por simplicidade, é suposto de ordem 1, isto é:

b
g(z):Z 12 +a0+a1(z—zo)+a2(z—zo)2+-~, b1750.
— <0

No disco Dy, a extensao holomorfa h de 1/g ¢ definida por:

1
( )7 z 7& 20
z
hiz)=|"Y 1
lim , Z=20
e
de modo que:
. 1 . zZ— 20
h(zp) = lim = lim -0

2 3
i=z209(2) 220 Lby 4+ ag (z—20)+a1(z—20)" +az(z—20)" +---
0 que mostra ser o ponto zp um zero de h(z). Reciprocamente, se zp ¢ um zero simples da extensao

holomorfa e nao nula h (z2), isto ¢, h(z9) =0 e h' (z9) # 0, existe, pelo Lema 5.3.22, um § > 0, tal que:

h(z)#0, noanel 0<|z— 2z <,
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e, portanto:

70,

. . Z2—2 1
1 . —1 -
ZLIIZlO (Z ZO) g (z) zLHzlo h (Z) n (ZO)

caracterizando, de acordo com o Proposigao 5.3.14, zp como um poélo simples de g (z). B

TEOREMA 5.3.29 (Casorati-Weierstrass) Seja f uma fungdo analitica em um dominio D do plano
C, exceto na singularidade essencial zy. Dado um nimero complexo wqg, podendo ser wg = 00, existe

uma sequéncia (z,) em D, que satisfaz (5.48).

DEMONSTRAGAO No caso wg = oo, dado M > 0, considerando que a funcao f nao é limitada no

disco Dy, : |z — 20| < 1/n, podemos escolher, para cada n, um ponto z, em D /,, tal que |f (z,)| > M.
Assim, z, — zp e lim|f (z,,)| = co. Fixemos wg em C e suponhamos que nao exista uma tal sequéncia

(zn) satisfazendo (5.48). Sendo assim, existe €9 > 0, tal que para todo § > 0, tem-se:
|f (2) —wo| >0, YV z€Vs5(20), z# 20.

Consequentemente, a fungao g definida no anel 0 < |z — 29| < 0 por:

() = =
9(2) = 57—
f(z) —wo
¢ analitica e localmente limitada, j& que |g (z)| < 1/9. Do Lema (5.3.13) resulta que zp ¢ uma singu-

laridade removivel de g (z) e a extensao analitica g (z) é definida em 2y por:

1
g(z0) = lim g (z) = lim =0,

Z—20 Z—20 f (Z) — ’LUO
ja que f (z) nao é limitada nas proximidades de zp. Sendo zy um zero de g, segue do Lema 5.3.28 que o
ponto zp ¢ um polo de 1/g e, portanto, um pélo de f, ja que f = 1/g + wp. Isto contradiz a hipdtese

de ser zp uma singularidade essencial de f. W

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3

1. Mostre que zp ¢ uma singularidade removivel de f (z) se, e somente se, lim f (z) existe e é finito.
Z—20

2. Mostre que as singularidades da fungao f (z) s@o pélos e calcule o residuo de f em cada pélo.

(@) F() = St ) f)=tabz () f(2) = LB gy o= 2

cosz
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1
3. Se f(z)= #, mostre que Res (f;4) + Res (f;2) = 0.
(z—=2)"(z—1)
RN - h(2) —
4. Se h(z) é analitica em zg e h(29) # 0, mostre que a funcdo g (z) = ———, tem um pélo simples
Z— 20
em 29 e que Res (g,20) = h(zp). Comprove esse resultado com a fungio g (z) = (e* — 2z +2) /z.

L3
2(z—2)°  (z—2%

5. Determine e classifique os pélos da fungao f (z) =

6. Em cada caso, determine e classifique as singularidades da funcao w = f (2).

b
z (e —1)

1

Cc) w = sen 22 w=e*+e/* (&) w=—"—.
(©) w=sen (1/22) (@) w= et e (@) w= i

(a) wzz—k% (b) w=

7. Se f(z) é analitica no anel 0 < |z — zp| < R e zp ¢ um poélo de f (z), mostre que lim |f (z)| = oco.
z—20

1 1
Comprove esse resultado com a fungao f(z) = — + —-
z oz

8. Calcule Res (f;0), em cada um dos seguintes casos:

(a) f(z) =cosec?z (b) f(z) =z 3cosec(2?) (c) f(z) =zcos(1/z).

9. Use o quociente de séries e encontre os primeiros termos das séries de poténcias de z de f (2).

e z 1 1

(@) f(z)= (b) f(2) = (c) f(2) = m (d)

COS 2 sen z z2senh z’

10. Se f(z) é analitica em |z — 29| < R e zp ¢ um zero de ordem m de f, mostre que a funcao

1
g(z) = 6] tem um pélo de ordem m em zj.

11. Estude o comportamento no infinito da fungao f(z).

(a) f(z)=tanz (b) f(z)=(e*—1)"'—1/z (c) f(z)=(22-1) (22—1—1)71—1/2.

5.4 Teorema dos Residuos & Aplicagoes

Dada uma funcao f (z), analitica no anel r < |z — 29| < R, vimos no Teorema (5.2.14) que

f(2) :Zan(z—zo)”—i—z:bn(z—zo)_”, r<|z—z| <R,
n=0 n=1
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onde
" _1?4 f(z)dz e b _1}{ f(z)dz
Ty (e ma)™ T 2w (o)

Em particular, 2mib; = f (2) dz e se v é qualquer contorno admissivel contido no anel, como ilustrado

Yr
na Figura 5.6, temos:

7{]" (z) dz = 2mib; = 2miRes (f;20) -
g

TEOREMA 5.4.1 (Dos Residuos) Seja D uma regiio compacta do plano C, delimitada por um con-
torno v admissivel (simples, fechado e regular por partes) e deize f(z) ser uma fun¢ao complexa,

analitica em D, exceto nas singularidades isoladas z1, za, ...,z. Entdo:

k
%f(z)dz = QTriZRes(f;zj).
Y j=1

DEMONSTRAGAO Como ilustrado na Figura 5.8, sejam ry, 79,...,7r nimeros reais positivos, tais

que os discos Dj : |z — z;| < r; estao contidos em D e isolam as singularidades 2z, 22, ..., 2, isto é,

DiNnD; =g, i# 7.
| 5=

Figura 5.8:

Se 7; ¢ a fronteira de D;, segue do Teorema de Cauchy-Goursat que:

}[f dz—z f z—O@ja{f z—2mZResfz] |

5z — 2

ﬁ tem singularidades isoladas, do tipo pdlo simples,nos
z(z—

EXEMPLO 5.4.2 A funcao f(z) =

pontos z1 =0 e z9 = 1. Temos:
5z — 2 2 3

z(z—l)_;—i_z—l
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de onde resulta que Res (f;0) =2 e Res(f;1) =3, e pelo Teorema dos Restduos seque que:

7{ 2527_2612 = 2mi [Res (f;0) + Res (f;1)] = 10mi.
|z|=2

G-1)
. 1 . o
EXEMPLO 5.4.3 A fungao f(z) = w tem um pdlo de ordem 3 em z1 = 0 e um pdlo simples
23 (z
em zo = —4, ambos internos ao contorno vy : |z + 2| = 3. Assim:

d
jizfs(zj—él)dz = 27i [Res (f;0) + Res (f; —4)] =0,

tendo em vista que:

) R 2 1 1. _3
(i) Res(f,O)_il%@[(zjul) }_5%2@%) — 1/64.

(ii) Res(f;—4) = lerr_14 (z4+4) f(2) = Zlirr_14 (1/2%) = —1/64.

COs z

EXEMPLO 5.4.4 A funcdo f(z) = -1
Z —

tem um pdlo de ordem 2 na origem. De fato:

ZCOSZ . COSZ —zsenz
= (L’Hépital) =lim———— =1
er —1 z—0 e*

m [2%f (z)] = lim

li
z—0 z—0

e da Proposicao 5.3.14 resulta que z9 = 0 é um pdlo de ordem 2. Agora, deixe-nos mostrar que

Res (f;0) = —1/2 e, usando o Teorema dos Restduos, obtermos:

f(2)dz =2miRes(f;0) = —mi.
|z|=1

(1) usANDO 0 ATALHO Considerando p(z) = cosz e q(z) = z (e — 1), encontramos:
p(0)=1, p(0)=0, ¢(0)=¢(0)=0, ¢"(0)=2 e ¢"(0)=3

e, assim:

2/ (0)  2p(0)¢" (0)

Res (f;0) = =—-1/2.
V=00 "3 wop Y
(if) USANDO A SERIE DE LAURENT A fungio 2*f (2) € o quociente
1—22/20 4 24 /40 — 25/61 + - ..
2= L E A2 O g A (5.49)

1+ z/204 22/3! 4+ 23 /41 + - - -
e usando o Produto de Cauchy (5.35), encontramos:

Ag=1

:>A1:—1/2
Al—i-%Ao:O
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e de (5.49), vemos que:

A A
F@)="3+ 7 +Aa+ Az

¢ a série de Laurent de f(z), de modo que Res(f;0) = A; = —1/2.

5.4.1 Calculo de Integrais Reais

Nesta sec¢ao, veremos como usar o Teorema dos Residuos (5.4.1) no célculo de integrais impréprias

de fungoes reais. No cédlculo em uma varidvel real, aprendemos que a integral imprépria

/_00 f(z)dx (5.50)

de uma fungao real continua y = f (z), —oco < & < 0o, é convergente quando os limites

0 R
lim / f(z)dz e Rlim f(z)dx

R—oo J_p

existirem e, neste caso:
o0 0 R
/ f(z)dx = lim f(z)dx + lim f(z)dx. (5.51)
—00 R—oo J_R R—oo J
Por outro lado, o Valor Principal da integral imprépria (5.50) é definido por:

o) R
VP) /_ f(z)dz = Jim / I (z) da, (5.52)

R—oo J_R

caso o limite exista. E oportuno ressaltar que os conceitos (5.51) e (5.52) ndo sdo equivalentes, como é
facil ver considerando f (z) = x. De fato, temos:
R
(VP)/ f(z)de = hm xdr=0
-R
e, contudo:
0 R
lim rdr=—-o00 e + lim x dx = +00.
R—oo J_Rp R—oo Jg

Naturalmente, se f é uma funcao par, entao:

/_(;f(fﬂ)da::;/_];f(x)d:p:/oRf(x)dm

(VP)/_OOf(m)dx<oo<:>/_oof(:v)dw<oo.

e, portanto:
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No que se segue, f (x) representa uma funcao racional f (z) = p(x) /q (z), e para a integral imprépria
(5.50) convergir, vamos admitir que os polindomios p (x) e ¢ (x) sejam primos entre si e que satisfacam
as condigoes seguintes:

(i) O polindémio ¢ (x) nao possui zeros reais, isto é, a equagao ¢ (x) = 0 ndo tem solugao real.
(ii) Grau(q) > 2 + Grau (p).
1. INTEGRAIS DO TIPO: / f(z)dz

Para mostrar que o valor principal da integral imprépria pode ser calculado com auxilio do Teorema

p(2)

dos Residuos, inicialmente, deixe-nos considerar a funcao racional f (z) = ﬁ definida no dominio
q(z

D ={zeC:q(z) #0}, e sejam yp e v* os arcos:

Yyr = {2€C:Imz>0, |z| =R}

v = {(z,0): —R<z <R}

ilustrados na Figura (5.9).

YR
)
— %
Figura 5.9:
Consideremos R > 0, de tal forma que as singularidades z1, zs,...,2z; de f(z) sejam interiores ao

contorno yp + v* e, assim, podermos usar o Teorema dos Residuos 5.4.1. Temos
k
f(z)dz+ j{ f(2)dz =2mi ZRes (f;25) (5.53)
TR 7 j=1
e notando que v* é o intervalo [—R, R] sobre o eixo z, decorre de (5.53) a seguinte relagao:

R k
/_R f@)de = 2mi Y Res () — § f(2)d (5.54)
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Da condigao (ii), a respeito do grau dos polinomios p(z) e ¢ (z), resulta que existe M > 0, tal que
|22f (z)| < M, com |z| = R, e, portanto:

g el s 5

Assim, tomando o limite em (5.54), com R — 0o, encontramos:

o k
/_ f(x)da:zQMZRes(f;zj).

Jj=1

27rM

— 0, com R — oo.

f(z)dz
TR

EXEMPLO 5.4.5 No semiplano [Imz > 0] a fungao compleza f (z) = (1 + 22)_1 possui singularidade

no ponto z1 =1, de modo que:

[ = amiRes (i) = et (s — ) (2) = 2 lim 5
= 27 :7) =2milim (2 — ¢ =27 lim ———
_Ool—|—£L'2 ’ z—1 z—1 Z2+1
- z—1 .
= 2milim ——+—— = 27t lim - =T
z—i (2 +1) (2 — 1) z—i 2+ 1

EXEMPLO 5.4.6 As singularidades isoladas da fungdo f(z) = (1 + z4)71 ocorrem nos polos simples

z = X/t ¢ 2 = 3T/ No semiplano [Imz > O] estdo os polos 21 = €™/4 e zy = eB37/4 de modo que

/OO 1 jl_xx4 = 2mi [Res (f; z1) + Res (f; 22)].

Um cdlculo direto nos da:

p(z) 1 ,
Res(f;21) = =5 =7 3mi/4
es (f;21) 0] I N exp (—3mi/4) e
p(z) 1 ‘
Res (f;22) = = - i /4
es (f; z2) Ie) I N exp (—9mi/4)

e, consequentemente:

*  dx T fvV2 V2 1(vV2 V2 ™2
[m1+¢=””k4(2+1>+4(‘2” T

Obtém-se o mesmo resultado, se considerarmos os polos z3 = exp (—im/4) e z4 = exp (—i37/4), situados

no semiplano [Im z < 0]. Comprove!

. . L & x2dz
EXEMPLO 5.4.7 Para calcular a integral imprépria
—oo (22 4+ 9) (22 4 4)

22

duos, consideramos a fungao complexa f (z) = (219 (21 4)2 , a qual tem pdlos simples em z = £33

3 usando o Método dos Resi-
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e pdlos de sequnda ordem em z = +2i. No semiplano [Imz > O] estdo os polos z1 = 2t e zo = 3i e,

assim:
00 2d
/ Tar 5 = 2mi [Res (f;2i) + Res (f;37)] .
—oo (22 4 9) (22 4 4)
. 132 . 31 .
No Ezemplo 5.3.21 encontramos Res (f;2i) = ~200 e Res (f;31) = 0 e com 1sso, obtemos:

/°° x2dx , [3@ 134
5 =2mi | — — —
—oo (224 9) (22 + 4) 50 200

EXEMPLO 5.4.8 Usando o contorno v = 7y + 79 + 3, tlustrado na Figura 5.10, e a fun¢ao auxiliar

} = 7/100.

1
f(z) == 1 vamos calcular a integral impropria
z

/°° dx
0 .’1)3 =+ 1 '
Este exemplo difere dos anteriores porque o denominador de f (z) tem uma raiz real em z = —1.
yA
Y1
V2
\27r/3 R R
V3 R X
Figura 5.10:

A dnica singularidade de f (z) interna ao contorno vy é o pdlo simples z1 = %— i\/§/2, de modo que:

d
/yz?’j—l =2miRes (f;21).

i) Sobre o Arco ~,: Sobre o arcov,:z=R e’ 0<6<2r1/3, temos:
1

/ dz < / |dz| < TR 0 R

— com R — occ.
2B T B3 T R -1 ’
(ii) Sobre o Arco ~v,: Sobre o arco vy :z=rexp(i27/3), 0 <r < R, temos:

/V dz B /OR exp(i27r/3)dr:_exp (i27/3) /OR dr

, 2+ - 1+ (Tei27r/3)3 1473

Do teorema dos Residuos, obtemos:

dz B dr R dx
e 2 e Y _om .
X/l P exp (1 7r/3)/0 1+r3+/0 e miRes (f; 21),
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e notando que Res (f;21) =2 (=3 + i\/g)_l chegamos a:

dz L 479
—— + |1 —exp (i27/3 / = .
[ylz?’—i-l [ (12 /3)] o 1+23 —34+i/3

Em (5.55) fazemos R — oo e encontramos:

*© dx

o0 o0
2. INTEGRAIS DO TIPO: / f(z)cosz dx e / f(z)senz dx
— o0 — o0

(5.55)

Aqui nao é adequado considerar a fun¢ao complexa f (z)cosz ou f(z)senz, por que as funcoes

|cos z| e [sen z| ndo sdo limitadas no semiplano [Im z > 0]. Observamos, entretanto, que os integrandos

sao a parte real e a parte imagindria da fungao f (z)exp (iz) e |e*| = e™¥ é limitada no semiplano

[Imz > 0].

‘ f(z)exp(iz) = f(z)cosx +if(x)senz. ‘

EXEMPLO 5.4.9 Neste exemplo vamos mostrar que

/Oosenx dx I
0

T

z

Seja f (z) = € ¢ consideremos o contorno v =91+ + 73+ 74 da Figura 5.11. Temos:
z

(i) Sobre o Arco ~,: Euziste, pelo Teorema do Valor Médio, 0y, com 0 < 0y < 7, tal que:

T
/ efRsenGda — ﬂ_efRsenG()?
0

de modo que:

1z
e
/ —dz
Y1 <

(ii) Sobre o Arco ~5: Sobre o arcoy3:z=0e, —1 <6 <0, temos:

™
< / e~ ftsen0gg — ge—fsenbo 0 com R — .
0

lim/ € dr=—i lim/ exp (—dsenf + id cosf) df = —mi
6—0 vy % 0—0 Jo

¥
e considerando que a funcao z — — é analitica no semiplano [Imz > 0], seque que
z

%1 k

e

—dz =271 ) Res(f;z;)=0
?{Z ;:1 (f52)
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-6 iz R _ix iz iz
/ S +/ € dw = —/ £ dz —/ Cdr=rie (5.56)
_R T Fy x " z Y3 z

Fazendo R — o0 e — 0 em (5.56), resulta:

00 ,ix o)
e
I
o T 0

e, portanto:

dx = @/ sen:cdx = g

yA
Y1
&
N 1
R -3 R
Figura 5.11:

EXEMPLO 5.4.10 Agora, vamos calcular a integral imprépria

/°° cosz dx _/OO Re (e'*) da
(22417 S (224 1)°

considerando a fungao complexa f (z) = ((3);1)(112)2 e o contorno v = yp+v* da Figura 5.9. No semiplano
ze +
[Imz > 0] a fungdo f(z) tem um pélo de ordem 2 na singularidade z; = i, de modo que:

R e dy o N exp (i2)
/R(IIJQ TR 2miRes (f;1) [YR 7(2'2 12

e calculando o residuo de f mo ponto z = i temos:

Res (f;i) = lim — [z

2
Sobre o controno vp : |z| = R, temos ’(z2 + 1)2‘ > (]2\2 - 1) = (R* - 1)267 assim:

exp (iz) || eV 1
< = 5 < 5.
(22 +1)? (R2—1)> (R2-1) (R%2—1)
Logo:
/ exp (iz) dz / |dz| 7R 0, com R — oo
TR 22"1'1 TR _1 (R2_1)
e, consequentemente:
R eix dr
lim ——— =27i(—i/2e) = 7/e. (5.57)

R—oo R (CC2 + 1)
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O lado direito de (5.57) sendo um numero real, temos que:
/ cosz dx d:z:
(VP) =7/e

é par, resulta:

/°° cosz dx
—— =T/e.

—00 ($2 + 1)

27

3.INTEGRAIS DO TIPO: [  f(cos6,sen0) do
0

COST

e como a fun¢io r— ———
(a2 +1)*

Considerando z = €%, obtemos:

1 1 1 1
cosr=—-|z+ — e senxr=—|z——
2 z 21 z

e quando @ varia de 0 a 27 a varidvel z descreve uma vez a circunferéncia v : |z| = 1. Assim, temos:

2m n
f (cosf,sen @) df = y{f (3 (z4+1/2), 5 (z—1/2)) (—i/z)dz = 27riZRes (9525),

onde g(2) = f[3(2+1/2), 5 (z—1/2)] (—i/2) e z; sdo as singularidades isoladas de g, internas ao

contorno .

EXEMPLO 5.4.11 Como ilustracdo, deize-nos mostrar que:

/2” o drm
o 2+senf /3

—i/z B 2
2+ L (z-1/2) 22+4iz—1

De fato, neste caso temos:

g(z) =

com singularidades nos pontos z1 = (—2+/3)i e 20 = (—2—/3)i e apenas a singularidade 21 é interna

ao contorno vy. Temos:

2 2
Res(g;21) = lim (z — 2 z) = =
(g:) = Jim (= =29 () = ot =
e, assim:
2
do 47
—— =27 ; = —.
/0 5+ son0 i Res (g; z1) 7
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ESCREVENDO PARA APRENDER 5.4

. Com auxilio do Teorema dos Residuos, calcule a integral f (2)dz, em cada caso.
|z|=1
_e” cosec z _ 1 _ e?
@ F) =S 0)F) =50 @)=z (@ () =——.
. Repita o exercicio precedente com as fungoes:
z+1 z 1 senh (7z)
@ f) = 15— B E=15s ©FE) =55 @ F()="3""
) 3z —|— 2 dz .
. Calcule a integral / 2 nos seguintes casos:
- (22+9)’

(a) v éocirculo |z—2] =2 (b) v é o circulo |z| =4

dz
. Repita o exercicio precedente para a integral / sendo v 0s arcos:

23 (z+4)
(a) [z+2[=3 (b) |z] =2

5z — 2
. Seja f(z) = zjj e designe v a circunferéncia de |z| = 2. Calcule /f (z) dz, utilizando os
gl

seguintes argumentos:

(a) O Teorema dos Residuos, considerando os pélos simples z =0e z = 1.

(b) A representagao de Laurent de f (z) no dominio |z| > 1. Nesta representagao, o coeficiente by
nao ¢é o residuo da fungao na singularidade zg = 0. Recorde-se que o residuo é o coeficiente

by gerado na representacao de Laurent, no anel 0 < |z — zp| < R.
. Seja 7 o circulo |z| = 2, percorrido no sentido positivo. Em cada caso, calcule / f(z)dz.

. Use o Teorema dos Residuos para calcular as integrais reais.

@ [ o e © [ ol @ [
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8. Ainda com auxilio de residuos, calcule as integrais:

()/ dx (b )/ sen zdx
:p2+2m+2 22 +4xr+5

9. Calcule as integrais impréprias, envolvendo as fungoes senx e cos .
2T cos 0do T4 > x2dx *®  dx
b T —— (d
(a)/ 3+ senf ( )/0 2+ cos @ (C)/Oo1+2a:2+x4 ( )/ool—i—mﬁ
*© dx
—_—_ h
(e)/—oo16+964 ()/ (1+22)% (g)/ (4+22)° ( )/ +x2 9+x2)

cos (2z) dx dl‘ x sen 2xdx *° sen (3x) dx e
()/ +4 ()/ T2 ra (k)/—ool‘2+4 (1)/0 e~ cos brdx

10. Calcule as integrais definidas.

T df T dh T dh
_ Y )y [ B
(2) /0 5+ 4send ( )/0 2+ cos @ (c) /_Wl—l-sen29

11. Mostre que:

© coskxdr me kR % con krda - 2
(a) /_oo a? + x2 = (b) /_OOM:O (c)/o CcoS T dm:m.

a

12. Integre exp (—22) sobre o retangulo de vértices +a e +a + ib e, em seguida, faga a — oo para

encontrar o valor de:

/ e~ cos (bx) dx.
0

R
d
13. Use o contorno indicado na Figura 5.12 abaixo e calclule lim * 5 .
R—o0 ,R(ZC + 1) (:L‘ + 2)

Y1

& oy, 1 Y4 L

Figura 5.12:

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.1
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1. Trata-se de uma série geométrica divergente, ji que a razdo w = 1 +1i ¢ tal que |w| = V2 > 1.

k—1
& 2
2. Com z =2 — i, a série se reduz a »_ 2 , de soma S = 2 — 4.
=1 \2+1

o0 o
3. Seasérie ) (zr + wy) fosse convergente, entdo > wy também seria, ja que wy, = —zp+ (2K + wi) -
k=1 k=1

4. Basta o Critério da Comparagao para séries reais, notando que se |z + 2| < 4, entao:

(z+2)F 1
(k+1)%4F| = (k+1)*
e +
5. Em cada ponto z da faixa |[Im (z)| < In2 a série real ) exp;nny), y = Im (z), converge absolu-
n=1

tamente, pelo Teste da Razao, e, por comparagao, obtemos a convergéncia da série

i ‘ exp (nz) — exp (—nz) ’
n=1 2"
6. (a) Se |z| < R, entdo
‘)\"Z” (A R)"
<
n! n!

o}
grie 3 (A R)"
€ a serie 1 e convergente.
n.

n=1

r

n
R> , a qual é convergente, pelo Teste da Razao.

(b) Use a série de prova Z nk (
n=1

7. Para estabelecer a convergéncia uniforme da série, notamos que:

1

sen (nz
(nz) - S lexp (nz) — exp (—nz)| = M,

2TL

o0
e pelo Exercicio 5 deduzimos que a série numérica real Y M, é convergente. Logo, a série
n=1
o0
sen (nz
complexa sen (n2)

n=1

on converge uniformemente e define uma funcao analitica.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.2
1. (@ R=2 (b)R=1 (c)R=1 (d)R=1 (e) R=1.

2. A série representa o nimero complexo exp (i7) e a soma da série é S = exp (ir) = —1.
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3. No disco |z| < 1, temos:

1 o0
1+Z:Z(—l)kzkzl—z—i-zZ—zS—i--”
k=0

1 1
4. Expresse — = ————— e use a série geométrica para chegar ao resultado.
z 1+(z-1)

5. Use a série geométrica, notando que:

® 3= | rrern) ¢ ® b el

6. Considerando que cosz = —sen (z — w/2), obtemos:

e i (1) (2 — /)2 H

!
pard (2k+1)!
Por outro lado, senh z = 3 (e* — e*) e déi resulta:
00 2k 1
(z — mi)
senh z = — —_—
e
7. Basta notar que:
1 1 1

4z — 22 4z1—(z2/2)

8. No disco 0 < |z — 1| < 2, temos:

No disco |z — i| < v/2, temos

9. Por integracao de uma série geométrica, encontramos:

1—2z prd k+1

e 1 1 1 K (—1)k k3
k=3
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11.

12.

13.

14.

15.

1/22 o0 1

(&
k=3
cos(2z) 1 2 (—1)k L gk 2k
(c) > —?—14— BT 0 < |z] < oc.
k=1
1 © k=2
d) ——F+~=- .
@ g =Yg O<kl<

Use os seguintes fatos:

m e ) ¢ T el

sen z

A funcao é representada pela série

senz_oo 1)k 22k 0 £ 58
_z;) 2k:+1" < |z] < o0, (5.58)

e, considerando que f (0) = 1, a série em (5.58) representa a func¢ao f (z) em todo plano C. Ocorre

que uma série de poténcias representa, no seu disco de convergéncia, uma funcao analitica.

Notamos que:

(i) f(z) = => 22 0<z <L

k=0
s 1 1 .- —k—3
<“>f<z>=73'1_1/z=—2z SEERE
k=0

A representagdo de Laurent é uinica num determinado anel. O que vemos acima s&o duas repre-

sentacoes da mesma funcao, em dominios diferentes. Portanto, nao hd violacdo da unicidade.

(a)z D" ez -DF, p -1 <1 (b)zlj,j;;), lz—1>1 (c) _éJr; 12 > 0.
Usando as representacoes de Taylor:

f(z) = ao+a1(z—2)+as(z—2)°+ -, ak:f(k)kfzo)

g(2) = bo+bi(z—2)+ba(z—z) +---, bkzg(k)ksz())

encontramos:

zZ—20

: f(2) T a1 +az(z—20)+--- a
hm[ }—hm [b1+b2(z—zg)+--- b
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16. No disco de convergéncia da série de Taylor de f (z), temos:

(o]
=> an(z—20)",
n=0

(n+k+1) (2’0)

(n+k+1)!
em torno de zg, segue que g (z) é analitica em zp. (compare com o Exercicio 12)

onde a, = , n=20,1,2,3,.... Como g(z) é representada por uma série de Taylor,

17. A série de Maclaurin de g (z), obtida a partir da série de sen z, vem dada por:

oo k Ak+2
-3

k=0

onde vemos que as derivadas ¢g*=1) (0) e g*¥) (0) sdo nulas, para k =1,2,3,....
18. £ (0) = —2/3.

19. (a) Note que zp é um zero de ordem m da fungio analitica f (z) se, e somente se f™ (z) # 0 e

%) (%) =0,k=0,1,2,...,m — 1 e, assim:

£ (z0) | fMHD ()
m! (m+1)!

(m)
Portanto, lim (z —29) ™" f (2) = fi(zo)

220 m!

f(m+2) (ZO)

(z=20)"" f(2) = m 1 2)!

(z = 20)* + -+

(Z—Zo)+

£ 0.

(b) Suponha que zp seja um zero de ordem m de f (2). Entao f (z) = (2 — 20)™ ¢ (2) , sendo g (2)

uma func¢ao analitica e nao nula em v e no seu interior. Entao:

FE)_mE-)" @m0 m g2
2 20" 90 G- 902

e integrando sobre o contorno v, encontramos:

fE [ d RO
T ﬁ(2Z0>+ﬁg(2)d 2.

=27 =0

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.3

1. Recorde-se que uma singularidade removivel é apenas aparente e que zy é uma singularidade

removivel de f (2) se, e s6 se, f(z) é limitada em alguma vizinhanga de zy. Veja o Lema 5.3.13.
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. As singularidades sdo os pontos que anulam o denominador de f (z).

(a) z=0e z =2 sao polos simples (m = 1) de f(z), com Res(f;0) =1/2 e Res(f;2) = 3/2.
(b) f(z) tem pdlos simples nos pontos zx = (k + 1/2) 7i, com Res (f;z;) = 1.
(¢) z =0 é um pélo de ordem m = 3, com Res (f;0) = —4/3.

(d) z, = kw4 7/2, k € Z, sio os polos simples de f (z); Res (f;z) = (=1)* (kn +7/2).

1 ;
. A singularidade z = i é um pélo simples, com Res (f;i) = ;5_ 72. A singularidade z = 2 é um
17
pélo duplo, com Res (f;2) = Tn Logo, Res(f;i) + Res(f;2) = 0.

. Que zp é um pélo simples de g (z) decorre de

lim [(z—20)g(2)] =h(z0)#0.

Z—20
Se h(z) = €* — 2z + 2, entao:

lim [z g(z2)] :lig%)(ez—Qz—l—Q):?).

2—0

. z1 =0 & um pdlo simples e zo = 2 é um polo de ordem 5.

. Nos casos (c) e (d), a fungao tem uma singularidade essencial em z = 0.
(a) f(z) tem um polo simples em z = 0.

(b) f(z) tem um pélo de ordem m = 2 em z = 0 e tem po6los simples nos pontos z, = 2kmi, k € k.

(e) f(z) tem um pélo de ordem m =2 em z = 1.

. Admita que 2 seja um pélo de ordem m e use a série de Laurent de f (z), sob a forma:

F) = — [+ b1 (2= 20) -+ b (2= 20)” + b1 (2 = 20)™ | + Y an (2 = 20)*
(2 — 20) k=0

Agora, use a desigualdade |z +w| > |z] — |w]| .

(@) 0 (b)1/6 (c) —1/2.

. Usando as séries jd estabelecidas, encontramos:



198 CALCULO EM UMA VARIAVEL COMPLEXA

10.

M. P. MATOS & S. M. S. e SOUZA

(a) Cs:Z=1+Z+z2+%z3+..._
(b) Seflz:1+%22+%z4+""
(c) 2(621_1)2212—5’1-#1122_%...'
(d) m=$—é%+%z+...

Veja o Exercicio 19 da Secao 5.2.

ESCREVENDO PARA APRENDER 5.4

1.

10.

11.

(a) e ?/2%dz = 2miRes (f;0) = 2mi lirrtl) (—e™?) = —2mi.

|z|=1

(b) ©i/3 (¢) i (d) ...

. (a) 3mi/2 (b) 27i/9 (c) —mi (d) mi.

(a) 0 (b) mi/32.

. (a) 27/3 (b) 87/v3 (c) T2

107re.

(a) —4mi (b) —mi  (c) 4mi (d) —mi/3

(a) 7/6 (b) 7/6 (c) mv/2/4 (d) /4.

(@) 7/5 (b)

(2] > 0)

(2] > 0)

(a) e ¥/a ()0 (c) m/2 (d) /7/8 (e) m/2e (f) Ze “sena (g) — (w/e)sen2.

(1) Integre exp (—z2) sobre o retangulo de vértices a, —a, a+ib e —a + ib e faga a — oo.

(a) 27/3 (b) 87/v/3 (c) 7V2.

Fazer o item (a) como ilustragao
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