SERIES & EQUACOES DIFERENCIAIS 4. SERIES DE FOURIER
4.1. FUNDAMENTOS GERAIS

1. Mostre que os termos trigonométricos sen (nwxz/T') e cos (nmx/T) sao 2T -periédicos.

2. Encontre o periodo fundamental das seguintes funcoes:

(a) cos(2z) (b) cos(2mx) (c) sen(nz) (d) sen(2wz/k) (e) sen(2mnz/k).

. Faca um gréfico para representar cada uma das fung¢oes abaixo:

(a) senz +cosz (b) sen(2wz) (c) sen(2z) (d) 2cos(4nx).

. Supondo que f : R — R seja uma funcao periédica com periodo fundamental T, determine o

periodo fundamental das fungoes g (x) = f (az) e h(z) = f (z/b), a,b#0.

. Cada fungao f dada abaixo é suposta 2m-periédica. Esboce seu grafico no intervalo [—2m, 27],

calcule seus limites laterais nos pontos x = 0 e x = &£ e, por fim, encontre sua série de Fourier:

(@) f(z)=2, —m<z<m b) fx)=22-1, —r<z<m

(c) fx) =2 —-m<za<m (d) f(z)=2%, —m<z<7

(e) fz)=z, 0<z<2rm (f) f(x) =|cosz|, 0 <z <27
—2?, —m<x<0 z, O<z<m

@) 7= () f () =
¢, O<z<m T—x, T<x<2T

/2, —m<x<0 0, —m 0

0 f@y={ TR TTEIEN G e
—zr+4+7/2, 0<z<m7 z, 0<z<m

) f(z) = 1, —7m/2<x<m/2 ) f () = z, —m/2 <z < T2
-1, /2 <x<3m/2 0, /2 <z <3m/2.

. Desenvolva a fungao f (z) =senz, 0 < x < 7, em série de Fourier de cossenos.

. Considere a func@o f () = z, definida para 0 < x < 2. Encontre:
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10.

11.

(a) A extensao impar 4-periédica de f e a série de Fourier de senos da extensao.

(b) A extensao par 4-periédica de f e a série de Fourier de cossenos da extensao.

. Seja f : R — R uma funcao continua 2L-periédica. Dado um nimero real a, mostre que:

/an;Lf(a:)dx—/LLf(x)dx.

. Se f: [-T,T] — R & uma fungdo par, mostre que a funcdo f(x)cosnz é uma fungao par e

f (z)sennz ¢ uma fungdo impar. Nesse caso, valem as férmulas:

T T T
/ f (z) cosnxdx = 2/ f(z)cosnxdx e / f (z)sennzdz = 0.
-T 0 -T

Considere a funcio f (z) = 22, —7 < 2 < 0, e esboce no intervalo [—27, 37] o grafico da extensdo

fmpar 27-periédica de f. Qual a série de Fourier dessa extensao? Sabendo que ) <2)1 = Z,
n=1 471 —

00 —1\*
use a série de Fourier encontrada e calcule a soma infinita ) (2()1)3
n=1 (&N —

B —x?f4r —x)2+7/2, —T <z <0 o
A funcao f (z) = é suposta 27r-periddica. Encontre sua
—2?f4r +x/2+7/2, 0<z <.

série de Fourier.

4.2.

CALCULANDO SOMAS INFINITAS

. Usando as séries de Fourier do Exercicio 5.

2 o0 1
(a) Na série 5(b), considere © = 7 e obtenha T _ > .
6 n=1 TL2
(b) Na série 5(b), considere z = 0 e obtenha T = > (=1)
12 n=1 n2
4 o 1
(c) Multiplique a série 5(d) por 22, integre o resultado de — até 7 e obtenha g—o => —
n=1M

(d) Na série 5(f), considere x = 7 e obtenha % =3 + n;l (4712)_1

% (-1

(e) Na série 5(h), considere x = 7/2 e obtenha % =X o
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2 o0 1
(f) Na série 5(h), considere z = 0 e obtenha T = T
8 aZ1(2n—1)
T

(g) Na série 5(k), considere z = 7/4 e obtenha 7 =1+1/3—-1/5—-1/74+1/9+1/11 —---.

2. Na série encontrada no Exercicio 6, considere z = 7/2 e deduza que:

dn2—1 2 4
n=1

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 4.1

1. Se f(z) = sen(nwz/T), entdo f(z+2T) = sen (22 + 27) = sen (nmz/T) = f (z). Raciocinio

andlogo se aplica para cos (nmz/T) .
2. T=m T=1;, T=2n/n; T=k;, T=Ek/n.

3. Primeiro, identifique o periodo fundamental da funcao cujo grifico serd esbocado, porque o grafico

tem um formato familiar. Por exemplo, a fungao f () = sen (27x) tem periodo fundamental 7" = 1

e seu grafico, no intervalo 0 < x < 1, tem o aspecto mostrado abaixo, que, de certa forma, se
assemelha ao grafico da funcgao sen x.

Ya

4. Ty=T/a e T, =T0.

(—1)"" senna

5. (a) 2 721
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Mb) = 144 Z ()w
(-1)" (6 — n2772) sennx

n3

(c) 2302,

(— ) cosnx

(d) *+4Z

X sennx

(e)W—QZ

2 (— 1)”Jr cos 2nx

(f) —+— Z

T T, in? —1

T (— n+1 1\
(8) Z [2 (nl) +4[( D 1]] sen (nx) .

—4cos(2n—1)z  2sen(2n—1)x
(h) Z [ 1)2 + i —1 ] :

N 4 X co s(2n Dz
R

T 2 ()" sennz X [(—=1)" — 1] cosnz
(3) Z+n§1 n +n§1 ™2 '

4 2 (=1)"teos(2n—1)z
() - 5

T n=1 n 1

2 sen2x 2sen3x sendxr 2senbx
(1) —sen — -

2 97 4 257

6. No intervalo 0 < x < m, temos:

2 4 X cos2nx
Senxr = ; — 214"%2_1

(=1)" ™ sen(nma/2) 8 X cos(2n — 1)wz/2
(= nzl n (b)1- = (2n—1)2

z+L L
8. Seja F' (z) = / f ) dt — / f (t)dt e use o Teorema Fundamental do Célculo para deduzir
z—L —L
que:

F)=f@+L)—f(x—L)=f(x—L+2L)— f(x—L) =0,

desde que f é 2L-periédica. Logo, F' é constante e sendo F' (0) = 0 deduzimos que F' ¢ identica-

mente nula e daf segue o resultado.
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9. Represente por g (z) e h () as fungoes f (x) cos (nz) e f (z)sen (nx), respectivamente. Sendo f ()

uma func¢ao par, temos que f (—z) = f (x) e, consequentemente,

9(~2) = f (—) cos (—nz) = f (x) cos (nz) = g ().
De forma similar, deduza que h (—z) = —h (x) e conclua que h (x) é uma fungao impar.
10. Apds encontrar a série de Fourier, considere x = 7/2 para obter:
S s
nz_:l @2n—17 32

Na figura abaixo, ilustramos no intervalo [—27, 37|, o grafico da extensdo impar 27-periédica:
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