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VETORES & ALGEBRA LINEAR 1. VETORES GEOMETRICOS

Introducao

Os conceitos de ponto, reta e plano sao primitivos e as relagoes entre esses conceitos sao estabele-
cidos por meio de aziomas' de geometria elementar. Os pontos serdo anotados por A, B, P,Q, ...etc,
enquanto as retas por 7r,s,l....etc. J4 os planos serdo representados pelas letras a, 3,7, 7, ... etc, do

alfabeto grego.

Axioma 1.0.1 Trés pontos A, B e C, ndo colineares, ou ndo alinhados, determinam um wdnico plano

a. Veja a Figura 1.1.

2@
oy @

Figura 1.1: Plano definido por 3 pontos.

Axioma 1.0.2 Se dois pontos de uma mesma reta r estao em um plano o, entdo a reta r estd inteira-

mente contida no plano o, como tlustra a Figura 1.2.

Figura 1.2: Reta r contida no plano «.

Axioma 1.0.3 Dois planos o e 8 ou ndo se interceptam, neste caso eles sao paralelos e anotamos

anNf =g, outém uma reta r em comum e anotamos a N B =r. Veja as Figuras 1.3 e 1.4.

'Por azioma entendemos uma afirmacéo verdadeira, desprovida de demonstracéo.
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Figura 1.3: aNf =9 Figura 1.4: anNg=r

No Capitulo 2 descreveremos de forma analitica, isto é, por meio de equagoes, o plano « referido
no Axioma 1.0.1 e a reta r referida no Axioma 1.0.2. Também serd objeto de estudo a posigao relativa

entre dois e trés planos.

1.1 Coordenadas Cartesianas

Para motivar a apresentacao das coordenadas cartesianas em trés configuragoes distintas vamos
identificar o Lugar Geométrico® descrito pela equacdo: « = 1. Devemos ter em mente que um ponto é

caracterizado por sua(s) coordenada(s), de acordo com a configuragao na qual ele estd inserido.

B siTuacgAo 1 No eixo real R (espago unidimensional) os nimeros representam pontos desse eixo

e a equagao x = 1 representa o ponto a direita e distante uma unidade da origem, como na Figura 1.5.

R

Qe
e —

Figura 1.5: O Eixo real R.

B siTUAGAO 2 No plano cartesiano R?, ou plano zy (espago bidimensional) um ponto P é carcte-

rizado por um par ordenado (x,y) de nimeros reais, denominados coordenadas cartesianas do ponto P.

2Lugar Geométrico é um conjunto de pontos que atendem a uma equacao.
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O plano R? é representado graficamente por um par de eixos orientados e mutuamente perpendiculares,
denominados eixo Oz e eixo Oy. Normalmente, representa-se o eixo Ox (eixo das abscissas) na posi¢ao

horizontal e o eixo Oy (eixo das ordenadas) na vertical, como ilustra a Figura 1.6.P (x,y)

Ml
he-iiiiiis ,A(a,b)

| 18]
0 a x

Figura 1.6: O plano cartesiano R?.

A abscissa x de um ponto representa, em valor absoluto, a distancia do ponto ao eixo Oy, enquanto
a ordenada y representa, em valor absoluto, a distancia do ponto ao eixo Oz. Dito isso, os pontos do
eixo Oz sdo da forma (z,0) e os do eixo Oy da forma (0, y) . Em R? uma equagao do tipo az+by+c = 0,
do primeiro grau nas varidveis = e y, representa graficamente uma reta r, como na Figura 1.7; no caso
em que a # 0 e b = 0 trata-se de uma reta vertical pelo ponto A (—c/a,0). Assim, a equacdo x = 1

representa a reta vertical s pelo ponto A (1,0), como ilustra a Figura 1.8.

yA
P(1,
[0 S L P(1y)
A
X 0 1 x
Figura 1.7: Retar: ax+by+c=0 Figura 1.8: Reta s: =1

PONTOS SIMETRICOS NO R? No tracado do grifico de uma curva do plano xy é importante

observarmos a simetria da curva em relagdo aos eixos Ox e Oy, a partir da equacdo que descreve a
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curva. Por exemplo, a equacio y = 2, que descreve uma parabola, permanece inalterada ao trocarmos
x por —zx e isto indica que a curva é simétrica em relagao ao eixo Oy. A Figura 1.9 ilustra os pontos
B(—z,y), D (z,—y) e C(—z,—y) simétricos de um dado ponto A (x,y) em relacao ao eixo Oy, ao eixo

Oz e & origem, respectivamente.

B(xy) 1V Ay
<
e e e

Figura 1.9: Pontos Simétricos.

B SITUAGAO 3 No espago tridimensional R3 = R x R x R (produto cartesiano de trés cépias de
R), cuja configuracao geométrica corresponde a trés eixos mutuamente perpendiculares, os pontos sao
caracterizados por trés coordenadas cartesianas: a abscissa x, a ordenada y e a cota z, e representados
por P (z,y,z). Essas coordenadas medem , em valor absoluto, as distdncias do ponto P aos planos
coordenados: |z| é a distancia do ponto P ao plano yz; |y| é a distancia do ponto P ao plano zz e |z|

é a distancia do ponto P ao plano zy.

No espaco R3, além dos eixos Oz, Oy e Oz, destacamos trés planos

coordenados: o plano zy, cujos pontos tém cota z = 0; o plano xz, Zﬂﬂc 5
cujos pontos tém ordenada y = 0; o plano yz, constituidos dos ponto Q\&\O'V B )
com abscissa = 0. Na Figura 1.10 ilustramos a porcdo do espaco R? B 2 P(x,,2) _%
constituida dos pontos P (z,y, z) em que x, y e z sdo nao negativos. Esta ol z . &
porgao recebe o nome de 1° Octante. Existem oito octantes definidos %(\O.\'\,‘ Y
de acordo com os sinais de z, e z. Identifique-os! E oportuno ressaltar ; F p

X

que o eixo Oz € a reta intersecao do plano xy com o plano zz; o eixo
Oy ¢ a reta interse¢ao do plano zy com o plano yz e o eixo Oz ¢ areta  Figura 1.10: O Espaco R3
intersecao do plano xz com o plano yz.

A tabela abaixo mostra as particularidades dos pontos do R? situados em algum eixo ou plano



1. VETORES GEOMETRICOS

coordenado.

Eixo Oz

Eixo Oy

Eixo Oz

Plano zy

Plano zz

Plano yz

A (z,0,0)

B(0,y,0)

C (0,0, z)

D (z,y,0)

E(z,0,2)

F(0,y,2)

sendo x,y e z nimeros reais arbitrarios.

Para localizar o ponto P (x,y, z) no espago, procedemos da seguinte forma:

(i) Marcamos nos respectivos eixos os valores das coordenadas =, y e z do ponto P e identificamos os

pontos A (z,0,0), B(0,y,0) e C(0,0,z2).

(ii) Pelo ponto A tragamos uma paralela ao eixo Oy e pelo ponto B uma paralela ao eixo Oz. Essas

paralelas encontram-se no ponto D (z,y,0) do plano xy.

(iii) Pelo ponto D tracamos uma paralela ao eixo Oz e pelo ponto C' uma paralela ao segmento OD.

Essa paralelas encontram-se no ponto P (z,y, 2) .

EXEMPLO 1.1.1 Localizar os pontos A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1), D(1,1,0) e E(1,1,1).

Solucao Inicialmente, observamos que os pontos A, B e C' estao situados sobre os eixos Ox, Oy e Oz,
respectivamente, e o ponto D estd situado sobre o plano zy, fora dos eixos. O ponto E possui as trés
coodenadas nao nulas e isso indica que o ponto encontra-se fora dos planos coordenados, como ilustra

a Figura 1.17.

»—t“'n o
<y

Figura 1.11: Exemplo 1.1.1

A equacdo x = 1 descreve, agora no espaco R3, o conjunto dos pontos P (z,y,2) distantes uma
unidade do plano yz. Esse conjunto de pontos, ilustrado na Figura 1.18, é o plano paralelo ao plano yz,

constituido dos pontos P (1,y, z), com y e z nimeros reais arbitrarios.
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* P(1y2)

0.

v

1

X

Figura 1.12: O plano x = 1.

EXEMPLO 1.1.2 Como veremos adiante, um plano serd descrito em coordenadas cartesianas por uma

equagdo do primeiro grau nas varidveis x, y e z, sob a forma:
ar +by+cz+d=0, (1.1)

sendo a,b, c e d nimeros reais arbitrdrios. Por exemplo, a equacdo x +1y = 1 representa, no espaco R3,
um plano « e este nao passa pela origem, porque a equacdo ndo é satisfeita para x =0, y =0 e z = 0.

A Figura 2.4 ilustra o plano «, onde destamos a reta r, intersecdo desse plano com o plano xy.

ZA

—

0

‘J%l\y‘

Figura 1.13: O plano a: z +y = 1.

1.1.1 Distancia entre dois Pontos

A férmula da distancia entre dois pontos A (z4,y4,24) € B (zB,ys,25) do R3 é estabelecida a

partir do Teorema de Pitdgoras. Vejamos as férmulas nas trés configuragdes.
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(i) No EIXx0 REAL R: Na Figura 1.14, ilustramos dois pontos A e B do eixo real R, identificados com

0s numeros T4 € xpg, respectivamente. A distancia entre os pontos A e B ¢ dada por

4 B
| !

b P 0 X3

v

Figura 1.14: Distancia em R.

dist(A; B) = |zp —xa| = /(x5 — x4)2. (1.2)

(ii) No pLaANO R?:  Em dimensdo n = 2 (no plano cartesiano zy), consideremos dois pontos A (7.4, y4)

e B(xp,yp), como ilustrado na Figura ??7. Vemos que AC = |z —z4| e BC = |yg — yal| e do

Teorema de Pitdgoras segue a seguinte férmula da distancia entre os pontos A e B :

y A
YB
e =yl
Y4
0 X4 XB X

Figura 1.15: Distancia em R2.

dist(A; B) = /(x5 — 4)%2 + (yp — ya)%. (1.3)

(iii) No ESPAGO R?:  No espago tridimensional R3, consideremos os pontos A (z.4,y4,24) € B (25, Y5, 25),
como ilustrado na Figura 1.16, onde vemos os tridngulos retangulos ABC e DEF em que:

EF = |yg —yal, DF =|zp — x| e BC = |z — z4|. Do Teorema de Pitdgoras, resulta:

|IDE|? = |DF|? + |EF)?> e |AB|?=|AC)? +|BC?
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Yz
ZBt..
5
Aé;:/cc
Zp
= Ya VB R
o ! Y
XA v
X
Figura 1.16: Distancia em R3.
e por substituicao direta, encontramos:
dist(A; B) = /(x5 — x4)? + (yp — ya)? + (2 — 24)*. (1.4)

EXEMPLO 1.1.3 Calcular a distancia entre os pontos A(1,—-2,3) e B(0,2,—1).

Solugao: O célculo ¢é feito por aplicagao direta da férmula da distancia (1.4). Temos:

dist (4; B) = \/(0 — 12+ (2+2)% 4 (-1 -3 =33~ 5.74.

1.2 Vetores Geométricos: conceito e operacoes

Sobre uma reta r consideremos dois pontos A e B. O segmento orientado com origem A e ex-
tremidade B ¢ indicado por AB, nessa ordem. No caso em que A = B, o segmento orientado reduz-se
a um ponto (torna-se nulo) e sera indicado por AA ou BB. Um segmento orientado AB possui trés
caracteristicas fundamentais:

» COMPRIMENTO: a distancia do ponto A ao ponto B (comprimento do segmento AB).

» DIRECAO: a reta suporte 7.

» SENTIDO: orientagdo de A (origem) para B (extremidade).

Neste contexto, é oportuno ressaltar que os segmentos orientados AB e BA sao distintos, no caso em



1. VETORES GEOMETRICOS 9

r s
/B/ B
A A
Figura 1.17: Segmento Orientado AB. Figura 1.18: Segmento Orientado BA.

que A # B. Embora eles tenham mesmo comprimento e mesma diregao, eles tém sentidos opostos.

1.2.1 Equipoléncia & Conceito de Vetor

Dois segmentos orientados AB e CD sdo ditos Fquipolentes quando possuirem mesmo compri-
mento, mesmo sentido e retas suportes paralelas ou coincidentes. Em outras palavras, quando ocorrer
uma das situagoes abaixo:

» SITUACAO1l: A= C e B = D. Neste caso eles coincidem.

» SITUAGAO 2: AB e CD sao distintos, mas, tém mesmo comprimento, mesmo sentido e di-
recoes (retas suportes) paralelas ou coincidentes. Neste caso, os segmentos orientados ou sao colineares

ou o quadrildtero de vértices A, B,C'e D é um paralelogramo.

D r
B
C
A
C
Coincidentes Colineares Paralelos

Figura 1.19: Segmentos Orientados Equipolentes.

OBSERVACAO 1.2.1 Anota-se AB ~ CD para indicar que os segmentos orientados AB e CD sao
equipolentes. Assim, AA ~ BB (dois pontos, vistos como segmentos orientados, sao equipolentes) e a

relacao de equipoléncia goza das sequintes propriedades:

(i) Reflexiva: AB ~ AB. (todo segmento orientado é equipolente a si mesmo)



10 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

(ii) Simétrica: AB ~CD = CD ~ AB.

(iii) Transitiva: AB ~ CD eCD ~ EF = AB ~ EF.

A nocao de segmentos orientados equipolentes além de servir de base para o conceito de vetor, dard
consisténcia as operagoes algébricas entre vetores.

Dado um segmento orientado AB, qualquer outro segmento orientado equipolente a AB terd mesma
direcdo, mesmo comprimento e mesmo sentido de AB e a tnica diferenca possivel entre eles é a posi¢cao
que eles ocupam no espaco. Apesar dessa diferenca, mantendo-se comprimento, direcao e sentido,
qualquer um deles pode ser transportado de modo a coincidir com o segmento orientado AB. E natural
pensar em segmentos orientados equipolentes como representantes de um mesmo objeto matemaético,
aqui denominado Vetor representado ou determinado pelo segmento orientado AB. O vetor determinado
pelo segmento orientado AB é normalmente indicado por A—B>; também se usa a, l_;, i, U, ... etc. para
representar vetores. Um ponto do espago, visto como segmento orientado, representa o vetor nulo,

- —_— = —
indicado por 0 ou AA, BB, CC, ... etc.. Assim:

—

- = - = -
A=0, BB=0, CC=0,...etc.

A Figura 1.20 exibe quatro segmentos orientados equipolentes, com origens em pontos distintos, repre-

sentando o mesmo vetor 7.

AB ~CD ~ EF ~GH

— — —
Figura 1.20: ¥=AB=CD = FEF =GH.

DEFINICAO 1.2.2 O Vetor determinado pelo segmento orientado AB é, por defini¢do, a colegdo de

todos segmentos orientados do espacgo, equipolentes a AB.
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CONSEQUENCIAS DA DEFINICAO: A partir da definigao de vetor, decorrem os seguintes fatos:

(i) Dois segmentos orientados equipolentes representam o mesmo vetor. Em simbolos, temos:

— —
AB ~CD < AB=CD.

(ii) Outro fato interessante diz respeito ao carater "flutuante" do vetor. Dados um segmento orientado
AB e um ponto P do espaco, existe um nico segmento orientado PQ, com origem em P, equipo-
lente a AB. O ponto @ é determinado de modo que o quadrildtero ABQ P seja um paralelogramo,

como ilustra a Figura 1.21.

—

—
Figura 1.21: AB ~ PQ e AB = PQ.

Esse cardter flutuante estabelece que um dado vetor @ tem exatamente um representante com

origem em cada ponto do espaco.

1.2.2 Soma & Produto por Escalar

O termo escalar serd usado como sinénimo de niimero real e a soma de vetores é motivada pela
soma de forgas em mecanica, por meio da construgao do paralelogramo, como ilustado na Figura 1.22.

As grandezas que serao abordadas a partir de agora sao de duas naturezas: vetorial e escalar.

Figura 1.22: Soma de Forcas em Mecénica.
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> SOMA DE VETORES:

Do ponto de vista algébrico, a soma de vetores é feita usando representantes. Sejam @ e ¥ dois
vetores e fixemos um representante AB do vetor 4. Com origem no ponto B, extremidade do vetor ,
consideremos um representante BC' do vetor ¥. A soma do vetor i com o vetor ¥ é o vetor ¢ + ¢/, com

representante AC.

Figura 1.23: Soma de Vetores Geométricos

Usando representantes, temos a regra prética para a soma de vetores:

— — —
AB + BC = AC

que serd muito utilizada na resolugao de problemas geométricos.

PROPRIEDADES DA SOMA: A operagao soma para vetores goza das mesmas propriedades dos nimeros

reais e as comprovagoes podem ser estabelecidas de forma geométrica.
(1) Comutativa: |@+7=70+4

A Figura 1.24 ilustra a comprovacao geométrica

Figura 1.24: Propriedade Comutativa.
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e usando os representantes, temos:

—_— -

—
U+7=AB+ BC =AC e

<y
4
£
Il
S
+
2l
Il
Al

i — ‘

(2) Associativa: ‘ (@ + 7))+ W =4+ (74 W)

A comprovacao geométrica estd ilustrada na Figura 1.25

Figura 1.25: Propriedade Associativa

e usando os representantes, temos:

—_— — — —_— = —
(@+7)+@ = (AB+BC)+CD=AC+CD=AD e
—_— —_— — —_— — —
G+ (@+d) = AB+ <B0+CD — AB + BD = AD.
(3) Existéncia do Elemento Neutro: @+ 0=
—_— L —
Considerando @ = AB e 0 = BB, obtemos:
I S _
iu+0=AB+BB=AB =414
(4) Existéncia do Simétrico: @ + (—@) =0
Dado um vetor @ com representante AB, o simétrico do vetor
¢é o vetor indicado por —u, com representante BA. Os vetores i1 e —1 B

) . g
tém mesmo comprimento, mesma dire¢ao e sentidos opostos, como U~ e
A ........

— —
indica a Figura 1.26 ao lado. Temos —& = CD = BA e, sendo assim: ‘

0 D

—_— = [N
@+ (—il) = AB + BA = AA

Figura 1.26: O Simétrico —.
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— —_— — —_— = —
EXEMPLO 1.2.3 Observando a Figura 1.27, vemos que OA = BD, OB = AD e OC = —-ED

<wv

Figura 1.27: Exemplo 1.2.3.

— 5 —_— —
e para expressar o vetor OF em funcao dos vetores OA, OB e OC, basta notar que:

|

—_— —

— —_— — —
OFE =0A+AD+ DE =0A+ + OC.

sl

» PRODUTO POR ESCALAR:
Fixemos um vetor i, com representante AB e um escalar (nimero real) z. O produto do escalar z
pelo vetor @ é o vetor indicado por x - 4 e com representante AC, colinear com AB, caracterizado por:
(i)Sexz=00ouw=0,entdoz-@=0,istoé, 0-Z=0ez-0=0.

(ii) Se x > 0, entao AB e AC tém mesmo sentido (os pontos B e C estao de um mesmo lado do

ponto A).

(iii) Se z < 0, entao AB e AC tém sentidos opostos (o ponto A estéd entre os pontos B e C).

(iv) |AC| = |z| - |AB| (o comprimento de AC' é igual a médulo de z vézes o comprimento de AB).
E claro que 1 -4 =i e (—1) - il = —ii. Além disso, se © # 0 e © # £1, hd quatro casos a considerar:

r>1, 0<z<l, z<—-1 e —-1<x<0

— —
ilustrados graficamente na Figura 1.28, lembrando que @ = AB e xi = AC.

PROPRIEDADES DO PRODUTO POR ESCALAR: O produto por escalar goza das seguintes propriedades:

(1) Associativa: ‘ (zy) - U =z(y-u) ‘

(2) Distributiva: ‘ (r+y)- d=x-0+y- g‘

(3) Distributiva: |z (i +0) =x-d+z-7|
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////

0<x<l X > X < - -1<x<0

Figura 1.28: Produto por Escalar.

EXEMPLO 1.2.4 No tridgngulo da Figura 1.29, D é o ponto médio do segmento AB. Vamos expressar
— N —_—  —
o vetor CD em fung¢io de AB e CB.

A D B

Figura 1.29: Exemplo 1.2.4.

Solucao: Observando a figura, vemos que:

— —_— - —_— — 1 =3

CD=CA+4D = (CB+BA) + 1. 4B
— —

e considerando que BA = —AB, obtemos:

—

CD = (-1)-AB+CB.

D=

1.2.3 Dependéncia Linear

Para motivar os conceitos referentes & dependéncia linear entre vetores, deixe-nos considerar algu-

mas situacoes geométricas em dois casos distintos.

1° cASsO - DOIS VETORES A Figura 1.30 ilustra dois vetores 4 e ¥, com representantes: (a) colineares,
(b) paralelos e (c) nao paralelos nem colineares.

Nos casos equivalentes (a) e (b) os dois vetores sao ditos LD (Linearmente Dependentes), porque
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<,
a

(a) (b) (c)

Figura 1.30: Vetores LD e Vetores LI.

um deles é miltiplo escalar do outro, isto é:

<y
I
»
£

Uu=t-U ou

Dados um ponto A e um vetor nao nulo ¢, com representante AB, seja r a reta suporte do segmento
orientado AB. Um ponto P(zx,y,z) do espago estd sobre a reta r se, e somente se, existe um unico

parametro (escalar) ¢, tal que:

—

AP =1t-7, teR. (1.5)

A equagao (1.5) descreve, de forma vetorial, a reta r que passa no ponto A, na dire¢ao do vetor
¥, e os vetores do espago com representantes sobre a reta r sdo precisamente os muiltiplos escalares do

vetor ¥. Veja a Figura 1.31.

Figura 1.31: Reta r na diregdo do vetor 7.

No caso (c) em que os representantes nao sao paralelos nem colineares, um dos vetores nao pode
ser escrito como muiltiplo escalar do outro e eles sao ditos LI (Linearmente Independentes). Os pontos
A, B e C nao estao alinhados e, portanto, determinam um (tnico) plano «, no seguinte sentido: dado

um ponto P(z,y,z) no plano « existem parametros tnicos p e ¢, tais que:

—
AP=p-i+q-U, pqgeR.) (1.6)
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Faremos referéncia a equagao 1.6 como a descrigao vetorial do plano gerado pelos vetores LI 4 e U. Na

— —_— = — —
Figura 1.32 abaixo vemos AP = AB + BP, sendo AB=¢q-7e BP =p- 1.

Figura 1.32: Plano gerado por 4 e .

Qualquer expressao da forma -4+ y- U, com x e y escalares, recebe o nome de Combinacdo Linear

—_—
dos vetores @ e U e, neste contexto, a igualdade (1.6) nos diz que o vetor AP é combinacao linear dos
vetores u e U. Os escalares x e y sdo os coeficientes da combinagéo linear. Por fim, ressaltamos que os

vetores com representantes no plano « sdo as combinacgoes lineares de u e v.

2° CASO - TRES VETORES Observando a Figura 1.33, notamos que nos casos (a), (b) e (c) os vetores

i, U e W possuem representantes coplanares, isto é, estao sobre o mesmo plano.

N
1% C vVYC Y
7 A W D
B w
A P i B

(b) (c)

Figura 1.33: Trés vetores 4, ¥ e W coplanares.

Jé a Figura 1.34 ilustra os representantes dos vetores @ e ¥ coplanares (quaisquer dois vetores
sempre tém representantes coplanares. Por qué?), enquanto o representante AD do vetor W nao é
paralelo ao plano m que contem os representantes AB e AC. Em uma linguagem simples, dizemos que
o vetor @ "fura" o plano 7 no ponto A.

Essas consideragoes motivam a seguinte defini¢ao:

DEFINICAO 1.2.5 Trés vetores do espago U, T e W sao Linearmente Dependentes (abrevia-se LD)

quando possuirem representantes coplanares, como ilustram os casos (a), (b) e (c). Se os trés vetores nao
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Figura 1.34: Trés vetores u, ¥ e W nao coplanares.

possuem representantes coplanares, como ocorre no caso (d), eles sao ditos Linearmente Independentes

(abrevia-se LI).

Lema 1.2.6 (Lema Fundamental I) Trés vetores do espago @, U e W sao LI se, e somente se, a
equacado vetorial:

t- U4y - T+z-@=0
possui apenas a solugdo nula: x =0, y =0 e z = 0. Qualquer expressio da forma x - U+ y- U+ z - W,

—

com x, y e z escalares, recebe o nome de combinacgao linear dos vetores i, U e .

Prova: A comprovagao é feita por contradi¢ao. De fato, se os vetores u, U e W s@o LD, entao eles tém

representantes coplanares e um deles, digamos W, é combinagcao linear dos outros dois, isto é:
W=z -du+y- v

e, assim, terfamos a combinagao linear nula z - @+ y -+ (—1) - & = 0, com o coeficiente z = —1 nao

nulo. Reciprocamente, se um dos coeficientes, digamos z, na combinacao linear nula
r- Uty - v+z-W=0

¢ diferente de zero, entdo:
W= (—zx/z) -4+ (—y/z) U

e isso indica que o vetor W jaz no plano gerado pelos vetores @ e U e, portanto, i, ¥ e W sdo Linearmente

Dependentes (coplanares). [

Lema 1.2.7 (Lema Fundamental IT) Trés vetores @, U e W, linearmente independentes, geram o
espaco R3, no sequinte sentido: dado @ um vetor qualquer do espaco, existem escalares x, y e z, Unicos,

tais que:

d=z-d+y T+z 0
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Prova: A Figura 1.35 ilustra os representantes: © = OA, ¥ =0B, w=0Ced=O0OP

Figura 1.35: Os vetores i, ¥ e W geram o espaco R3.

— = —_— = —

onde notamos que OD = x - OA, OE =y-OB e OF = z-OC e, assim:

I
Il
Q
)
+
&
+
Q
!

A unicidade da representagao segue do Lema 1.2.6 |

CONSEQUENCIAS:

(i) Considerando z = 0 reduzimos o Lema Fundamental II ao caso de dois vetores, isto é, @ e ¥ sdo LI
se, e somente se, a equacao vetorial:

z-d+y-07=0
possui apenas a solugao nula: x =0, y=0.
(ii) Se @, U e W sao vetores LI, entao:

T U4y U+z1-W = To-U+ys U+ 20 W

= (xl—1‘2)'ﬁ+(y1—yz)'17+(21—22)'117:6
e usando o Lema 1.2.6 deduzimos que

T1 =22, Y1 = Y2 €21 = 22.
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EXEMPLO 1.2.8 Se @ e U sao vetores LI, mostremos que os vetores @+ U e 4 — ¥ também o sdo. De

fato, considerando a combinagao linear nula:

z-(T+0)+y- (@—0) =0 (1.7)

e, considerando que os vetores i e U sdo LI, a iltima equacdo nos leva ao sistema algébrico:

z+y=0
r—y=20

cuja solugao é x =0 ey = 0.

EXEMPLO 1.2.9 Se {4, U, W} é um conjunto de vetores LI, entdo {U + 0,4 — U — 2w,V + 3w} também

o é. De fato, pelo Lema 1.2.6 é suficiente mostrar que a combinacao linear nula:

- (G4 0)+y - (G—0—20) +2z- (0+30) =0 (1.8)
tem solugao x =0,y =0 ez =0. A equacao vetorial (1.8) é equivalente a:

(z+y) @+ (@—y+2)-T+(—2y+32) - G=0 (1.9)

e considerando que os vetores U, U e W sao LI, seque de (1.9) que:

z+y=0
r—y+z=0
—2y+32=0

e resolvendo o sistema encontramos: x =0,y =0 e z = 0, como queriamos.

DEFINICAO 1.2.10 Um conjunto B = {u,U,wW} constituido de trés vetores LI denomina-se Base do
Espaco. De acordo com o Lema 1.2.7 todo vetor d do espago se expressa, de maneira inica, sob a
forma:

d=x-U+y-U+z-W

e 0s escalares x, y e z recebem o nome de coordenadas do vetor a na base B.
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EXEMPLO 1.2.11 (A base Canénica B = {i, J, E}) Sejam OA, OB e OC' trés segmentos orienta-
dos unitdrios e mutuamente ortogonais, nas diregées Ox, Oy e Oz, respectivamente, como ilustra a

. . - - Y=
Figura 1.36, e designemos i = OA, j = OB e k= OC. Dado um ponto P(x,y,z) no espago, temos:
— —

= — o -
OD=z-i, OFE=y-j ¢ OF=z-k

e imitando o que foi feito no Lema 1.2.7, obtemos:

—
OP=xz-it+y-j+z k. (1.10)

P(x,y,2)

Figura 1.36: A base Canonica B = {i, , k}.

Como consequéncia do Exemplo 1.2.11 deduzimos que:

—
(i) As coordenadas cartesianas x, y e z do ponto P sao precisamente as coordenadas do vetor OP
na base B = {;, 7, E} A unicidade da representagao (1.10) nos permite identificar um ponto

—
P (z,y, z) do espaco com o vetor OP.

(ii) Em qualquer base do espago, o vetor nulo 0 é o tnico que possui as trés coordenadas nulas. Na
base {;, 7 E}, temos:

0=0-74+0-7+0-Fk.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1

1. As afirmacoes abaixo estao classificadas em verdadeiras (V) ou falsas (F). Discuta cada uma delas.
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(a) SeA—B):C'—lientéoA:C’eB:D. .................................................. (F)
(b) Se AB ~ CD, entao AC ~ BD e os vetores AC e BD sio iguais. ...l (V)
(c) Se @ e bsao LD, entdo @ e b tém representantes colineares. ............................. (V)
(d) Se @ =0, entdo os vetores @, b e &SA0 COPLANATES. ... .....oover e (V)
(e) Se os pontos A, B e C nao estao alinhados, entao os vetores O—1>4, OB ¢ OC sio LL o (F)
(f) Dois segmentos orientados colineares e de mesmo comprimento sdo equipolentes. ....... (F)
(g8) Se AB ~CD,entao BA ~ DC. .. .o (V)
(h) Os segmentos orientados AA e BB representam o mesmo vetor. ....................... (V)
(i) Se AB ~ CD, entao o quadrildtero de vértices A, B,C e D é um quadrado. ............. (F)
(j) Vetores determinados por segmentos orientados equipolentes sdo iguais. ................ (V)
(k) Trés pontos nao colineares determinam dois vetores LI. .............. .. ..., (V)
(1) Dois vetores LI s30 sempre COPlanares. .. ..............oe.eeouoeniniananniniianannenen.s (V)
(m) Trés vetores LD 880 sempre coplanares. ...............o.oeveiinitoniiniinannenian... (V)
(n) Trés vetores LD s80 sempre COUNEAres. . ............iuiuiriiiiniiniiiiaineenann. (F)

2. A partir de dois vetores linearmente independentes e U, construa, graficamente, o vetor 24 — .

3. Se os pontos A, B e C nao estao alinhados e AD = B?’ , verifique que A, B, C e D sao vértices

de um paralelogramo.

—_— =

4. Sejam AD, BE e C'F as medianas de um triangulo ABC. Mostre que AD +BE +CF =0.

5. No paralelogramo da Fig. 1.1, M é o ponto médio do lado DC. Complete as sentencas:

(a) AD 4+ AB = oo . v e
(b) BA+ DA = wovoorvcoeer.
(€) AC = BC = oo,
—_— 1—>_
(d) BM = 1AB = oo, K “
Fig. 1.1

|
|
I

6. Na Fig. 1.2 abaixo, os vetores AB, AC e AD estdo no mesmo plano. Construir, graficamente,
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—

. . L == — =
com origem em A, o vetor ¥, tal que v+ AB 4+ AC + AD = 0.

D

>
B

hv4

Fig. 1.2

—_— — N —_— — N —_— —
7. Na Fig. 1.3 abaixo tem-se MA+ MD =0 e NB+ NC = 0. Escrever o vetor AB + DC em

—_—
funcao do vetor M N.

B
B N
C M
A
Fig. 1.3

8. Mostre que as diagonais de um paralelogramo cortam-se ao meio.
9. Mostre que os pontos médios dos lados de um quadrildtero sao vértices de um paralelogramo.

10. Mostre que o segmento que une os pontos médios dos lados nao paralelos de um trapézio é paralelo

as bases e tem comprimento igual a sua semi-soma.

11. Observe as figuras abaixo.

C

A Fig.14| | A Fig. 1.5 Fig. 1.6
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

(a) Na Fig. 1.4 tem-se |DB| = 2|AD|. Expresse o vetor CD como uma combinagao linear dos

—_— —
vetores AC e BC.

(b) A Fig. 1.5 representa um paralelepipedo (caixa retangular). Expresse a diagonal OD como

. - . _ —_—
uma combinacao linear das arestas OA, OB e OC.

(c) No tetraedro da Figura 1.6, D é o ponto médio de BC. Expresse o vetor AD como uma

T P
combinagao linear das arestas OA, OB e OC.

Mostre que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um tridngulo é paralelo ao

terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

O ponto de encontro das medianas de um triangulo recebe o nome de Baricentro. Mostre que o

Baricentro de um tridngulo divide as medianas na razao de 2 para 1.
: . . e T
Se O é o Baricentro de um tridngulo de vértices A, B e C', mostre que OA + OB 4+ OC = 0.

Se o ponto A divide o segmento P(Q) na razao de n para m e O é um ponto qualquer do espago,

— m — n —
OA = (m+n> OP + <m+n> 00.

Se @ e b sdo vetores LI, mostre que 2a + 3b e @ — 6b também sdo LI Se {[i, I;, c} ¢ uma base do

mostre que:

espago, mostre que {a + 5, 24 — 3b — c, b+ 2¢} também o é.

Sejam @ e b dois vetores LI. Como devem ser os escalares x e y para que o vetor xa + yb seja

paralelo ao vetor @, mas de sentido contrério?

1.3 Vetores em Coordenadas

Sejam A (r4,ya,24) € B(zp,yn, 2p) dois pontos no espaco e seja ¥ o vetor com representante AB,

. — % . .
isto é, ¥ = AB, como ilustra a Figura 1.37.

- - = — — —_—
Para expressar o vetor ¥ na base {i, j, k}, notamos que v = AB = OB — OA e considerando que:

RN - - N — - - —
OB=zxpi+ypj+zk e OA=zpi+yaj+zak,
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Z A

El
—>

N-l

Figura 1.37: Vetor determinado por dois pontos.

obtemos:

U= (rp —xA)Z—F(yB —yA)j+ (zp —zA)E.

—
A norma do vetor ¥ = AB, indicada por ||7||, é, por definigao, a distancia do ponto A ao ponto B e,

sendo assim, temos:

7] = V(x5 — 24)2 + (yB — ya)? + (2 — 24)2.

Se ||¥]| = 1, o vetor ¥ diz-se unitdrio.
A partir das propriedades da Soma e do Produto por Escalar, vejamos como ficam essas operagoes
e a norma de um vetor, em coordenadas.

(a) Soma: Dados os vetores @ = u1i + ugj + ugk e U = v1i + v2j + vsk, entao:

T+ 7= (u1 +v1)i + (ug +v2)] + (uz + v3)F.

(b) Produto por Escalar: Dados um vetor ¢ = v1;+ ’Ugj-i— vng e um escalar z, entao:

- — -

x - U= (zv1)i + (zv2)] + (zv3)k.

—
(c) Norma: Considerando o ponto P(vy,v2,v3) e notando que v = OP, obtemos:

1]] = /vf +v3 + o3
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e dado um escalar z, entdo |z - || = |z|-||7]|. De fato, como -7 = x - v1i + - va] 4 2 - v3k, temos:

Jooll = /(o) + (202)? + (wvs)?

= [o[y/of + i +0f = [2[ - |[7].

Olhando os vetores bdsicos i, 7 e k sob a forma:

-

i=1-i+0-740-k, j=0-i41-5+0-k e k=0-i4+0-5+1-k

encontramos:

-

il =1,

indicando, como j& era esperado, que os vetores i, j e k sdo unitdrios. Além disso, dado um vetor ¢’ # 0
. v
os vetores U = j:H—_,

T s80 unitédrios e colineares com o vetor ¥, porque se x = +1/ ||9]|, entdo 4 = x - ¥
U

e, portanto:

al| = || - |9l = 1/ [|@]) - [|[7]] = 1.
EXEMPLO 1.3.1 Dados os pontos A(1,1,1), B(—1,2,-3) e C(1,2,0), temos:
—d - - - — - - —
(i) AB=-2i4+j—4k e AC=0i+j— k.
(ii) Usando as operagoes com vetores, encontramos:

[ —_ - — - — — - - —
3AB —2AC = (—67+37 —12k) + (2] +2k) = —6i+5j — 10k.

(iii) Calculando as normas, temos:

IAB|| = V(—2)2+ 12+ (—4)2 =21 e |[3AB —2AC|| = /(—6)% + 52 + (—10)2 = V16L.

EXEMPLO 1.3.2 (Coordenadas do Ponto Médio) Dados 0s pontos A(xa,ya,z4) € B(zp,yB,2B),
seja M (xpar,ynr, zar) 0 ponto médio do segmento AB, como ilustra a Figura 1.38.

. — — 1558
Observando a figura, deduzimos que OM = OA + 5AB e usando as coordenadas, encontramos:
TM =TA+ %(JJB —Ta), Ym =Ta+ %(yB —ya) e zy=2TA+ %(23 —24)

de onde resultam as coordenadas do ponto médio:

_za+tTB _ ya+tyB _ ZAt2ZB
IM = 5 |YM = |
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Figura 1.38: Coordenadas do Ponto Médio.

EXEMPLO 1.3.3 O ponto médio M (znr,yn, 2y ) do segmento de extremidades A(2,—1,4) e B(6,—3, —2)
tem coordenadas:

zy =4, yuy=-2 e zy=1

e o ponto médio é M(4,—2,1).

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. Dados os vetores @ = 2i — j + 5/3, b= —i— j, €= —2i+ 3ked=6i— 27 + 1()/_5, calcule:
(a) Y@ (b)3b—53+¢ (c) —d+3ia (d)b—a.

2. Dado @ = 25—;—1— E, determine um vetor ¥ colinear com #, de sentido contrério, e cujo comprimento
seja igual a 3. Represente graficamente e v.

3. Localize no sistema de coordenadas os pontos: A(2,3,3), B(2,0,3) e C'(2,2,0) e represente

—_— 5 — —

graficamente os vetores @ = OA, b=0B e c=0C.
—_ — —
4. Calcule AB, AC e BC, sendo A(2,3,4), B(-2,1,1) e C(-2,-1,-2).
5. Considere o ponto A (1,2,3) e o vetor ¥ = 30+ 47 + 5k. Determine B tal que AB = 7.

6. Determine as coordenadas do ponto médio do segmento PQ, sabendo que P (2,1,5) e Q (4,3,1).

Qual a distancia do ponto P ao ponto Q7

7. Dados os vetores @ = 3i — j + 2k e ¥ = 20+ 47 — 2k, determine o vetor @ tal que 3w + 27 = %17—1— .
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

. Dados os pontos A (1,-2,3), B(5,2,5) e C'(—4,2,9), determine o ponto D de modo que A, B, C

e D sejam vértices de um paralelogramo.

. Sejam A, B, C e D os vértices de um paralelogramo e GG o ponto de encontro das diagonais.

Sabendo que A(2,—-1,-5), B(—1,3,2) e G(4,—1,7), determine os vértices C e D.

Em cada caso verifique se vetores sao LD ou LI.

(a) @=i+2k 0=2i+j, W=3i+j+5k (b) @=—147+91j+56k, o=2i—13j — 8k
(c) G=i+j, T=34+12j+k (d) @=3i+j+2k G=i+j+k W=2+k
Determine m de modo que os vetores @ = mi— f—i— I;, T=—i+ m; ew =i+ ;4—]3 sejam coplanares.

Qual valor de m faz com que @ = mi + 2j + keto=8 + mj + 2k sejam colineares?
Verifique se os pontos A (1,—1,2), B(0,1,1) e C'(2,—1,3) estao alinhados.

Determine y e z de modo que os pontos A (1,2,1), B(1,0,0) e C(1,y, z) sejam colineares.
Em cada caso verifique se os pontos A, B, C' e D sao coplanares.

(a) A(1,1,1), B(-2,—1,-3), C(0,2,—-2) e D(—1,0,-2).

(b) A(1,0,2), B(~1,0,3), C(2,4,1) e D(—1,-2,2).

Verifique se os vetores @ = —3i + 2] — E, T=1-3]+ 5k e 1 = 2+j— 4k podem ser representados

pelos lados de um tridngulo.
Verifique se os pontos A (1,1,0), B(3,1,0) e C (1,3,0) podem ser vértices de um triangulo.

Verifique que os vetores @ = Z+3— SE, b=2i+ j—l— 3kecd=—3i+ 95’ — k formam uma base do

R3 e determine as coordenadas do vetor ¥ = i + j + k nessa base. A base ¢ positiva ou negativa?

—Ce U = —ad+ b+ 2 Escreva o vetor

S

Sejam @, b e ¢ vetores LI e considere & = 2ad +

@ = 9G + 15b + 6¢ como combinagao linear de 4 e 7.

- -

Calcule os valores de x para os quais os vetores @ = i+ a:f, b= —xi— jt+kec= i+ f—i— k sdo LI
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1.4 Produto Interno

O Produto Interno, ou Produto Fscalar, entre dois vetores é motivado pela projecao ortogonal de

um vetor sobre outro. Iniciaremos com os conceitos de norma e dngulo entre vetores.

» NORMA & ANGULO: Como vimos anteriormente, todos representantes de um dado vetor ¥ tém o

— o
mesmo comprimento e se ¥ = AB definimos a norma de v por ||7|| = dist(A4; B). Se ¥ # 0, os vetores
| G . s . "
U= jzﬂ sdo os unicos vetores unitdrios colineares (LD) com o vetor .
U
B
P
v
O
i W

Figura 1.39: Construcao de vetor unitério.

Um fato que nos parece 6bvio é que se @ é um vetor unitdrio e ¥ é um vetor colinear com 1, entao:
v=|[dl|@ ou v=—v]|d

a depender dos sentidos dos representantes como ilustra a Figura 1.39.

O dngulo entre dois vetores nao nulos @ e ¥ &, por defini¢ao, o menor angulo orientado 6 entre dois

representantes de @ e U, com mesma origem, como ilustra a Figura 1.40.

u
=3
— — u
u u
(ﬁav) =0 (T}aﬁ) =-0 (ﬁ,V) =0 (ﬂav) =T ﬁ 1 v

Figura 1.40: Angulo entre vetores.

Anota-se § = (@, ¥) para indicar o angulo entre @ e U e em se tratando de dngulo orientado, segue
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que (@,v) = — (¥,4). Dois vetores @ e ¥ com representantes perpendiculares sao ditos ortogonais e
anotamos 4 L ¥; neste caso o angulo entre eles é § = £7/2rad.

A base canoénica B = {Z, ;, /2} é constituida de trés vetores unitdrios e mutuamente ortogonais. As
coordenadas cartesianas z, y e z de um ponto P sao precisamente as coordenadas do vetor 0—15 na base

B. Isso torna a base B especial!

» PROJECAO ORTOGONAL: A Figura 1.41 ilustra os vetores ndo nulos @ e ¥, com representantes

AB e AC, respectivamente, e D o pé da perpendicular baixada do ponto B sobre o segmento AC.

. B

Figura 1.41: Projecao Ortogonal.

—_—
O vetor AD recebe o nome de Projecao Ortogonal do vetor « sobre o vetor ¢ e é indicado por Proj;u.

—
Para expressar o vetor Proj;u em funcao dos vetores 4 e U, notamos que o vetor AD é colinear

- — —_—
com o vetor unitdrio ¥/||v|| e, sendo assim, AD = HADH - (9/ ||7]]). Portanto:
Projeii = | 4D - (57 ) = Il coso (1)
7 17
ou, de forma equivalente:
Projsi = [Hﬁu 13| cos e} (ﬁ) (1.11)
U

Ao numero real ||| [|¥/]| cos @, que figura em (1.11), sendo 6 o angulo entre os vetores i e ¥, damos o
nome de Produto Interno ou Produto Escalar entre os vetores i e ¥. De forma precisa, temos a seguinte

definigao:

DEFINIGCAO 1.4.1 O Produto Interno entre os vetores i e U, indicado por e v, é definido como seque:

(i) Se @ =0 ou ¥ =0, entdo i e =0.

(ii) Se@#0 e T # 0, entio:

o ¥ = ||| - ||7]] cos(@, D). (1.12)
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1.4.1 Propriedades & Consequéncias do Produto Interno

g

Dados trés vetores i, ¥ e w e um escalar (nimero real) z, temos as seguintes propriedades:

(1) Comutativa: Wev =1ve1.

(2) Associativa: z-(dev) = (z-u) et =1ue(z-7).

+
Sy
[ ]

g

(3) Distributiva: de (V4 W) =uev

CONSEQUENCIAS A partir das propriedades do Produto Interno, seguem facilmente as seguintes

consequéncias:

(a) @ea = ||i||*. Se @ for unitdrio, entdo e @ = 1.

(b) “ L v det=0. O angulo é 6 = 7/2 e cosf = 0.

(c) ie ; =0, iek=0 e fo k = 0. Os vetores f, j e k sdo mutuamente ortogonais.

(d) iei=1 je5=1 e kek=1. Os vetores i, j e k sdo unitarios.

(e) Dado 4 = uy i+ uzj+ U3 lg, entao as coordenadas ui, us € ug do vetor @ sdo precisamente:
U1 :’E;OZ, (D) :1_[0; € Uus :UQE.

(f) Se @ =wu i+ u2j + us E e T=nvi+ vy ] + v3 E, temos a seguinte regra para o Produto Interno

em coordenadas:

U e U = uvy + usty + ugvs.

(g) Segue de (1.12) que o angulo entre @ e ¥ ¢ o menor angulo orientado 6, tal que

cosf = 7_”

][ - ]2

PRODUTOS NOTAVEIS & DESIGUALDADES  Usando as propriedades e consequéncias do Produto

Interno, temos:

(a) Quadrado da Soma: |@+ 7| = ||@||*> + 2a e 7+ ||7]>.
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Prova:
i+ 0> = (@+7)e(i+0)=dei+iet+Ted+Ted
= ||@|*+2aev+ ||7]>.

(b) Quadrado da Diferenca: || — &|*> = ||@||* — 2@ e 7 + ||7]|.

(c) Produto da Soma pela Diferenga: (i + %) e (@ — 7) = ||@||*> — ||7]|*.
Prova:
(T+0)e(@i—T) = Ueti—tUeT+Tell—Teu
= lal”* —|19]*.

(d) Desigualdade de Cauchy-Schwarz: |de ¢| < ||d]| - ||7]].
Prova: Considerando que |cos§| < 1, temos:

@ o3 = ||| - [|7] - [cos 8] < |[a] - [|7]
N——

<1

(e) Desigualdade Triangular: |a+ 7| < ||d|| + |7

Prova: A Figura 1.42 ilustra um tridngulo ABC e a de-

sigualdade triangular estabelece que o comprimento AC de um B
dos lados nao ultrapassa a soma dos outros dois e daf resultou o . .
nome Desigualdade Triangular. Usando o quadrado da soma e a el IV
Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos:
A — C
@+ a1 = 171+ 2o 5+ 1717 < [l + 2 @l - 1] + 191 el
= (lall + a1

Figura 1.42: ||d + ¢]| < ||d]| + ||7]].

1.5 Produto Vetorial

Para motivar o conceito de Produto Vetorial entre dois vetores, deixe-nos considerar o seguinte

problema geométrico:



1. VETORES GEOMETRICOS 33

» PROBLEMA: Calcular a drea do paralelogramo cujos lados
sao representantes dos vetores LI (nao parelelos) @ e ¥, como ilustra a

Figura 1.43. A drea do paralelogramo S vem dada por:

A (S) = (base) x (altura) = ||| x h = ||@]| - ||7]| - | sen (@, V)]

e como veremos adiante, o valor numérico da drea A (S) é a norma de Figura 1.43: Area A(S).

um novo vetor, conhecido por produto vetorial de @ e .

Dados trés vetores LI 4, ¥ e w, podemos construir com esses vetores seis bases ordenadas:
By = {u,v,w}, By = {0, u,w}, By ={v,w,u}, By ={u,w,v,}, Bs={w,u, v,} e Beg ={w,v,u}

e a cada base ordenada associaremos o sinal "4+"ou "—", de acordo com a Regra da Mdo Direita descrita
a seguir. Para melhor clareza da regra, suponhamos que os vetores LI #, U e W estejam dispostos como

ilustrado na Figura 1.44.

=l

=

_)
u

Figura 1.44: Base Ordenada.

O sinal da base By = {u, U, W} é estabelecido da seguinte forma: imaginemos o vetor @ (terceiro
vetor da base) apontando para nossos olhos e giramos, segundo o menor angulo, o vetor 4 (primeiro vetor
da base) até tornd-lo colinear com o vetor ¢ (segundo vetor da base). Se a rotagao for anti-hordria a base
serd positiva e, caso contrdrio, associamos a base o sinal "—". Dito de outra forma, acompanhando com
os quatro dedos da mao direita a rotagao do vetor @ (primeiro vetor da base) até torné-lo colinear com
o vetor ¥ (segundo vetor da base), se o polegar apontar na dire¢do do vetor W (terceiro vetor da base)
a base serd positiva. Esta é a Regra da Mao Direita. Na tabela abaixo, exibimos os sinais associados as

bases listadas acima, com respeito a configuracao da Figura 1.44.

Bi | Bo | Bz | By | Bs | Bs
=+ -] +]-
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<

Figura 1.45: Regra da Mao Direita.

Procedendo dessa forma com as demais bases, deduzimos que as bases Bs e Bs sao positivas,
enquanto as bases By, By e Bg sao negativas. E claro que os sinais das bases serao alterados quando a

disposicao gréfica dos vetores for modificada.

DEFINIGCAO 1.5.1 Dados os vetores LI (ndo paralelos) U@ e U, o produto vetorial de i@ por U é, por

definicao, o vetor 4 X U, caracterizado por:
(i) Norma: |[|a x 4[| = |[a] - [|2]] - | sen (&, ).
(ii) Diregao: o vetor @ X U é ortogonal aos vetores U e U, simultaneamente.

(iii) Sentido: a base ordenada {u, U, u x U} €é positiva, isto é, atende & regra da mao direita.

No caso em que os vetores i e ¥ sdo paralelos (aqui estao incluidos os casos @ = 0 e ¥ = 0), define-se

@ x ¥ = 0. Sobre a definigao do produto vetorial, ressaltamos que:

(a) O sentido do vetor ¥ x @ é determinado pela regra da mao direita, considerando que a base ordenada

{7, 1, ¥ x i} deve ser positiva. A Figura 1.46 ilustra os produtos vetoriais @ X ¥ e ¥ X .

<l

Figura 1.46: Os produtos 4 X ¥ e U X 4.
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(b) Os vetores @ X ¥ e U X 4 sao paralelos, j4 que ambos sdo ortogonais ao plano gerado por @ e v.

(c) A norma ||@ x || é precisamente o valor numérico da drea do paralelogramo cujos lados sao repre-

sentantes dos vetores @ e ¥, ilustado na Figura 1.47.

Uuxy
—
1%
i x vl
0 o
N »
u

Figura 1.47: A(S) = ||u x v]|.

1.5.1 Propriedades & Consequéncias do Produto Vetorial

(1) Os vetores @ e ¥ sio paralelos (LD) se, e somente se, @ x ¥ = 0. De fato, sendo @ e ¥ paralelos,

entao sen (@, ¥) = 0 e, portanto, ||@ x 9] = 0.
(2) Antissimetria: @ x ¥ = —¥' X u. Basta observar a Figura 1.46.

(3) Com respeito aos vetores bésicos {; ; e /;, dispostos como ilustrado no Exemplo 1.2.11, temos a

seguinte tabela de produtos vetorias:

-

i1XJ | kxi|gxk|1X

.
)
X
T

<.
X
<.
)
X
ol
T
X

<.

JxJ

k i i 0 0

=11
|
>
|
<
|
-~

—

(4) Associatividade: z- (4 x?) = (z %) X ¥ =1u X (- V).

X W.

£

(5) Distributividade: @ x (¥+ @) =4 x 7+

(6) O Produto Vetorial em coordenadas. Dados os vetores @ = uy i+ f+U3 E e o= V1 i+2 f+v3 E,
obtemos, a partir das propriedades ja estabelecidas, a seguinte expressao em coordenadas para o

produto vetorial:

— —

UXU = (ulvg) E — (ulvg)f— (UQ’Ul) k+ (UQ’Ug) Z—I— (’LL3’U1)j — (U3’L)2)i

= (’LL21)3 — U31)2) ;— (ulvg — U32)1);+ (ulvg — ’U,Q’Ul) E
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Na ultima linha, os coeficientes podem ser identificados com determinantes 2 x 2, de modo que:

. uz uz| - (U1 U3| - up u2| -
UX U= - J+ - k. (1.13)
V2 U3 U1 U3 U1 V2

O lado direito de (1.13) nada mais é do que o desenvolvimento de Laplace do determinante:

ﬁ X U: ul u9 us (114)

v V2 U3

que normalmente se usa para representar o produto vetorial.

EXEMPLO 1.5.2 Se @ =i+ 2}— ked=2i+ 2]— 3]2, o produto vetorial © X U é dado por:

ik
GxT=11 2 —1|=(—6+2)i—(-3+2)j+2-k=—-4i+] -2k
2 2 =3

Como U x U # 0, deduzimos que 0s vetores U e U nao sao paralelos e a drea do paralelogramo S de lados

representados pelos vetores @ e U é igual a:

A(S) = ||@ x ¥]| = /(—4)2 + 12 + (—2)2 = V21.

1.6 Produto Misto

O Produto Misto, como o préprio nome sugere, envolve os produtos Interno e Vetorial. Para

motivar o conceito, vamos considerar o seguinte problema geométrico:

» PROBLEMA: Calcular o volume do paralelepipedo cujas arestas sao representantes dos vetores
i, U e W, como ilustrado na Figura 1.48.

O volume do paralelepipedo vem dado por:

‘VO] = (drea da base) x (altura) ‘

e por observagao da Figura 1.48, encontramos:

vol = ||@ x 7| - H = ||@ x 7| - || - |cos 0] . (1.15)
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Figura 1.48: Volume do Paralelepipedo.

— —

O que vemos em (1.15) é o volume expresso pelo produto interno dos vetores 4 X U e W, isto é:

5 ‘

volz‘(ﬁxﬁ)ow.

— — —

Ao nidmero real (4 x ) e &/ damos o nome de Produto Misto dos vetores i, ¥ e W, nessa ordem, e
anotamos:

—

(@, ¥, W] = (@ x §) 1.

—

E oportuno ressaltar que o produto misto [ 4, U, W ] pode mudar de sinal ao permutarmos os

— —

vetores i, ¥ e w. Por exemplo, notando que 4 X ¥ = —¥ X #, temos:

[7776715]:7[67676]

1.6.1 Propriedades & Consequéncias do Produto Misto

(1) Os vetores ©, ¥ e W sao coplanares se, e s6 se, o paralelepipedo degenera-se em uma figura plana e,

assim, [ 4, U, @ | = 0.

(2) O sinal do Produto Misto [ @, ¥, & | € o mesmo da base ordenada B = {#, ¥, W}, no caso em que

os vetores nao sao coplanares.

(3) Para comprovar que [ 4, U, W | = [ ¥, W, 4 ], basta observar que em valor absoluto os produtos
mistos sdo iguais (representam o volume do mesmo paralelepipedo) e que os ternos ordenados

{d, v, W} e {U, W, 4} tém o mesmo sinal.
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(4) O produto Misto em coordenadas: Considerando os vetores:
G=uri+usj+ushk, T=uvii+vaj+uvsk e @=wii+wyj+wsk

usamos os produtos interno e vetorial em coordenadas e encontramos:

upr U2 ug
[ﬁv ’177“7]: v U2 U3|-

wp w2 w3

EXEMPLO 1.6.1 Sejam os vetores & = i+ 2;, T=—i+ 2;— ke = 25-1-5— k

(a) Os vetores @, U e W sao LI (ndo coplanares), porque:

1 2 0
[ﬁvﬁaw]:—l 2 —1:*7750
2 1 -1

(b) O paralelepipedo de arestas i, ¥ e W tem volume igual a 7.

(c) As coordenadas do vetor @ = i+ k na base {@, U, W} sdo as solugodes z, y e z da equagao

vetorial:

ISI

=z-U+y-U+z-0. (1.16)
A equagao (1.16) é equivalente ao sistema algébrico:
r—y+2z=1

24+ 2y+2=1
—y—z=1

com solucdo z =9/7, y = —4/7 e z = —3/7. Assim, temos a representagao:

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3

1. Classifique as afirmagoes em verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando sua resposta.

(a) () Sedeb sao paralelos, entdo @ x b = 0.
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Sed’xgzﬁ, entéo&'ougéigualaﬁ.

Se @ e b sdo perpendiculares, entao a e b=0.

Se EL’OI;:O, entdo @ ou b é igual a 0.

Existem vetores nao nulos @ e b tais que a X b=0cdeb=0.
Se {a, b, ¢} é uma base ortonormal, entao ¢ = a x b.

Se a é o plano gerado por @ e be (B é o plano gerado por Ce cz: entdo « e [ s&o paralelos

=, -
—

se, e somente se, (@ X b) x (¢ x d) = 0.

)
)
)
)
)
)
)
)
)

[\)

Os vetores a, be ¢ sio coplanares se, e somente se, [a, 5, dl=0.

Se {a, b, ¢} é uma base ortonormal, entdo [d, b, cl = +1.

Sempre que @ e b forem colineares, ter-se-4 ||@ + b|| = ||@|| + ||b]]-

Se @ e b so vetores unitdrios, entdo @ + b tem a direcao da bissetriz do angulo (@, b).
Se @ e b sdo vetores do espaco, entdo ||@ =+ b]|2 = ||@|? + 2d@ e b + ||b]|2.

Trés vetores ortogonais sao sempre LI.

Se ||@|| = 1, entdo o vetor Proj; b tem comprimento | e b).

Se {u, ¥, W} é uma base positiva, entao {#,w, 7} também o é.

O conjunto {u, ¥, U} é uma base apenas quando @ e ¥ forem LI.

—

) Se {@, ¥} é uma base ortonormal e @ ¢ um vetor, entdo ||@||* = (Geoi)%+(qe0)2+(dew)2.

. Mostre que as diagonais de um losango sao ortogonais.

—_— —
3. Se AB e AC vetores nao nulos e ortogonais, demonstre o Teorema de Pitdgoras:

4] + &)~ [z

-,

S L = L, o (deb)a : "
4. Se @ e b sdo dois vetores e @ # 0, mostre que o vetor ¥ = b — ( ||qH2) é perpendicular ao vetor a.
a
5. Verifique que a norma goza das seguintes propriedades:
(a) ||@| >0 e @ =0« a=0. (O tnico vetor de norma zero é o vetor nulo.)

() [ll@ll — 19| < ll@ -l

(c) wo¥ =7 (||a+d|*—|lg—d]?). (Identidade de Polarizagao)
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(@) ||+ v? + g — 0> =2 (||f[||2 + ||17||2) . (Identidade do Paralelogramso)

6. Descreva passo-a-passo a constru¢do de uma base ortonormal positiva {u, ¢, @}, a partir de um

vetor nao nulo 4.

—

7. Sejam a, b e ¢ trés vetores tais que o angulo entre quaisquer dois deles, nessa ordem, é 60°.

Sabendo que ||@|| = 3, ||b]| = 2 ¢ ||@| = 6, calcule ||@+ b+ 2]
8. Se ||a@|| = 11, ||b]| = 23 ¢ ||@ — b]| = 30, calcule ||@ + b]].

9. Os vetores @ e b sdo perpendiculares entre si e o vetor ¢ é tal que (¢, @) = 60° e (¢, l_;) = 60°.

Sabendo-se que ||@|| = 3, ||b]| = 5 ¢ ||&]| = 8, calcule o produto interno: (3@ — 2b) e (b + 37).
10. Determine a projecdo ortogonal do vetor @ = 2 — 35—1— k sobre o vetor b = —i + 2;—1— 2k.
11. Calcule o 4ngulo entre os vetores @ = 2?+;’— 2keb=3i+ 3;’.
12. Determine um vetor unitério i, paralelo ao vetor 2a — 5, sendo @ =i — 2f+ 4k eb=2i— f—i— 3k.
13. Calcule ||i]| e ||@ + ¥]|, sabendo que 7 o T = 6, ||7]| = 3v2 e (&, 7) = 7/4 rad.
14. Determine o valor de z, de modo que (27 + 37 + k) ® (2 + j) = 3.

15. Dados @ = 4i + 2;—1— 4k e T = 2?—1—;— 21_5, ache um vetor unitdrio w na direcao da bissetriz do

angulo entre @ e .

16. Verifique que os pontos A (1,1,0), B(3,1,0) e C'(1,3,0) sao vértices de um triangulo retangulo

e calcule seus angulos.
17. Dados @ = 3i — 25 + E, T=i+jew=—-2j— E, calcule os produtos mistos:
(a) [4,v,w] (b) [u,d,d] (c) [u,wd,v] (d) [u,d,d].
18. Em cada caso, use o produto misto e verifique se os pontos sao coplanares ou nao.

(a) A(0,2,—2), B(~1,0,-2), C(=2,—1,-3)e D(1,1,1).
(b) A(=1,0,3), B(-1,-2,2), C(1,0,2) e D(2,4,1).

19. Os vetores i, ¥ e W sdo mutuamente ortogonais e formam, nessa ordem, um terno ordenado

— —

positivo. Sabendo que ||| =4, ||T|| =2 e ||| = 3, calcule o produto misto [, ¥/, W]
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Use o produto vetorial e determine as condigoes que devem satisfazer os vetores @ e b para que
a—+bed— b sejam paralelos.

Os vetores d =1+ j + BE, b=2i— i+ 5k ec=4i— 37 + k sdo coplanares ou nao?

Se |||l = 3 e ||U|| = 5, determine os valores de = de modo que os vetores @ + z¥' e @ — x¥ sejam:
(a) perpendiculares (b) paralelos.

Sejam a = i— 2]—1— 31_5, b=2— 3;4— ked=i+ 2}— 7k. Determine um vetor @ perpendicular aos

vetores @ e b e tal que v e ¢ = 100.

Se o, 8 ey sdo os dngulos diretores de um vetor nao nulo ¥, isto é, os &ngulos que o vetor ¥ forma

com os eixos Oz, Oy e Oz, respectivamente, mostre que:
cos? o+ cos? 4 cos? y = 1.
Demostre as seguintes relagoes:

(a) @ x (T x @) = (o w)7 — (To0)w. (b) (@ x7)x (Zxw) = [, 6,@|Z — [, 0, 2.

Os vetores i, ¥ e W tém normas 4, 2 e 6, respectivamente, e o angulo entre quaisquer dois deles,

na ordem apresentada, é w/3rad. Calcule |@ + ¥+ | .

Prove as seguintes afirmagoes:

sao coplanares.

@
IS
X
ey
+
S
X
g
+
g
X
S
I
\.ol
@
=
o+
[sV2]
)
=
ey
[e)
g

1.7 Regra de Cramer

Daremos a seguir uma breve descrigao da Regra de Cramer para resolugdo de sistemas lineares

3 x 3. Comecamos com dois resultados bésicos, que serao utilizados na seqiiéncia.
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—

B Usando a relagao [w, 2, X] = [X, &, 2], com X = 4 X ¥, vamos demonstrar que:

SOLUGCAO Temos [0, Z,d] = [d, W, Z] e considerando @ = @ x U, obtemos do Exercicio 25(a), se¢ao 1.4,

[W, 2,0 x ¥ = [UxU,W,Z] < (0bx2)e(dxv)=][uxV)xd-Z

=<l
I
[
L
!
g
IS
_l_
D=
=2
B
&
S
+
D>[=
=2
!
>
g

onde A = [, ¥, w].
SOLUCAO Do Exercicio 7?7, temos:

(1) (ux ) x (W x &) = [u,v,7]d — |4, v,d] z.
(i) (@x?) x (W xZ)=— (W xZ)x(dx7)=—([w,z0]d— [z uv),
de onde resulta que:

— —

(i, 5, ) @ — [ii, §,%) & = — [, %, 7] @ + [

—

, @, U] v.
Se na iltima igualdade isolarmos Z no 1° membro, chegaremos ao resultado.

Consideremos, agora, o sistema linear 3 x 3 :

a1T + agy + azz = dy
biz +boy+ bz =dg  (¥)

1T + coy + c3z = d3
e os vetores @ = aji + bJ%— 611_5, T = aogi + ij—l- CQE, W = asi + bgj+ csk e X = dyi + d23+ dgE, de
modo que X = z#@ + y¥ + 2. Se o determinante

ay az asg
A = det bl b2 b3

1 C2 3
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é nao nulo, entao os vetores i, ¥ e W formam uma base do espago e , portanto, os escalares x,y e z sao

unicos, ou seja, a solugao do sistema (x) é tnica e esta vem dada por:

B A A
A? y A _A,

xr=

I
o
N

\

onde os determinantes A;, A, e A, sao obtidos a partir do A, do modo seguinte:

dy a2 a3 ap di a3 ar az di
AJ; = det dz bz b3 s Ay = det a9 d2 b3 e AZ = det as b2 d2

d3 co c3 a3 d3 c3 az co d3

No caso em que o sistema é homogéneo, isto é, dj = dy = d3 = 0, entao a unica solugao do sistema é

z=0,y=0ez=0.

QUESTOES DE REVISAO

. Dado um ponto P (z,y, z), o que representam, em termos de distancias, as quantidades:
Va2 +42, Va2 +22 e V2 +227?

E as coordenadas z, y e z o que medem?

. Como devem ser os escalares x, y e z, para que o ponto P (z,y, z) esteja sobre:
(a) oeixox (b)oeixoy (c)oeixoz (d)oplanoxy (e) oplano zz (f) o plano yz.

. Como verificar se os pontos A, B e C sao colineares? Trés pontos sdo sempre coplanares? E trés

vetores?

. O que sao segmentos orientados equipolentes? Vetores determinados por segmentos orientados

equipolentes sao iguais?
. O que é Combinacio Linear dos vetores i,V ¢ @ ? E Base do espaco R?, o que &?

. O que sao Vetores LI e vetores LD? Vetores colineares sao LI ou LD? E coplanares? Qual argu-

mento algébrico se usa para testar a dependéncia linear entre vetores?
. O que ¢ ||d]|? Em que condicoes se tem ||@|| = 07

. O que é um vetor unitdrio? Dado um vetor nao nulo & quantos vetores unitdrios e colineares com

a existem? Como determing-los?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

. Sob que condigoes trés vetores a, bec podem ser representados pelos os lados de um triangulo?

Como verficar se quatro pontos A, B,C e D sao coplanares ou nao?

Identifique o plano gerado pelos seguintes pares de vetores: (a)iej (b)iek (c)je k.

Na representacao @ = i + yj + zk como sao denominados os escalares x, y e z?7 Como vocé

relaciona o vetor @ e o ponto P (z,y, z)?

Como se define o produto interno entre dois vetores? Como usar o produto interno para determinar

o angulo entre dois vetores nao nulos?

E o produto vetorial, o que €7 Que ente geométrico pode ser calculado com o produto vetorial?
Para que serve o produto misto?

O que é o plano gerado por um par de vetores LI? E a reta gerada por um vetor nao nulo?

O que é uma base ortogonal do espaco? E uma base ortonormal, o que é7

Como usar o produto interno para achar as coordenadas de um vetor em uma base ortonormal?

O triangulo ABC esté inscrito no semicirculo de raio R, como ilustra a Figura 1.7 abaixo. Mostre

que o triangulo é retangulo no vértice C.

O

B

Fig. 1.7
Um vetor nao nulo ¢ forma com os eixos Ox e Oy os angulos a = 120° e § = 45°, respectivamente.
Determine o dngulo entre v e o eixo Oz.

Dois angulos diretores de um vetor ¢ sdo: o = 60° e v = 120°. Se ||0]| = 2, determine as

coordenadas do vetor 4.
Determine os cossenos diretores do vetor ¥ = 4i + 3;—1— 12k.

Determine dois vetores ¥ e @, de norma 75, paralelos ao vetor @ = 167 — 15j+ 12k.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

% i+ j + k) sdo ortonormais e

Verifique que os vetores @ = %(_"— 2 +k), b="L((—k)ec=
determine as coordenadas do vetor @ = 37 4 2 + 2k na base {a, b, c}.

&

Sejam @ = j + E, T=24jew =i+ k. O conjunto {i, ¥, w} é uma base do espago R3? Essa base
¢ ortonormal? Ela ¢é ortogonal? E possivel escrever o vetor @ = 30 + 2;4— 2k como combinacao

linear de i, 7 e w?

Se |||l =4 e ||U]| = 3 e o angulo entre 4 e ¥ e entre 4+ ¥ e 4 — ¥ ¢ a, calcule cos a.

— —

Se 4, U e W s@o vetores unitarios tais que @ + ¥ + @ = 0, mostre que 4 - U+ 4 - W+ ¥ - W = —3/2.

Se 1 e U sao vetores ndo nulos e ortogonais, determine o valor de = de modo que os vetores @ + x¥

e U — ¥ sejam ortogonais.

Se ||@|| =1, ||J]| =3 e (4,¥) =n/6, calcule ||(24 — ¥) x (@ + 9)|| .

Determine dois vetores de norma 3, ortogonais aos vetores @ = 2 — j+ keb=1i—k.
Determine um vetor 7 tal que 7- (2i 4+ 37) = 6 e ¥ x (2i + 3]) = 4k.

Qual a drea do paralelogramo que tem trés vértices consecutivos nos pontos A (1,0,1),B (2,1, 3)

e C(3,2,-5)7

Verifique se os pontos A (—1,-3,4), B(—2,1,—4) e C (3,—11,5) sao vértices de um triangulo.
Em caso afirmativo, classifique o tridngulo em retangulo, iséceles ou eqiiildtero e calcule sua drea.

—
—

Considere os vetores @ = 254—]—1— 3k et =4i+ j — 3k. Construa uma base ortonormal positiva

{@,b,c}, sendo @ paralelo ao vetor 4 e b paralelo ao vetor U. Determine as coordenadas do vetor

@ =1+ + k na base {a,b,c}.

Calcule o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A (2,1,6) e os trés vértices
adjacentes nos pontos B (4,1,3), C'(1,3,2) e D(1,2,1).
Considere o triangulo de vértices A (3,2,1), B (3,2,2) e C (3,3,2). Determine:

(a) Os angulos do AABC; (b) O vetor proje¢ao do menor lado sobre o maior lado;

(c) A drea do AABC; (d) A altura do triangulo, relativa ao maior lado.

Dados @ = 2i — j—i— 2keb =1+ 3}, construa uma base ortonormal negativa {u, v, 4}, sendo @

paralelo ao vetor @ e U coplanar com a e b.
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38. Seja x < 0 e considere os vetores 4 = 2w + 2wj+ xE, T=ai— 22+ 22k e @ = 2wi — xf— 2xk.
Mostre que {@, ¥, %} é uma base ortogonal negativa. Determine o(s) valor(es) = que torna(m)
a base ortonormal e, em seguida, encontre as coordenadas do vetor @ = i— 2; — 3k nessa base

ortonormal.

39. Verifique que os pontos A (4,6,2), B(1,2,1), C(3,3,3) e D (7,4, 3) sdo vértices de um paralelepipedo,

calcule o volume do sélido e as coordenadas do ponto E, sendo AE uma diagonal interna.

. lr— — —
40. Mostre que o volume do tetraedro da figura abaixo é: V = 6 [OA, OB,0C|.

C

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.1
1. Em algums casos, uma ilustragao geométrica ajuda na conclusao.

—_— —
(a) Para que os vetores AB e C'D sejam iguais é necessério e suficiente que os segmentos orientados

AB e CD sejam equipolentes
(b) Segmentos equipolentes determinam o mesmo vetor.

(c) Dois vetores sao Linearmente Dependentes (LD) quando possuirem representantes paralelos.

Tais representantes podem ser colineares ou nao.

(d) O plano que contém representantes dos vetores b e & também contém pontos do espago, que

sao representantes do vetor nulo d.

(e) Os pontos nao alinhados A, B e C podem ser determinados de tal forma que os segmentos

. . —_— — —_—= .
orientados OA, OB e OC sejam coplanares. Neste caso, os vetores OA, OB e OC sao LD.
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(f) Seriam equipolentes se tivessem o mesmo sentido. Por exemplo, os segmentos orientados e

nao nulos AB e BA sao colineares, de mesmo comprimento e, contudo, nao sio equipolentes.
(g) O quadrilatero de vértices A, B,C e D é um paralelogramo.
(h) Qualquer ponto do espago ¢ um representante do vetor nulo.

(i) O quadrilatero de vértices A, B,C e D é um paralelogramo, mas, nao um quadrado, neces-

sariamente.
(j) E isso que estabelece o conceito de vetor.

(k) Os dois vetores LI determinados pelos 3 pontos nao colineares geram o plano que contém os

trés pontos.
(1) Quaisquer dois vetores (LI ou LD) sao sempre coplanares.
(m) Se nao fossem coplanares, seriam geradores do espago e, portanto, LI.

(n) Eles podem ser coplanares e ndo colineares.

2. Recorde-se que 24 tem mesma direcdo e sentido que 4 e —¢ tem sentido oposto ao vetor v.
3. Decorre da equipoléncia dos segmentos orientados AD e BC.

4. Observando a Figura 1.12, vemos que

— —

A e

z|
Nl
5l
Il

2l
+

Nl
S|

— — —

N[ =
oy
Q

_|_
e, somando essas expressoes, chegamos ao resultado.

5. (a) AC  (b) CA (¢) A

6. O vetor procurado é ¥ = BA+ CA +
—_— — —

7. AB+ DC =2MN.

8. Seja M o ponto médio da diagonal AC e mostremos que M é ponto médio da diagonal DB.

—_— —
Observando a Figura 1.9, vemos que DM = DA +
— — _— -
AM = %DA + % (DA + AC’> , € considerando que
—_— —_— S — —_— —
DC = AB, resulta DM = DA+ $AB = ;DB.

. .

N
DN =
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9. No quadrildtero da Figura 1.10, F, F, G e H sao os pontos médios dos lados.

. — — —
E suficiente mostrar que GF = HE ¢ HG = EF. G
Temos GF = GC+CF = 5 DC+5CB = 5DB, e, de
modo similar, encontramos HE = 5DB. B
H E
A Fig.1.10
10. Observe o trapézio da Figura 1.11 abaixo, em que M e N sao os pntos médios de AD e BC,
respectivamente.
D/ \
A B
Fig. 1.11
Temos
—_— — = _— — = —
MN = MA+A4B+BN =} (DA+ 4B+ BC) + JAB
1 D0+ A8,

— — —
11. (a) Devemos encontrar escalares x e y, tais que CD = xAC + yBC. Obervando a Figura 1.4,

vemos que:

5|

—

(b) OD=0A+O0B+0C (c) AD=-OA+ 0B+

12. No triangulo da Figura 1.12, M e N sao os pontos médios dos lados AC e BC, respectivamente.

. . —_— 178
E suficiente mostrar que M N = 5AB. De fato,

— l1— — 1—
MN = iCA—G-AB—i-iBC

1— 1— 1—= 1— 1-—

= -CA+-AB+-AB+ -BC = -AB
pUAT gABF g AB+ B0 =3

AB ~ CD ~ EF ~ GH
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13.

14.

15.

16.

17.

O baricentro de um triangulo é, por defini¢ao, o encontro das medianas do triangulo, como ilustra

a Figura 1.14.

Fig. 1.14

Suponhamos que o ponto O divida a mediana AD na razao de 2 para 1 e mostremos que o ponto

O também divide a mediana BF' na mesma razao. Temos:

— — — — — — — — — —
BO = BA+ AO = BA+20D =2DF +20D = 20F. (BA=2DF, Ex. 12)
. . —_— 27 R SR 257, — 247 5
Do Exercicio 13 segue que AO = $AD, BO = $BF e CO = 5CFE. Entao:
— — — 9, TR — — o [ =3 — — — — —
A0+ BO+CO = 5(AD+BF+CE):§[(AB+BD)+(B +AF)+(CB+BE)}:
2 —_— —_— —_— 4 2 1—) 1’) 1’) —
- g(BD+ F+CB+BE)=2(1AC+1C +§BA>:0

Na Figura 1.13 ilustramos a situacao geométrica, onde vemos que

— — — — —
OA = OP + PA, e considerando que PA = > AQ,

(

encontramos:
—

— — —
OA=0P+ 2AQ = OP +

3l

+

38l
N——

3=

Fig. 1.13

Lembramos que @, e b sdo LI se, e somente se, a equacao vetorial zd + yb = 0 admite apenas a

solugao nula z = 0 e y = 0. Considere, entao, uma combinacao linear nula
2 (2a+35) +y (a—GE) —q

e mostre que = 0 e y = 0. No caso de trés vetores a situagao é similar. Trés vetores d, b, e ¢ sao
LI se, e somente se, a equagao vetorial xd+ yb+ z¢ = 0 admite apenas a soluggo nulaz =0, y =0

e z = 0. Recorde-se que uma base ¢ um conjunto constituido de trés vetores LI.

z<0ey=0.
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ESCREVENDO PARA APRENDER 1.2

1. (a) i— 37+ 3k (b) —150+2f —22k (c) —5i+ 37— Yk (d) —3i- 5k

3. O ponto B (2,0,3) jaz no plano zz, porque tem a ordenada y = 0, enquanto o ponto C (2,2,0)

tem a cota z = 0 e, portanto, jaz no plano zy. Veja a ilustragdo geométrica na Figura 1.15.

Zﬂ

10. (a) LI (b) LD (c) LI (d) LD.
11. m=2oum = —1.

12. Com m = 4, tem-se 4 = %17.

13. Nao.

14. y =2z

15. (a) Sim. (b) Nao.
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16. Sim. Tem-se W = —u — ¥.

. —> _> ~
17. Sim, porque os vetores AB e AC' sdo LI.
18. A base é negativa e ¥ = %EH— 2y 22

19. W = 8u + Tv.

20. x#£lex# —2.

ESCREVENDO PARA APRENDER 1.3
1. V,F,V,F,F,F,V,V,V,F,V,V,V, V,F, F, V.

. . —_— = . . . —_— — .
2. E suficiente mostrar que os vetores AC' e BD sao ortogonais (perpendiculares), isto é, ACeBD = (0

Veja a ilustragao geométrica na Figura 1.16.

Fig. 1.16

. - —_— g
Considere as representacoes AC = A

_— = —

+ B?’ e BD = BA+ AD e use as proporiedades do produto
interno para concluir.

—_—

— —_— — —
3. Da Figura 1.17, vemos que BC' = AB — AC e sendo os vetores AB e AC, entdo AB e AC' = 0.

Temos:
C

e = Be.me
.

Fig. 1.17
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4. O vetor ¥ serd ortogonal ao vetor @, quando ve @ = 0. Ora,

) (a-@ ded )
ved=bed——~—~-——=bea—aeb=0.
[all

5. (a) Considerando 4 = zi+yj+ ZE, entao
|7 = Va2 +1y2+22=0cz=y=2=0d=0.

(b) Temos:

@l = @ — v+ 9] < ||u — o + [|o]] = [|la]l — 7] <[l 3. (1.17)
De modo similar, encontramos:
1ol = llall < [|v —af| = ||z — ] (1.18)
Combinando (1.17) e (1.18) chega-se ao resultado.

(c) Consequéncia direta dos Produtos Notéveis.

(d) Consequéncia direta dos Produtos Notdveis.

S

6. Etapa 1. Normalizamos o vetor @ e obtemos o primeiro vetor bésico @ = ﬂ
a

Etapa 2. Usando o produto interno, construimos um vetor b, ortogonal ao vetor @ e, em seguida,

. - ) b
normalizamos b e obtemos o segundo vetor bédsico v = W, ortogonal ao vetor u.
b

Etapa 3. Um terceiro vetor basico, unitdrio e ortogonal aos vetores u e ¥, é: W = U X .
7. Consequéncia dos Produtos Notdveis: ||@+ #||* = ||@]|> + 2@ 7 + ||7]%.
8. V/85.
9. 20.
10. —62.
11. 27— 47 - 4k
12. 6 = arccos(1/v/2) = /4.

13. 1= =27+
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

x = 0.

O vetor ﬁ + ﬁ aponta na direcao da bissetriz do 4ngulo entre @ e ¥. O unitdrio na direcao da

bissetriz é, portanto, W = %ZjL %; Veja a Figura 1.18.

(a) -7 (b) 0 (c) 7 (d) 0
(a) coplanares (b) nao coplanares.
24.

Se a for paralelo a (_{, entdo @+ b serd paralelo a @ — b.

Nao, porque [@, 5,6] £ 0.

(a) z==3/5 (b) z €R,sed e b forem paralelos e z = 0, caso contrario.
7 = 70i + 505 + 10k.

Decorre das relagoes:

Tq v-j -k
cosa=-—-, cosff=-—=- e cosy=-———.
[17]] 171l 17|

<y

(a) Use coordenadas, desenvolva os dois lados da igualdade e comprove o resultado.

—

(b) Do item (a), segue que @ X (Z x W) = (a@- W) Z — (@ - Z) W e considerando @ = 4 X ¥ obtemos:

—

(@ x T) x (Zx @) = [(@ % §) - @)Z — [(@ % 7) - A = [, 7,7 Z - [, 5, 7] 5.
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27. Da relagao
|+ 7+ &)|* = ||a@||* + |9 + |@a|® + 2 (@ T+ @ - & + 5 - )
e dos dados, encontramos ||@ 4+ 7 + @||*> = 100 e, portanto, ||@ 4 @ + || = 10.

28. (a)Se @-T=0b-7, entdo (@—b) -7 =0, V 7, e considerando ¥ = @ — b, obtemos:

(b) Sabendo que (a@ —b) x ¥ =0, V ¥, consideramos, sucessivamente, ¥ =i, ¥ = j e ¥ = k, para
deduzir que @ e b tém as mesmas coordenadas. Logo, @ = b.

-

(c) E suficiente mostrar que [#,#,w] = 0. Para isto, multiplicamos escalarmente a equacio

— —

UX U+ T X W+ x @ =0 por @ e encontramos: (4 X ¥) -w = 0, isto é, [@, T, W] = 0.

UESTOES DE REVISAO

1. A quantidade /22 + y? representa a distancia do ponto P (z,y, z) ao eixo z, enquanto a coorde-

nada z é, em valor absoluto, a distancia de P ao plano yz.
2. (a)y=0,2=0 (b)xz=0,2=0 (c)z=0,y=0 (d)z=0 (¢)y=0 (f)xz=0.

B . — — . L == — —
3. Os pontos A, B e C sao colineares se os vetores AB e AC forem LD, isto é, AB x AC = 0.
Sim, trés pontos sdo sempre coplanares, podendo ser colineares ou nao. Trés vetores podem ser

coplanares ou nao.

4. Dois segmentos orientados sao equipolentes, quando possuirem mesma diere¢ao, mesmo sentido e

mesmo comprimento. Segmentos orientados sao equipolentes determinam o mesmo vetor.

5. Qualquer expressao do tipo zi + yv 4+ zw, com x,y e z escalares, é uma combinac¢do linear dos
vetores i, ve w. Uma base do R? & qualquer conjunto constituido de trés vetores nao coplanres
(LI). Um fato fundamental é que qualquer vetor do espago se expressa, de modo unico, como

combinacao linear dos vetores da base.

6. Dois vetores sao LD quando forem paralelos, isto é, possuirem representantes colineares. Trés

vetores sao LD quando possuirem representanes coplanares, podendo ser colineares ou nao. A
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10.

11.

12.

13.

14.

dependéncia linear pode ser investigada a partir da combinagao linear nula ou usando produtos

entre vetores:

=

i1 e U s&o LD se, e somente se, & X U =

i, U e w sao LD se, e somente se, [u,V,wW] = 0.

A quantidade ||@|| é a norma do vetor @ e é igual ao comprimento de qualquer representante do

vetor @. Temos que ||d@|| = 0 se, e somente se, @ = 0 (o tnico vetor de norma zero é o vetor nulo).

Um vetor @ diz-se unitdrio se ||d|| = 1. Se @ ¢ um vetor nao nulo, existem dois e somente dois

vetores unitérios, colineares com d, os quais sao dados por:

L, a . a
U=-—75 € UV=—55".
] [l
Os vetores @, b e &nao devem ser colineares e @+ b+ &= 0.

—_— — — _
Se [AB,AC,AD] = 0, os pontos A, B,C e D serao coplanres.
Os planos coordenados zy, xz e yz, respectivamente.
—_—
Os escalares z,y e z sdo as coordenadas do vetor @ na base {z j, k‘} e temos @ = OP.

O produto interno entre os vetores nao nulos @ e ¥ é o nimero real definido por:

g

-0 = |[al} [|] cos 0

onde # é o menor angulo positivo entre dois representantes de u e ¥, com mesma origem. O angulo

0 entre @ e U é calculado pela relagéo:

i i
cosf =
[l ||

No caso em que um dos vetores ¢ nulo, o produto interno ¢é definido com sendo zero.
O produto vetorial entre os vetores nao paralelos © e ¥ € o vetor i x ¥, caracterizado por:
(i) comPRIMENTO: ||@ x T| = ||@] - ||U]| [sen 6] .

(ii) DIRECAO: 1« x ¥ é perpendicular ao plano gerado pelos vetores @ e 9.

(iii) seNTIDO: O terno ordenado {u, ¥, 4 x U} é positivo.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

A quantidade ||@ x ¥]| representa a drea do paralelogramo cujos lados nao paralelos sdo represen-
tantes de @ e ¥. No caso em que os vetores @ e ¥ sao colineares (paralelos) define-se o produto

vetorial @ X ¥ como sendo o vetor nulo 0.

Podemos usar o produto misto para testar a dependéncia linear entre trés vetores e, também,
para calcular o volume do paralelepipedo, cujas arestas sao representantes de trés vetores LI (nao

coplanares).

O plano gerado pelos vetores LI @ e ¥ é o lugar geométrico constituido pelos vetores da forma
U + yU, com x e y numeros reais. Por outro lado, a reta gerada pelo vetor nao nulo @ é o lugar

geométrico constituido pelos vetores da forma ti, sendo ¢t um nimero real.

Uma base ortogonal do espago é qualquer conjunto constituido por trés vetores LI, mutuamente
ortogonais. Se, além de ortogonais, os trés vetores forem unitdrios (de norma igual a 1) a base

denominar-se-a base ortonormal. Por exemplo, {i, 7, k} ¢ uma base ortonormal.

Dada uma base ortonormal {#, ¥, W}, qualquer vetor @ do espago se expressa, de maneira tnica,

sob a forma:

d=x-U+y - U+z W
e as coordenadas x, y e z sao dadas por:
r=a-u, y=a-v e z=a- u.

E suficiente mostrar que CTZl ° C’—B) = 0. Temos
—_— — —_— - —_— —
CAeCB = (CO+04)e(CO+0B) =
—_— = = = = = = —
= COeCO+COeOB+0OAeOC+0OAeOB
= R’ R?>+ R%cos(m—a)+ R%*cosa = 0.
60°.
T=1+v2j k.
cosaw =4/13, cosf =3/13 e cosy = 12/13.
T = —48i + 45] — 36k e @ = —7.

1> 1> 7.

<L
Il
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

{t,7,w} é uma base ndo ortogonal. Nao sendo ortogonal, ndo pode ser ortonormal. Temos
a=1uU+U+u.
+1e+L
24
Multiplique a equacao i+ v+ = 0 escalarmente por i, por ¥ e depois por w e some os resultados.

— —11\2
z = ([l /117])”-
9/2.
T+ \/%(i +35+ k).
7= 27+ 107
A =10v2.

Is6celes e A = 54/185.

S S ST
Primeiro, observe que os vetores i e ¥ sdo ortogonais. Considere @ = L_,, b= L_, ec= l_{ 11
] il ld % ]|
V =15.
~ ~ ~ . e 1,7 -
a. A=45°, B=90°e¢C =45 b, Proj;gAB=3(+k) ¢ 1/2 d h=+v2/2

Considere @ = @/ ||@||, 7= (@ + 9b)/||@+ 9b] e @ = (@ x ¥)/ ||@ x 7] .

_ G 5o 1o 10>
r==41/3ev=FuU— 30+ FU.

. —_— — — .
Basta verificar que [AB, AC, AD] # 0. O volume é precisamente o valor absoluto do produto

misto. O ponto F é tal que:

—_ —

— —
AE = AB+ BC + AD,
de modo que vol =24 ¢ E(3,-3,3).

Note que vol = %(drea da base) X h e que a drea da base pode ser calculada pela norma do produto

vetorial.
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Introducao

Um plano « é o lugar geométrico (conjunto de pontos) constituido dos pontos P(z,y, z) do espago

R3, governados por uma equacio do primeiro grau nas varidveis x, y e z:

‘a:ax+by+cz—|—d=0‘ (2.1)

sendo a, b, c e d constantes reais. Em sfmbolos escrevemos:

‘P(x,y,z)eaﬁax—i-by—i-cz—kdzo.‘

O Grau de Liberdade (anota-se GL) de uma sistema é o nimero de varidveis menos o nimero de
equagoes. No sistema (2.1) temos GL = 3 — 1 = 2 e para encontrar pontos do plano « escolhemos duas
varidveis livres, as quais serao atribuidos valores arbitrdrios, e a terceira varidvel é calculada a partir da
equagao (2.1). Por exemplo, no caso em que o coeficiente ¢ é nao nulo, escolhendo x e y como varidveis

livres e atribuindo valores x = A e y = u, obtemos da equagao:

Este processo sugere a descrigao do plano o em fungdo dos pardmetros A e u, pelo seguinte sistema:

A
I (2.2)
(_

x
Yy
z a\—bu—d)/c

O mesmo plano « estd descrito pela Equagdo Cartesiana (2.1) e pelas Equagoes Paramétricas
(2.2). Na forma paramétrica, um ponto P(z,y,z) do plano « é encontrado atribuindo-se valores aos

parametros A e u e calculando-se os correspondentes valores de z, y e z.

EXEMPLO 2.0.1 A equagao x +y =1 é do tipo (2.1) e, portanto, representa no espago R3 um certo
plano . Um fato que nos chama a atencdo é que a varidvel z nao figura na equagdo e isto indica que z
é uma variavel livre e assume qualquer valor real; do ponto de vista grdfico, isso significa que o plano «

é paraleleo ao eixo Oz. Considerando na equacdo x =1 e z =0, obtemos y = 0 e encontramos o ponto
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A(1,0,0) do plano «; considerando, agora, x =0 e z =0, encontramos no plano o ponto B(0,1,0). Na
forma paramétrica, o plano a é descrito pelas equagoes:

x=A
y=1-—2XA
z=pu, comA, peR.

A Figura 2.4 ilustra graficamente uma por¢ao do plano a no primeiro diedro (1° octante). No plano xy

ZA

—

0
1
J%\y’

X

Figura 2.4: O plano a: x +y = 1.

a equacao x +y = 1 representa a reta r que passa nos pontos A(1,0,0) e B(0,1,0) e esta reta é descrita

no espaco R3 pelo par de equacdes:
z+y=1 e 2=0

que graficamente corresponde & intersecao do plano a: x+y =1 com o plano xy: z =0

EXEMPLO 2.0.2 Seja 5 o plano descrito na forma paramétrica por:

X

A
1
1_

IS
I

A—p, com A p€eR

(a) Para encontrar pontos do plano 3, atribuimos valores aos parametros A e u. Por exemplo, com

A =1e u =0 encontramos o ponto A(1,0,0); j& a escolha A =0 e p = 1 nos déd o ponto B(0,1,0). O

ponto C(0,0,1) corresponde a escolha A =0e p=0.
(b) Se na expressao que define z substituirmos A e p por z e y, respectivamente, chegaremos a

equacao cartesiana do plano :
Brrx+y+z=1
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(c) As intersegdes do plano [ com os planos coordenados zy, xz e yz sdo as retas 1, 72 € T3,
determinadas considerando na equagao cartesiana z = 0,y = 0 e x = 0, respectivamente. Temos,
portanto, as retas intersecoes:

r+y=1 r+z=1 y+z=1

T : s To © e T3

(d) Tustragao grafica da por¢ao do plano 8 no 1° octante.

Figura 2.5: O plano 8 do Exemplo 2.0.2.

2.1 O plano no Espacgo R?

Encontrar a equagao de um plano torna-se um processo simples, quando conhecemos os elementos
necessarios que o determinam. Basicamente, um plano é determinado conhecendo-se um ponto por
onde ele passa e um vetor normal. Por vetor normal a um plano « entendemos um vetor 7, que é

perpendicular (ortogonal) a qualquer vetor com representante no plano .

2.1.1 Equacao Normal do Plano

A Figura 2.6 ilustra um plano « passando no ponto A e normal ao vetor 7,. Um ponto P(z,y, z)
—
do espago estd sobre o plano « se, e somente se, os vetores 7, € AP sdo ortogonais. Em simbolos,

€escrevemos:

—
P(z,y,z) € a & 7, AP = 0. (2.3)

A equagdo (2.3) é a FEquag¢do Normal do plano e conhecendo o ponto A(za,ya,24) € 0 vetor
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Figura 2.6: Plano Normal a um Vetor.
— — — — — - —
Tia = @i + bj + ck, temos AP = (x —xa)i+ (y —ya)j + (2 — za)k e de (2.3) resulta:
a(x —x4)+ by —ya)+c(z—24)=0 (2.4)

A equagao (2.4) pode ser posta na forma:

‘aaz—i—by—i—cz—i—d:O‘ (2.5)

onde d = —ax g — bya — cza. A equagdo (2.5) é a equacao cartesiana do plano que passa no ponto A e
¢ normal ao vetor ©, = ai + bf—i— ck. Ressaltamos que na equagao (2.5) os coeficientes de x, y e z sdo

precisamente as coordenadas do vetor normal.

EXEMPLO 2.1.1 Qual a equagao cartesiana do plano o que passa no ponto A(1,—2,3) e é normal ao

vetor i =1 — 35 + 4k? O ponto B(1,1,1) jaz no plano «?
Solugao: A equacgao do plano é da forma:
x—3y+4z+d=0

e resta-nos calcular o valor do coeficiente d, o qual é obtido por substituicao direta do ponto A na
equacao. Temos:

1-3(=2)+43)+d=0=d=—19

e a equagao cartesiana do plano « é: © — 3y + 4z = 19. O ponto B nao pertence ao plano, porque suas

coordenadas nao satisfazem a equagao do plano.
EXEMPLO 2.1.2 (Vetor Normal) Dado um plano « de equagao cartesiana:

a:ar+by+cz=d
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0 vetor it = ai + bf—i— ck é normal ao plano «. De fato, considerando no plano um vetor genérico
U= A_B, com A(x1,y1,21) € B(xa,y2,22), temos v = (zg — 3:1){—1— (y2 — y1)j—|— (29 — nk e, assim:
ned = a(ry—x1)+b(y2—y1)+c(z2 —21)
= (azwg + by + cz2) — (ax1 + by + cz1)
= d—-d=0,

de onde seque que 71 é ortogonal a qualquer vetor com representante no plano a.

2.1.2 Plano determinado por 3 Pontos

Um dos axiomas de geometria plana estabelece que trés pontos nao colineares A, B e C determinam

—

— —
um plano. Designemos por « tal plano e consideremos os vetores @ = AB e v = AC', como ilustra a

Figura 2.7.

Figura 2.7: Plano determinado por 3 pontos.

— 4

EQUAGAO CARTESIANA: Lembrando que o vetor 77 = i X ¢ € normal ao plano «, usamos a equagao

normal e obtemos:

P(z,y,2) € a < AP e (AB x AC) =0.

Dessa forma, encontramos a equagao cartesiana do plano « a partir do produto misto:

AP, AB, AC | =0/,

e considerando os pontos A(z4,y4,24), B(zp,ys,z28) ¢ C(xc,yc, 2c), obtemos a equacao na forma

matricial:
T—TA Y—Ya Z— 24
Ttp—24 YB—Yya 2B —za|=0.

TCe —TA Yo — YA 2C — A
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—_— - —
EQUACOES PARAMETRICAS: Os trés vetores AP, AB ¢ AC sendo coplanares, existem parametros

(nimeros) A e p, tais que:

_— = —

AP =X\ -AB+ - AC. (2.6)

=

A equagao vetorial (2.6) que representa o plano « é equivalente ao sistema de equagoes algébricas:

x=x4+ (xp—xA)N+ (Tc —xA) 18
y=ya+ (s —ya)A+ (yc —yalu (2.7)

z=zA+ (2B — 24)\+ (20 — z4) -

As equagoes (2.7) descrevem o plano « em func¢ao dos parametros A e p e recebrm o nome de

Fquagoes Paramétricas do plano a.

OBSERVACAO 2.1.3 Uma situagdo semelhante ocorre quando se conhece um ponto A(xa,ya,z4) do

plano e dois vetores LI U e U, paralelos ao plano, como ilustra a Figura 2.8.

Figura 2.8: Plano determinado por ponto e 2 vetores LI.

Considerando os vetores U4 = uii + ugj + ugk e 4 = v1i + v9j + v3k, obtemos a equacgdo cartesiana:

i

A ,@,U]:o

ou, na forma matricial:
r—TA Y—YA Z— 24

U1 V2 U3

EXEMPLO 2.1.4 De acordo com (2.8), o plano o que passa nos pontos A(1,0,—1), B(1,1,2) e C(—2,1,0)
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é governado pela equagdo cartesiana:

r—1 vy z+1
0 1 3 |=0
-3 1 1

e calculando o determinante, encontramos:
a: 2x4+9y — 32 =5.
Na forma paramétrica, o plano é descrito pelas equacdes:

r=1-3u
y=A+np
z=—=14+3\+p.

2.1.3 Posicao Relativa entre dois Planos

A posicao relativa de dois planos o e 3 é estabelecida a partir dos vetores normais 7, e 7ig. Na

Figura 2.9 ilustramos duas situagoes em que os planos sdo: (a) paralelos ou (b) ortogonais.

—y
Ny

-/

(a) 1 I 7 (b)
l

Figura 2.9: Posicao relativa.

65

(a) No caso (a) os planos sdo paralelos (anota-se o // 3) e isto ocorre se, e somente se, i, X 7ig = 0.

(b) No caso (b) os planos sao ortogonais (anota-se & L [3) e isto ocorre se, e somente se, 7i, ® g = 0.

A Figura 2.10 ilustra a situag@o grafica de dois planos « e § nao paralelos nem ortogonais, onde

destacamos que a reta r intersecao de av e 5 tem a direcao do produto vetorial 7, X 7ig.
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Figura 2.10: O angulo entre dois planos.

Neste caso, o dngulo 6 entre os planos é o menor dngulo orientado entre dois vetores normais i, e

fig e, dessa forma, temos:

cosf = | cos(la, Mg)|. (2.9)

Recorde-se que se o vetor 77 ¢ normal a um plano, entdo o vetor —7 também o é, e dai a necessidade de

colocar o médulo na expressao do cosseno.
EXEMPLO 2.1.5 Vamos analisar as posi¢oes relativas entre os planos:
a:2x+y—2=0, [f:d4rx+2y—2243=0 e ~v:x—-2y—2z+1=0.
Solucao Primeiro, construfmos vetores normais aos planos:
i =2i+]—k, iig=4i+2]—2k e fi,=1—2j—Fk

e observamos que 7ig = 27, e daf resulta que 7ig // i, €, portanto, os planos « e  sao paralelos. Por
outro lado:
o ® T 1
cosfa,7) = el _ 1
||7al] - ll7iy]] 6
e os planos « e v nao sao paralelos e tém uma reta r em comum, como ilustra a Figura 2.11.
A reta r intersecao de « e 7y é o lugar geométrico dos pontos P(x,y, z), cujas coordenadas satisfazem

ao sistema (2.10), constituido pelas equagoes cartesianas dos planos a e 7:

20 +y—2=0
Y (2.10)

r—2y—z=-1

Ressaltamos que os pontos da reta r sdo precisamente as solugoes do sistema (2.10), as quais sao

determinadas observando que o grau de liberdade do sistema é G =3 —2 = 1.
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= 4+ ﬁ}’ 0 ﬁa
Tna B
Y
i X By r
(04
B = 0

Figura 2.11: A reta r interse¢ao de « e 7.

EXEMPLO 2.1.6 FEzxplorando a reta v do Exemplo 2.1.5.

(a) O grau de liberdade do sistema que define a reta r é igual a 1 e isto nos autoriza atribuir valor a
uma das varidveis, considerada livre, e calcular as outras duas a partir do sistema de equagdes
resultante. Cada procedimento deste nos dard um ponto da reta. Por exemplo, considerando y = 0,
chegamos ao sistema 2 X 2 :

20 —2 =10

r—z=-—1
cuja solugao é x =1 e z = 2. Assim, encontramos o ponto A(—1,0,2) da reta r. Considerando,
agora, r = 0, chegamos ao sistema 2 X 2 :

y—2z=0

2+z=1

com solugdo y =1/3 e z =1/3 e construimos o ponto B(0,1/3,1/3) da reta r.

— o o -
(b) O vetor AB = 2i + %j — %kz é paralelo & reta v e agora temos um ponto A da reta e a diregdo
—

v=AB

Figura 2.12: A reta r do Exemplo 2.1.6.
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A ilustragao grafica indica que um ponto P(z,y, z) estd sobre a reta r se, e somente se, os vetores
— —
AP e ¥ sao colineares, isto é, existe um pardmetro t, tal que AP = tv, t € R. Esta equacao vetorial é

equivalente ao terno de equagoes paramétricas:

r=—14+2t
y=0+1t (2.11)
_ 5

que descrevem a reta r. Cada valor atribuido ao pardmetro ¢ produz um ponto da reta; o ponto

correspondente a t = 0 é precisamente o ponto A da reta r, obtido a partir de (2.11) com t = 0.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

1. Classifique as afirmacoes em verdadeiras (V) ou falsas (F), justificando cada resposta.

Um ponto A (z,y, z) pertence ao eixo z se, e somente se, z =0 e y = 0.
Um ponto A (z,y, z) pertence ao plano xz se, e somente se, y = 0.
Dados dois pontos A e B, existe um tnico plano que os contém.

Um plano « paralelo aos vetores @ e U é ortogonal aos vetores 4 X U e U X .

) ()
) ()
) ()
) ()
e) () Seospontos A, B e C nao estao alinhados, entdo existe um unico plano que os contém.
) () Dados um ponto A e um vetor ¥/, existe uma unica reta passando por A, ortogonal a .
) () Paralelo ao plano zy, existe um tnico plano que contem o ponto A (1,1,1).

) () Selersao duas retas concorrentes, existe um unico plano que as contém.

) ()

Duas retas nao paralelas sempre tém um ponto em comum.

(1) A(0,0,1) () planoa:z+y+2—-6=0

(2) B(0,1,0) () plano zy

(3) C(1,0,0) () retal:z=t, y=t, 2=t

(4) D (z,y,0) () eixox

(5) E(0,y,2) () planoy=0

(6) F(z,0,z) () eixoz

(1) G(1,2,3) () intersecao dos planos z=0ex =0
(8) H(1,1,1) () planoz =0
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3.

4.

10.

11.

12.

13.

Determine as interse¢oes do plano 7 : 3z + 2y — 2 = 5 com o0s eixos e com os planos coordenados.
Seja 7 o plano de equagoes paramétricas: t =4 —A+2u, y=2+ A ez =3\ — p.

(a) Verifique que o ponto A (4,2,0) jaz no plano T;
(

b) Determine dois outros pontos B e C do plano ;

Encontre dois vetores @ e b paralelos ao plano ;

(c

(d) Determine a equagao cartesiana do plano .

)
)
)
)

. O plano 7 passa nos pontos A (3,1,2), B(4,—1,—1) e C(2,0,2). Descreva o plano 7 nas formas

cartesiana e paramétrica.

. Interprete, geometricamente, as condi¢oes abaixo impostas ao plano 7 : ax + by + cz +d = 0.

(a) a=0 (b)b=0 (c)c=0 (d)a=0eb=0 (e)d=0.

Determine o plano a que contém o ponto A (2,1, —1) e é ortogonal ao vetor 7 = i—2]+ 3k. Os

pontos B (0,—1,0) e C'(2,1,—1) jazem nesse plano? Justifique.

. Determine quatro vetores LD e nao colineares, de normas 1, 2, 3 e 4, respectivamente, paralelos

ao plano o : 3z + 2y — z = 4.

. Determine o plano que contém o eixo Oz e passa pelo ponto A (4,3,1).

A equagdo z = 1 representa: um ponto (em R); uma reta (em R?); um plano (em R3). Se «

representa o plano de equacao x = 1, determine:
(a) Dois pontos do plano « (b) um vetor 7, normal ao plano «, de comprimento 3.

Determine as equagoes paramétricas e a equagao cartesiana do plano que passa pelo ponto A (1,2, 2)

e € paralelo aos vetores i = 25—1—;— kev=1i— j— 2%k.

Determine a equagao cartesiana do plano que contém os pontos A (2, —1,3) e B (3,1, 2) e é paralelo

ao vetor ¥ =3i — j — Ak,

Qual valor de m faz com que o ponto A (m, m + 2,2) pertenga ao plano 7 : 2z —y—3z4+5 =07 O
plano 7 passa pela origem? De forma genérica, como deve ser a equagao de um plano que passa

pela origem?
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Descreva, de forma genérica, como se determina um vetor de norma A ortogonal a um plano dado.

Imagine o plano dado na forma cartesiana ou na forma paramétrica.

Com base no exercicio precedente, determine um vetor de comprimento 15, normal ao plano de

equagoes paramétricas t =3 — 2\ —pu, y=1+A—2u, z=—\— p.

O ponto A(2,—1,—1) é o pé da perpendicular baixada da origem a um plano 7. Determine a

equacao cartesiana do plano 7.

—

Seja 7 o plano de equagao 2x — 5y + 4z = 3. Construa uma base ortonormal negativa {u, ¥/, W},

de modo que @ seja normal e U e W sejam paralelos ao plano 7.

Determine a equagao do plano que passa nos pontos A (1,2,1) e B(1,3,2) e faz com o plano

m:x+y+ 2z =11 um angulo de 7/3 rad

Determine a equagao cartesiana do plano que contém os pontos A(7,2,-3) e B(5,6,—4) e ¢

paralelo ao eixo x.

Determine as equacoes paramétricas e a equacao cartesiana do plano que passa pela origem e é

paralelo ao plano 5x + 2y — 3z + 6 = 0.

Um plano «a contém o eixo Oz e é paralelo ao vetor na diregao da bissetriz do angulo entre i e j.

Determine a equagao e dé uma idéia geométrica da posi¢ao do plano a.

Considere os pontos A(7,2,—3) e B(5,6,—4). Determine a equagdo do plano que passa pelo

ponto médio e é ortogonal ao segmento AB.

Sejam A, B e C as interse¢bes do plano 7 : 4x + 8y + z = 16 com os eixos coordenados. Calcule

a drea do triangulo ABC.
Verifique se o pares de planos sao paralelos ou perpendiculares.

(a) c=1—-A+2u, y=3A—pu, 2=24+2X—-2u (b dr+2y —42=0
a
T=224+3u, y=14+pu, 2=2+ A 122 4+ 6y — 12z =4

Determine m e n para que os seguintes pares de equagoes representem planos perpendiculares.

3r —dy+mz=3 b 20 +my +3z2=1 —2x+Ty—32=0
z+3y+22=5 nr+y—3z2=206 z+my+nz=1
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26. Determine m e n para que os seguintes pares de equagoes representem planos paralelos.

nr —6y —6z=0 b 20+ my +22=0 mx+ 3y —2z=1
20 +my+32=5 3r —y+nz=2 20 — 5y —nz =0

27. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (x,y, z) equidistantes de A (—2,1,—2) e B(2,-2,3).

28. Em cada caso, determine a equacao do plano que atende as condigoes especificadas.

(a) Contém o ponto A (1,—2,4) e é paralelo ao plano zz.

(b) Contém o ponto B (2,2, —1) e é paralelo ao eixo y e ao eixo z.

(c) Contém os pontos A (1,—1,—2) e B(3,1,1) e é perpendicular ao plano z — y + 3z = 5.
)

(d) Contém o ponto A (1,2,3) e é perpendicular aos planos 2x —y+3z=0ex+2y+2 = 1.

29. Em cada caso, determine a posicao relativa e o dngulo entre os planos 71 e ma.

(a) m:2x4+y—z=1 mo:3x—by+z=4

(b) m:x+2y+3z2=1 o 20+ 4y + 62 =2

(¢) m:20—2y+62=6 T x=—3\—p, y=—pn z2=AX\
(d) w1 :3z+6y+32=27 o 20+ 4y + 22 =14

30. Se «, B e« sao os angulos diretores de um vetor unitdrio #, mostre que a equacao do plano que

contém o ponto Py (xg, Yo, z0) € € normal ao vetor @ é:

(x —xp)cosa+ (y —yo) cos S+ (z — 2zp) cosy = 0.

2.2 A Reta no Espaco R?

Dados um ponto A(x4,y4,24) € um vetor nao nulo ¥ = a;—|— bj—l— CE, a reta r que passa no ponto

A e é paralela ao vetor ¥ é governada pelas equacdes paramétricas:

=4+ at
S (212)

Z2=2za+ct
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as quais decorrem da equagao vetorial AP — t-9, sendo P(zx,y, z) um ponto genérico da reta r. O vetor
v, paralelo & reta r, recebe o nome de Vetor Diretor da reta e a cada valor atribuido ao paradmetro ¢
corresponde um ponto da reta. O ponto correspondente ao valor t = 0 é precisamente o ponto A.

No caso em que o vetor diretor ¢ possui todas as coordenadas ndo nulas, eliminando o ¢ nas

equacoes paramétricas, vemos que a reta r pode ser descrita sob a forma:

L TTTA_Yy—ya _z—2a
" a b c

(2.13)

conhecida como Forma Simétrica da equacao da reta.
E opoortuno ressaltar que na forma paramétrica (2.12) os coeficientes a, b e ¢ do parametro ¢ sdo
coordenadas do vetor ¥ paralelo a reta, enquanto na forma simétrica (2.13) os denominadores o sao.
Se, por exemplo, a coordenada ¢ for nula, entdo o vetor diretor v = ai + bj e, por conseguinte, a
reta r, serd ortogonal ao vetor k e, portanto, ao eixo Oz. Se duas coordenadas, digamos b e ¢, do vetor
diretor sao nulas, entao o vetor diretor ¥ = ai é ortogonal ao plano yz. O mesmo ocorre com a reta r,

como ilustrado na Figura 2.13.

Z A Z A

.\<V
.\<V

Figura 2.13: Reta no espaco.

EXEMPLO 2.2.1 Identifiquemos a reta v que passa no ponto A(2,—2,1) e é ortogonal ao plano:
a:—zr+2y+2=0.

Solugao Na Figura 2.14 ilustramos a situagado gréfica, onde vemos o vetor 77 = —i+ 2;—1— k é normal
ao plano « e, consequentemente, paralelo a reta r.

Com o ponto A(2,—2,1) da reta e o vetor diretor ¢ = 7i, chegamos as equagdes paramétricas da reta:

r=2—-%t y=-242t e z=1+1.



2. RETAS & PLANOS 73

N

S
N

Figura 2.14: Reta r do Exemplo 2.2.1.

Na forma simétrica, a reta r é descrita por:

x—2 y+2 z-1
-1 2 1

EXEMPLO 2.2.2 Construir dois vetores unitarios paralelos o reta r intersecdo dos planos:
a:rx+y+z=1 e [B:—2cx+y—3z2=2.
Solugao Um vetor ¢ paralelo a reta r pode ser determinado de duas formas:

(i) Considerando os vetores 71, e fig normais aos planos « e [3, respectivamente, e em seguida fazendo

=iy X ilg.

(ii) Considerando dois pontos A e B sobre a reta r e fazendo 7 = AB.

—

: z . N ~ d v 7z . 7z
Os vetores unitdrios paralelos a reta r sdo @ = iﬂ. Um célculo direto nos da:
U

T=iig X ilg=—4i+j+3k e |7 =26

2.2.1 Posicao Relativa Reta x Plano

A posicdo de uma reta r em relacdo a um plano « é determinada a partir do vetor diretor ¥ da
reta e do vetor normal 77, do plano. Destacamos trés situagoes ilustradas na Figura 2.15.

(a) A reta r é paralela ao plano « (anotamos r // ). Neste caso, ¥ L 7i, e teremos U e 7i, = 0.
(b) A reta r é perpendicular ao plano o (1 L ). Neste caso, ¥ é paralelo a i, € teremos 7 X fig = 0.

(c) A reta r forma com plano  um angulo 6, com 0 < 0 < 7/2. Neste caso, cosf = | cos(¥, i)
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7; r 7o | "\ g n
t" 45 ;
b \
(a) | - (b) L ©
1%
o o o

Figura 2.15: Posigao relativa RetaxPlano.

Nos casos (b) e (c) a reta "fura"o plano no ponto A e anotamos r N = {A}.

EXEMPLO 2.2.3 FEncontrar o ponto onde a reta v fura o plano «, sendo:

:r—l_

T 5 =y+1l=2 e a:z+y+z=4.

Solugdo Temos ¥ = 2i + j + kefly=1i+ i+ E, de modo que o dngulo 8 entre a reta r e o plano « é

tal que:
U ® Tl 2V/2

191l - [lall 3

cosl =

Na forma parameétrica a reta r é descrita por:
ri:x=142t, y=-14+t e z=1
e substituindo as expressoes de x, ¥ e z na equacao do plano, encontramos:
(1+2t)+ (-1+4+1t)+t=4,

de onde resulta t = 1 e, por conseguinte, x = 3,y = 0 e z = 1. O ponto de intersecdo da reta com o

plano é, portanto, A(3,0,1).

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

1. Verifique que o ponto A (1,—1,1) é a intersecdo da reta r : * = t, y = —t, z = ¢t com o plano

a:3x—2y+z=6.

2. Determine as equactes dos eixos coordenados na forma paramétrica e como intersecdo de dois

planos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Verifique que a reta 7 :

. Identifique as intersegoes da reta r : © = 3+ 2t, y = —1 + 5t, z = 2 — ¢ com os planos e eixos

coordenados.

r—3 y+2 z+1
2 3 4

estd contida no plano 7 :x — 2y 4+ z = 6.

. A reta [ passa no ponto A (1,2,2) e é paralela ao vetor ¥ = 3i — j + k. Determine as equacoes da

reta [ nas formas:

(a) vetorial (b) paramétrica (c) simétrica.

. Determine as equagbes paramétricas da reta que passa nos pontos A (0,2,3) e B (5,0,6).

Considere a reta de equacao vetorial O—I)D =i+ 2;—1— 3k + t(?— j’+ E), t € R. Escreva as equagoes

da reta na forma (i) simétrica e (ii) paramétrica.

. Determine a equacdo vetorial do segmento de reta que une os pontos A e B.

. Descreva a reta x =2 — s, y =4, z = 3s como intersecao de dois planos.

Encontre dois planos ortogonais cuja intersecao é aretar:x=—-1—-2t, y=—14+9¢, z = Tt.

Obtenha as equagOes paramétricas e vetorial da reta

_ Sy+4
2

l:x—1 = —6z+09.

Em cada caso, obtenha um vetor unitdrio paralelo a reta r.

(a) rex=1-2t, y=—-5+t, z2=2+4t (b) rex—1=—2/T; y=3.

Determine as equacoes da reta que passa pela origem e é perpendicular as retas:

rm:rx=2+t y=3+5t, 2=54+6t ry:x=1+4+3s, y=3s, 2 =—-T+2s.

Seja r a reta intersecao dos planos 71 : z +y+ 2 =0e m : 20+ 3y — 2z = 4. Descreva a reta r na

forma paramétrica.

Determine as equacoes paramétricas da reta r paralela aos planos 3x+3y+2=—-lex+y—2=0

e que passa no ponto A (—1,1,0).
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Decomponha o vetor ¥ = i + 2§ 4+ k nas diregOes @ e b, sendo @ e b, respectivamente, paralelo e

perpendicular a reta

r—2 11—y
: = —= = 1.
r 5 3 z+
Determine o plano que contém as retas r1 e ro, sendo
T+y+z=2
T e ro:x=14+8t, y=5—6t, z=—1—2¢.
20+ 3y —2=4

Determine as equagoes paramétricas da reta r que passa no ponto A (1,2, —1), é paralela ao plano

x + 1y =5 e perpendicular ao vetor v = f—i— k.

Encontre, na forma paramétrica, a reta bissetriz do dngulo agudo entre as retas

dr — 3y —65 =0 Tx — 24y +55=0
1 - e To:
z=0 z=0.
Em cada caso, estude a posicao da reta r em relacao ao plano m. Determine o dngulo entre r e

e, caso exista, o ponto onde a reta fura o plano.

(a) r:x=-8+15t,y=5-9t, 2=0 7:3x+5y=1
-2 -2
(b) r:x—SzyT:Z4 Tix=5—-2\, y=1—-XN+4p, 2=2+X—2u
(¢c) rix=2—s,y=14+2s, z=14s mix=1—-A—4p, y=-242XA—-8u, z=1+A—p
(d) 7:0P=(1,2,3)+t(2,—1,1) Tiw—2y—4z+5=0,
1 -2 3
Considere a reta r : T _ Y = 2t e o plano 7 : x — 3y 4+ 62 + 7 = 0. Determine, caso

3 m 2
exista, o(s) valor(es) de m de modo que:

(a) r seja paralela a m (b) r esteja contida em 7 (c) r intercepte m em um ponto.

r—2 y+1 5-—=z
m 4 2
cz + 1 = 0 sejam perpendiculares e encontre o ponto onde a reta intercepta o plano.

Determine os valores de m e ¢ para que a reta r : e o plano 7 : 3x — 2y +

Encontre a reta que passa no ponto A (3,6,4), é paralela ao plano 7 : x — 3y + 5z = 6 e intercepta

o eixo Oz.
Qual valor de A faz com que o a4ngulo entre as retas
ri:l+XMy=1+3t 2=t e ro:x=14+2t, y=-3—-1t, 2=—-142t

seja w /47
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25. Considere os pontos A (2,—4,6), B(—4,2,2) e C'(1,—1,0). Encontre, na forma paramétrica, a

reta mediatriz do segmento AB, que passa no ponto C.

2.3 Distancias

Nesta secao abordaremos distdncia de um ponto a um plano, de um ponto a uma reta e distancia

entre duas retas, além de algumas consequéncias.

2.3.1 Distancia de Ponto a Plano

Consideremos um plano « : axz + by + cz + d = 0 e seja A(xo, Yo, 20) um ponto do espago. Se o
ponto A estd sobre o plano, é claro que a distancia do ponto A ao plano « é zero. Se nao, pelo ponto
A, consideramos a reta r ortogonal ao plano « e seja B o pé da perpendicular baixada do ponto A ao

plano «, isto é, a intersecao da reta r com o plano «, como ilustrado na Figura 2.16.

1
L/‘B
P

Figura 2.16: Distancia de Ponto a Plano.
A distancia do ponto A ao plano «, é dada por:
dist (4; @) = HE’H (2.14)

onde o ponto B ¢ a intersecao da reta r com o plano «.
Com o objetivo de encontrar uma férmula pratica para o calculo da distancia, deixe P(z1,y1,21)

— —
ser um ponto qualquer do plano e observemos que o vetor AB é a proje¢ao ortogonal do vetor AP sobre
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o vetor normal 7i,, isto é:

AB = Projz AP = (AP.TLCY)H‘T,ZOJH2 (2.15)
o
e de (2.15) resulta:
-— |ﬁon |
«
|AB]| = —=
172l

Ora, iy = ai + b;%— ck e considerando que o ponto P jaz no plano «, entao ax; + by; +cz1 +d =0 e,

dessa forma, chegamos a seguinte férmula da distancia de ponto a plano:

_awo + byo + czo + d
Va2 + 2+

EXEMPLO 2.3.1 De acordo com (2.16), a distdncia do ponto A(1,—1,2) ao plano a: 2x+y—z =4 é&

dist(A4; o) (2.16)

. 2+ (D)4 (=1 -2-4] 5
dist(4; a) = JETIET () 7%

CONSEQUENCIAS

(1) Distancia entre dois Planos Paralelos: Se a e 8 sdo dois planos paralelos, a distancia
entre eles é calculada da seguinte forma: escolhemos um ponto A em um dos planos, digamos «, e

calculamos a distancia do ponto A ao plano 5. Assim:
dist(«; B) = dist(A4; B).
EXEMPLO 2.3.2 Calcular a distdncia entre os plano paralelos:
a:rx—y+2z2=-1 e [:2x—-2y+4z=3.

Solugao Consideremos sobre o plano « o ponto A (0,1,0), de modo que:

0-2+0-3 )
distlas ) = disl 4 0) = \/|22 ¥ (J_FQ)2 +|42 NG

(2) Distancia de uma Reta a um Plano: No caso em que uma reta r é paralela a um plano

«, a distancia da reta ao plano é medida pela distancia de um ponto A da reta ao plano, isto é:

‘ dist(r; o) = dist(A4; ). ‘

Se a reta nao é paralela ao plano, ela fura o plano num determinado ponto e é natural definir, neste

caso, a distancia como sendo zero.
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2.3.2 Distancia de Ponto a Reta

A Figura 2.17 ilustra uma reta r, com vetor diretor ¥, e um ponto P livremente escolhido sobre a

reta. A distancia do ponto A a reta r é definida por:

(2.17)

dist(4;7) = ||AB]|,

onde o ponto B ¢é o pé da perpendicular baixada do ponto A & reta r.

Figura 2.17: Distancia de Ponto a Reta.
O processo geométrico para encontrar o ponto B consiste no seguinte:

(i) Encontrar o plano a que passa no ponto A e é ortogonal a reta r.

(ii) O ponto B é o ponto de intersegdo da reta r com o plano a.

Outra forma de encontrar o ponto B consiste em considerar um ponto mével (particula) Q(t) sobre
—
a reta r e observar que a particula Q) atinge o ponto B no instante g em que AQ e ¥ = 0. O ponto B é

precisamente Q(%p).

Uma férmula para a distancia do ponto A & reta r é facilmente deduzida a partir da Figura 2.17.

De fato, temos:
=0 -
HAPH 13l - |sen @]

— —
HABH = ’APH |sen @] = — ,
1]
de onde resulta a férmula da distancia do ponto A a reta r:
AP x
X
dist(A;r) = w (2.18)
U
o . z y+1

EXEMPLO 2.3.3 Calcular a distdncia do ponto A(2,1,—3) a reta r: 5= 3 T 2.
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Solucao Inicialmente, observamos que v = 2 + 3}—1— ke paralelo a reta r e que o ponto P(0,—1,2)

esté sobre a reta. Temos AP = —27 — 2]—1— 5k e um célculo direto nos da:
i ]k
— o o =
Pxt=|-2 -2 5|=-17i+ 125 —2k.
2 3 1

Usando a férmula da distancia (2.18), encontramos:

V(=172 + (12)% + (—2)?
VET R 1L

EXEMPLO 2.3.4 Considere o ponto A e a reta r do Exemplo (2.3.3). Encontrar o ponto B da reta

dist(A4;r) = ~ 5.50.

mais préximo do ponto A.
Solugao Na forma paramétrica, a reta r é descrita por:
r=2t, y=—-143t e z=2+4t,
e um ponto genérico da reta r é da forma Q (2t, —1 + 3t,2 + t) Temos:
—
AQe =05 2(—2+2t)+3(-2+3t)+(5+t) =0

e resolvendo a tltima equagao encontramos t = 5/14 e, consequentemente, B(5/7,1/14,33/14). Assim,
1B 78

AB = (%) i+ (%—Z) f—i— (ﬁ) k e a distancia do ponto A & reta r é, portanto:

21
78.217 ~ 5.586 ~ 5.59.

dist(A;r) = ||AB|| ~

EXEMPLO 2.3.5 (Distancia de Ponto a Reta no Plano zy.) O plano zy é descrito pela equagao
z = 0, de modo que uma reta no plano xy, inserida no espaco R, é descrita pelo par de equacées
cartesianas: ax+by+c =0, z = 0 que graficamente correspondo a intersecdo do plano o : ax+by+c =0

com o plano xy : z=0. Admitindo b #£ 0, a reta pode ser parametrizada da sequinte forma:

T =1t
y = —(c/b) = (a/b)t
z=0

com vetor diretor ¥ = i — (a/b)j—i— 0k, e considerando A(zo,Y0,20) um ponto do espago e o ponto

P(0,—¢/b,0) sobre a reta, temos:
ﬁxﬁ:(yoJrnga—?))E



2. RETAS & PLANOS 81

e aplicando a formula (2.18), da disténcia de ponto a reta, encontramos:

—
|AP x ]| _ lazo + byo + ¢

ol VaZ+e?

dist(A4;r) = | (2.19)

2.3.3 Distancia entre duas Retas

Sejam r1 e r9 duas retas no espago com vetores diretores v e U3, respectivamente, e vejamos as
posicoes relativas entre elas.
(i) As retas r; e o s@o ditas Concorrentes se elas tém um dnico ponto em comum. Neste caso, existe
um tnico plano que as contem e a distancia entre elas é zero, como ilustra a Figura 2.18. O angulo

0 entre elas é tal que cos@ = | cos(7.72)].

(ii) As retas 1 e 7o sdo ditas Paralelas se elas estdo em um mesmo plano e ndo tém ponto em comum,

como na Figura 2.19. Neste caso:
dist(ry,7re) = dist(A;re)

sendo A um ponto livremente escolhido sobre a reta r1. O adngulo entre elas é 8 = 0.

1) - —
y Vi o Vi
- ri Vo i
72
©4 o 72
Figura 2.18: Retas Concorrentes. Figura 2.19: Retas Paralelas.

(iii) A Figura 2.20 ilustra duas retas r1 e 7o situadas em planos distintos e sem ponto em comum. Elas
sao denominadas retas Reversas e observamos que a reta r; jaz no plano «, enquanto a reta ra

fura esse plano no ponto B.

No caso (iii) em que as retas s@o reversas, a distancia entre elas ¢ definida com base no seguinte

principio:
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Figura 2.20: Retas Reversas.

Existe uma tnica reta r ortogonal as retas r; e ro simultaneamente e interceptando ambas nos pontos

A e B, como ilustrado na Figura 2.20.

Com base nesse principio, definimos a distdncia entre as retas reversas r1 e 79 pela relagao:

dist(r1;72) = ||AB]|.

e para deduzir uma férmula pritica para o cdlculo da distancia, observemos a Figura 2.21 abaixo:

Figura 2.21: Distancia entre Retas Reversas.

onde P; e P, sao pontos livremente escolhidos sobre as retas ry e ro, respectivamente, e U = 07 X 3.

— —_
Temos que AQ) = P, P> e, portanto:
— — ——
43| = [Prois 4| = [Prois iz

de onde resulta a formula da distancia:

|P1_P2 ] (U_i X ’U_é)‘

[l x 3|

dist(ri;re) = (2.20)
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E oportuno ressaltar que a férmula (2.20) também se aplica ao caso em que as retas sdo concor-

— L = P
rentes. Neste ca so, o vetor P; P5 é ortogonal a 07 X ¥z e, sendo assim, P P» e (U1 X ¥3) = 0.

EXEMPLO 2.3.6 Para as retas:

r=1-—1 r=—-242s
r1: y:2—|—t e To: y:4—3

temos:

(i) A distancia entre as retas é zero. De fato, consideremos os pontos P;(1,2,0) € r; e Pa(—2,4,3) € r

e os vetores diretores v] = i+ j— ke V9 = 2 — ;’— 4k. Um célculo direto nos da:
G XU =—5i—6j—k#0

e isto indica que as retas nao sao paralelas (em principio elas podem ser concorrentes ou reversas).
P E—
E facil ver que Pi Py e (V7 X v3) = 0 e da férmula da distancia resulta que dist(rr;r2) = 0. Logo,

as retas sao concorrentes.

(ii) Para encontrar o ponto comum as retas r; e rg, notamos que a abscissa do ponto de intersegao é

x=1—1t, naretar;, ex = —2 4 2s, na reta re, de modo que:

l—-t=-2+4+2s<=t=3—2s.

Por outro lado, y =2+t na reta r; e y = 4 — s na reta r2 e no ponto comum teremos:

24t=4-52+B3-2s)=4d—-ses=1<t=1.

O ponto de intersecao A(0,3,—1) é obtido considerando ¢t = 1 na reta r; ou s = 1 na reta rj.

EXEMPLO 2.3.7 Vamos comprovar que as retas:
=1 T =-S5
T y=t e T2l y= 1+s
z=t z=2+2s

sao reversas e encontrar o ponto A € r1 e o ponto B € 1o, tais que o segmento AB seja ortogonal as

—_—
retas r1 € r9, ao mesmo tempo. Ressaltamos que dist(rq;ry) = HABH
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Solucao Os pontos genéricos (particulas) P(t,t,t) e Q(—s, 1+ s,24 2s) sobre as retas 1 e ra, respec-

tivamente, passam pelos pontos A e B nos instantes ¢ e s, tais que:

— —_—
PQ0171:O € PQ.ﬁgIO (221)
e resolvendo sistema (2.21) encontramos t = 4/7 e s = —9/14 e, assim, obtemos os pontos:

A(4)7,4)7,4)7) e B(9/14,5/14,5/7).

A distancia entre as retas é:

dist(rq;7r2) = H/l—éH = V14.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3

1. Descreva, de forma breve, como vocé decide quando duas retas sao:
(a) coincidentes (b) paralelas (c) concorrentes (d) reversas.

2. Em cada caso, verifique se as retas r1 e T sao paralelas, coincidentes, concorrentes ou reversas.

Determine o dngulo e, caso exista, a intersecao entre elas.

(a) m:xz=1y=t z=1 rorx=sy=0z=1

(b) rl:a:—?)zz;z; y=4 TQ:I;6221_44; y=38

(¢) rm:x=1+4+3t, y=2+5t, 2z=2+7Tt ro:x=7+6s, y=12+10s, 2 =6+ 14s
(d) lex—f—lzy%l; z=25 ro:x=1+4s, y=5+2s, 2=2+3s
() m:x=1,y=3—-s, 2=5+2s ro:x=—4+5t, y=3+2t, z=-2+3t

3. Mostre que as retas

x—3 —1
r:x=2+3, y=14+2t, z2=1t e 1ro: 3 :yT:z—i—l
sao paralelas e determine o plano m que as contém.
4. Mostre que as retas
r—3 y—1 o x—3 1 z
T = — =2 T = —_ = —
1T 2 2775 7Y 3

sao concorrentes e determine o plano m que as contém.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Considere areta ry : x =2+ 3t, y =t, z = —t. Determine duas retas r5 e r3, de modo que ry e

T2 sejam reversas € 11 € r3 concorrentes.

. Calcule a distancia do ponto A (1,2,2) ao plano 7 que passa pelos pontos B (—1,0,0), C (1,0,1)

e D(-2,3,0).

Certa reta r jaz no plano m : * —y + z = 7, passa no ponto A (3,—3,1) e é ortogonal a reta

l:x=141t y=1+2t, z=1+ 3t. Ache as equagoes da reta r e sua distancia & origem.

. Considere as retas reversas

rix=—1+t y=-3+2t, z=1 e ro:x=-24s, y=1+4+3s, z=-s.

Determine um ponto A na reta r1 e um ponto B na reta r9, de modo que a reta que passa por A

e B intercepta r1 e ry ortogonalmente.

. Verifique que os planos 71 : x + 2y — z = 21 e my : —2x — 4y 4+ 2z = 10 sao paralelos e encontre o

plano « eqiiidistante de 71 e mo.
Encontre o ponto do plano a : x + 3y — z + 6 = 0 mais préximo do ponto A (1,1,3).
Identifique o lugar geométrico dos pontos P (z,y, z) cuja distancia ao plano z —y = 0 é igual a 9.

—
Dado um ponto Py, a equacdo 1 ® PyP = 0 representa o plano que passa por Py e é normal ao

vetor 7i. Identifique o lugar geométrico descrito pela desigualdade 7 o PyP > 0.

Determine sob que condigoes os pontos Pj (z1,y1,21) € Pa(x2,y2,22) estdo do mesmo lado do

plano 7 :ax + by +cz+d=0.

Seja r a reta intersecao dos planos a: 2x —y+2=6¢e §: 2 —y = 1. Encontre o ponto da reta r

mais préximo do ponto A (1,2,1) e calcule dist (A4;7).

Calcule a altura do tetraedro de veértices A (1,6,2), B(2,3,0), C (—2,—3,4) e D (0,6,0), baixada

do vértice A.

Considere o ponto A (1,2, —1) e determine o ponto B, simétrico de A, em relagao:

(a) aretar:x =14+t y=t, z=1 (b)aoplanom:2x4+y—2+1=0.
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17. Seja r a reta determinada pela intersecdo dos planos 71 : x +2y —z=1ems : 20 —y+ z = 0.

Encontre a reta que passa pelo ponto A (1,0, 1) e intercepta r ortogonalmente.
18. Encontre o ponto P; da reta
2t —y+2—-6=0
z—y—1=0

mais préximo de Py (1,2,1) e calcule dist(FPy; 7).

2.4 Intersecao de trés planos

Consideremos trés planos «, 3 ey com vetores normais 7i,, 7ig € 7, respectivamente, e suponhamos
que esses planos nao sejam paralelos (nem coincidentes!). Os planos a, (5 e v podem ter um unico
ponto comum, podem ter uma reta em comum ou podem néo ponto algum em comum. H& dois casos
a considerar:

(1) Se [ﬁa, ng, ﬁ,y] = 0, entao os planos «, [ e vy se interceptam em um dnico ponto P, como ilustra a

Figura 2.19, cujas coordenadas podem ser encontradas pela Regra de Cramer, por Escalonamento

ou qualquer outro método.

(2) No caso em que [ﬁa, ng, ﬁv] = 0, entao ou eles se interceptam segundo uma reta ou eles nao tém
ponto em comum. Para verificar se eles tém uma reta em comum, primeiro encontramos, caso
exista, a reta r intersecao entre dois deles, por exemplo, entre o e 3, e em seguida testamos se
essa reta estd contida no plano . Caso afirmativo a reta r serd a interse¢ao dos 3 planos, como

ilustrado na Figura 2.20.

As Figuras 2.21 e 2.22 ilustram os casos em que [ﬁa, ng, ﬁv] = 0 e os trés palnos nao se interceptam,

embora exista uma reta comum a dois deles, esta reta é paralela ao terceiro plano.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4
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Figura 2.22: anNpgn~y = {P}.

Figura 2.24: anNgny=g@.

Figura 2.23: angn~y=r.

Figura 2.25: anNgnvy = @.

1. Se os planos a, (8 ey se interceptam dois a dois segundo uma reta, é verdade que os trés planos

tém uma reta em comum?

2. Discuta e determine, caso exista, a intersecao entre os planos w1, mo e 3.

(a) m
(b) m
(c) m
(d) m
(e) m
(f) m:

x+y+z=0
rx+y—42=0
tx+2y—2z2=0
rx+2y+2=0
rx+y+2=0

2r —y+z=-1

Ty :

™2
T2

T2

o :

T2

r+2y+z=1

rx—y=0
244y —22=2
244y —z=-1

—r+2y—z=-4

3rx+y+z2=1

T3
T3
T3
T3
T3

T3

T+ y+3z2=2
rx+2y—6z2=0
3x—y+2=0
z+2y=0
3x+y+32=0
16x+2y+22=0
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RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.1

10.

11.

12.

.V, V,F, V, V., F, V, V, F.
. De cima para baixo, a seqiiéncia é: 7,4, 8, 3,6, 1, 2 e 5.

. O plano 7 intercepta os eixos Oz, Oy e Oz, respectivamente nos pontos A (5/3,0,0), B(0,5/2,0)

e C'(0,0,—5). A interse¢do com o plano xy é areta ry : © = g — %t, y =1, z=0; com o plano zz

aretam:ng—i—%t, y=0, z=1t; e com o plano yz aretarg:z =0, y:%—i—%t, z=1.

(a) O ponto A (4,2,0) corresponde aos valores A =0 e p = 0.

(b) Com as escolhas A =1 e u = 0, encontramos o ponto B (3,3, 3) e considerando A=0e pu =1,

obtemos o ponto C (6,2, —1).

(¢) @= —i+j+ 3k e b= 2i — k, correspondentes construidos com os coeficientes dos pardmetros

A e u, respectivamente.

(d)m:z—-5y+22z+6=0.

. (a) o ponto A é obtido com A =0e u=0; (b) com A =1e pu =0, obtemos B(3,3,3) e com A =0

—_ oSS 4 — > o
e p =1 obtemos C (6,2,—1); (c) AB=—i+j+3ke AC=2i—k; (d) m:2—5y+2z+6=0.

(a) paralelo ao eixo Oz; (b) paralelo ao eixo Oy; (c) paralelo ao eixo Oz; (d) paralelo ao plano

xy; (e) passa pela origem.
r—y+2z2—4=0 ou x2=34+A—pu, y=1—-2Xx—pu, 2=2-—3\.

(a) paralelo ao eixo x  (b) paralelo ao eixoy (c) paralelo ao eixo z  (d) paralelo ao plano zy (e)

passa pela origem.

Lot —2y+32+3=0, BédaeCca.

AB 2AC 34D AAE
Dados A, B, C, D e E em «, construimos : ) = ——, th = ——, 3 = —— e U4 = ——
|AB]| |AC] |AD]| |AE]]

3z — 4y = 0.

(a) qualquer ponto do tipo (1,y, z) estd no plano; (b) 7, = 3i.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

c=14+24+pu, y=24+A—pu, 2=2—-A—-2u;ouxr—y+z=1.
9r —y+ 72 — 40 = 0.

m = 3 e o plano nao passa pela origem. Um plano que contém a origem é do tipo axz + by +cz = 0.

by ird b—.' E
Dadow:am‘+by+cz—|—d:0,seja{;zw.
Va2 152+ 2
= J5=(=3i — j+ 5k).
20 —y+z=1
T=5l=(20- 5] +4k), T= J(-20+k) e o=j(~i—2j—2k)

y+42+10=0.

T=A+2u, y=—-A—=>bu, z=X ou br+2y—3z=0.

a:x—y=0.

2x—4y+z+%:0.

(a) perpendiculares (b) paralelos.

(a)m=6 (b)m+2n=9 (c)7m—3n=2.

(a)m=3, n=—4 (b)m=-2/3, n=3 (c) m=—-6/5, n=-10/3.

o plano 4z — 3y 4+ 5z = 4 que passa no ponto médio e é ortogonal ao segmento AB.
(a)y+2=0 (b)z—2=0 (c¢)92—-3y—42—-20=0 (d) 7z —y—5z+10=0.

(a) ortogonais, com reta comum 7 : x = 3 + %t, y=—25+ 5t 2=t (b) cooincidentes (c)

paralelos (d) paralelos.

Basta observar que @ = (cosa)i + (cos 8) j + (cosy) k e que a equagio do plano é PyP - i = 0..

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.2

1.

Teste as coordenadas do ponto A nas equagoes da reta e do plano.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

.EixoOx:x=t, y=0, 2=0; EixoOy:z=0,y=t 2=0; EixoOz:2=0, y=0, z=1.

O eixo Oz pode ser visto como intersecao dos planos y =0 e z = 0.

. A reta intercepta os planos xy, zz e yz, respectivamente nos pontos A(7,9,0), B(1,0, %) e

57

(0, —%, %) Nao h4 interse¢ao com os eixos coordenados.

. Na forma paramétrica, temos: r: x =34+ 2t, y = —2+ 3t e 2 = —1 + 4¢, de modo que:

r—2y+z = (3+2t)—2(—-2+3t)+ (—1+4t)
= 2t—6t+4t+6=6.

x—1
=2—y=2z-2.
3 y==

&
S
I
N

+tv; (b)x=1+4+3t, y=2—t, 2=2+1t (c)

.x=5t y=2—-2t, z=3+ 3t.

(a)z—1=2—-y=2-3 (b)z=14+t, y=2—1t, 2=3+1.

.OP=0A+1tAB,0<t<1 ou P=(1—-t)A+tB, 0<t<1.

a7+ 2247=0; f:y=4.

a:Tex+224+47=0, f:18x 453y — 632+ 71 =0.

—

r=14t y=—3+2t, z=3-1t e 0—152(1,—4/5,3/2)—|—t(2'+%'—%13).

x=4t, y = 16t, z = —14t.
r:x=—-4t, y=1+3t, z=-1+t.

r:x=—-1—-4t, y=1+4+4t, z=0.

—

Além da condicao a ob= 0, os vetores @, b e ¥ devem ser coplanares. Considerando @ = 2i — 3}—%12
3

b.

-3

e
b= 2074 107 1 7 _3z.1
e b= 171+ 7J + k, encontramos v = —5;a +

&l
W~

8x + 5y + 172 — 16 = 0.

ri:x=1—t, y=2+1t z=—-1—t.
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19. As retas r1 e re concorrem no ponto A(23,9,0), com vetores diretores v} = —3i + 4} e Uy =

— 247 + 7;, respectivamente. O vetor:

LU Uo
V=Tt
[aull %]l

é paralelo a reta r bissetriz do dngulo entre 71 e ro, a qual é descrita por:

—
r: AP =1t-17.

20. (a)rcwm (b)rLm A3,2,2) (¢)r//m (d)r//m.
21. (a) m =5 (b) nao existe um tal m (c) m # 5.

22. m=—-6, c=1; A(—1,1,4).

23. r:x=3t, y==06t, z=1—4t.

24. X=4ou A =52,

25. rix=—-1+42t, y=—-1, z =4 —4t.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.3

1. Usar os vetores diretores e a distancia.

2. (a) concorrentes em A(1,0,1) e (r1,72) = w/2 (b) paralelas (c) paralelas (d) reversas e
cos (ry,r) = \/%75; (e) concorrentes em A (1,5,1) e cos (ry,re) = ﬁ.

3. m:2x —4y+ 22 =0.

4. m:bx —4y — 7z = 11.

5. rorx=t, y=1+4+t z=¢t rm:x=2, y=t, z=1.

6. dist (A;7) = 4//46.

T.x=3-5t y=-3-2t z=1+3t; dist(O;r) = /3.
8. A(7/2,6,9/2) e B(3,6,5).

9. a:x+2y—2z=_8.
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10. (4/11,—10/11,40/11).

11. Os planos = — y = £9v/2.

12. O conjunto dos pontos do lado do plano para o qual 7 aponta.

13. As expressoes ax1 + byi + cz1 + d e axas + bys + czo + d devem ter o mesmo sinal.
14. Py (5,3,%), dist (Pp;r) = V42/3.

15. 15/7.

16. (a) B(5,0,3) (b) B(5/3,—4/3,5/3).

17 x =1+ 31t, y=-23t, =z=1+ 20t

18. A(8/3,5/3,7/3); dist (Py;r) = dist (Py; A) = \/14/3.

ESCREVENDO PARA APRENDER 2.4

1. Nao

2. (a) O ponto P(—2,1,1) (b) A reta x = 2t, y = 2t, z = t. Nos casos (c), (d), (e) e (f) ndo ha

intersecao.




VETORES & ALGEBRA LINEAR 3. AS CONICAS

Introducao

Fixemos em um mesmo plano um eixo L (eixo de rotagao) e uma reta g, denominada geratriz, e
suponhamos que o angulo € entre o eixo L e a geratriz g seja tal que 0 < 6 < 7/2. A superficie produzida
pela rotacao de 2w rad da geratriz g em torno do eixo L recebe o nome de Cone de Revolug¢do e estd
ilustrado na Figura 3.4. O ponto V de intersecdo do eixo L com a geratriz g ¢ o Vértice do cone. As
curvas CIRCUNFERENCIA, ELIPSE, HIPERBOLE e PARABOLA apresentadas neste capitulo sao obtidos

como intersecao de um cone de revolugdo com um plano e, por essa razao, denominadas CONICAS.

Figura 3.4: O Cone de Revolugao.

A conica resultante da intersecao depende da posicado do plano. Se o plano é perpendicular ao
eixo do cone, a cOnica resultante ¢ uma circunferéncia; se o plano é paralelo ao eixo, a conica &€ uma
hipérbole; se o plano é paralelo a geratriz, a conica é uma pardbola; finalmente, se o plano nao paralelo
nem perpendicular ao eixo e nem paralelo & geratriz, a conica resultante é uma elipse.

Uma situacao particularmente simples é aquela em que o eixo de rotagao é o eixo Oy e a geratriz

é a reta y = ax do plano xy. A Figura 3.5 ilustra as conicas determinadas no cone por planos.

(a) No caso (a), o plano é perpendicular ao eixo de rotagdo e a conica interse¢do é uma circunferéncia.
(b) No caso (b), o plano faz com o eixo L um angulo 0 < § < 7/2, e a cOnica interse¢ao é uma elipse.
(c) No caso (c), o plano ¢é paralelo & geratriz e a conica intersegdo ¢ uma pardbola.

(d) No caso (d), o plano é paralelo ao eixo de rotagao e a conica intersegdo é uma hipérbole.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 3.5: As conicas.

Em Geometria Analitica existem duas questdes fundamentais:

(i) Dada uma equagao em duas varidveis
F(x,y) =0 (3.1)

determinar sua interpretagdo ou representagao gréfica.

(ii) Dada uma figura (condi¢do geométrica), determinar sua equacao ou representagao analitica.

A totalidade dos pontos P(z,y) do plano xy que satisfazem a equagao (3.1) leva o nome de Lugar
Geométrico da equacao. Por exemplo, a equacao y = ax + b representa no plano zy uma reta, enquanto

no espaco R? ela representa um plano paralelo ao eixo Oz, como ilustra a Figura 3.6.

Z4
VA —

y=ax+b /
\ (07

) / «—f—y=ax+b
\ ’
%b
—> —
r

\ X A/J y
X
y=ax+b,z=0

Figura 3.6: O Lugar Geométrico descrito por y = ax + b.

Ressaltamos que a mesma equagao y = ax + b representa dois entes geométricos distintos, a

depender da configuracio (R? ou R?) onde a equacgdo estd inserida.
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3.1 A circunferéncia

Uma Circunferéncia no plano xy é o lugar geométrico constituido dos pontos P(zx,y), cuja distancia
a um ponto fixo, denominado Centro da circunferéncia, é constante. Essa constante recebe o nome de
Raio da circunferéncia.

Na deducao da Equag¢ao Reduzida, vamos adotar para centro o ponto C(zg,yp) e representar por

R o raio da circunferéncia. Se P(x,y) é um ponto genérico da curva, a equagao que traduz o conceito é:

(dist(P,C) = R| (3.2)

e, em coordenadas, a equagao (3.2) assume a forma:

(z —20)® + (y — yo)* = R%. (3.3)

A Figura 3.7 ilustra graficamente a circunferéncia de centro C(xo, o), governada pela equagao (3.3).

ﬂk

Yo

Xo Xx X

Figura 3.7: A Circunferéncia (x — x0)2 + (y — yg)2 = R2.

EXEMPLO 3.1.1 A circunferéncia de raio R =5 e centro C(—2,1) é descrita pela equagao:
(422 +@y—-1)2=25 ou x*+1y>+4x— 2y = 20.
EXEMPLO 3.1.2 Encontrar o centro e o raio da circunferéncia descrita pela equa¢ao:
2 2 _
Tty —2x+4y+1=0.

Solugao Observamos que a equacao nao estd na forma reduzida e é necessédrio ajustd-la usando o
processo de completar quadrados, que tem sua origem nos produtos notdveis. Para transformar a

expressao A2 + 2a)\ em uma diferenca de quadrados, procedemos da seguinte forma:

M 420\ = 2 +£2a\ +a? —a® = (A +a)? - d? (3.4)

e, assim, temos:
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(i) coma=1e A=z, encontramos: 22 —2r =22 -2x1xz=(r—1)2—1.

(ii) com @ =2 e A\ =y, encontramos: y? +4y =12 +2x2xy = (y+2)% — 4.

A equagao da circunferéncia, apés o completamento dos quadrados, se escreve sob a forma reduzida:
(x—1)*+(y+2)>=4 (3.5)

e comparando com (3.3), vemos que a circunferéncia (3.5) tem centro no ponto C(1,—2) e raio R = 2.

OBSERVACAO 3.1.3 Qualquer circunferéncia do plano xy pode ser descrita por uma equac¢do do 2°

grau em ey, da forma:

22 +yP +ax+by+c=0. (3.6)

Ressaltamos, contudo, que nem toda equagao do tipo (3.6) representa uma circunferéncia. De fato:

(i) A equacio 2% + y?> —4x — 2y +5 =10 ¢é do tipo (3.6), com a = —4, b= —2 e c = 5, e representa o

ponto isolado C(2,1), jd que a equagdo é equivalente a:
(z=2%+(y-1)*=0,

z

de onde resulta © —2 =0 ey — 1 = 0 (uma soma de quadrados é zero se, e somente se, cada

parcela é igual a zero).

(ii) Jd a equagio 2 + y? + 62 — 2y + 15 = 0, também do tipo (3.6), com a = 6, b= —2 e ¢ = 15, ¢
equivalente a (z + 3)? + (y — 1)? = =5, a qual ndo tem solugdo real e, portanto, nio representa

lugar geométrico algum do plano xy.
EXEMPLO 3.1.4 (Parametrizando a Circunferéncia) Dado um ponto P (x,y) na circunferéncia
2 2 2
(@ —w0)"+(y—yo)” =R
deize t representar o dngulo entre o raio CP e o eixo Ox, como ilustra a Figura 3.8.
Usando relagdes trigonométricas no tridngulo retdngulo, temos:
T —xg = Rcost
y—1yo= Rsent
e, assim, descrevemos a circunferéncia na forma parametrizada:

r =1x9+ Rcost

y=1yo+ Rsent, 0<t<2m.
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Figura 3.8: A Circunferéncia do Exemplo 3.1.4.

EXEMPLO 3.1.5 (Reta Tangente) Encontrar a reta tangente & circunferéncia (x—1)2+(y+2)% = 1,
no ponto A(3/2,—2+/3/2).

Solugao A Figura 3.9 ilustra a situacao grafica e o raciocinio por

trds do método é a ortogonalidade entre a reta tangente T e a reta VA

que passa no centro da circunferéncia e no ponto de tangéncia. N

/]
><V

A reta r que passa no centro C' e no ponto de tangéncia A tem 7

declividade m, = /3 e a reta tangente, por ser ortogonal a reta r, 4]

tem declividade my = —1/v/3 e ¢ descrita por:

y=—2+V3/24 (-1/V3)(x —3/2) &y =—z/V3 -2+ 3.

A reta tangente T é governada pela equagao
Figura 3.9: Reta Tangente

T: x+V3y=3-2V3.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1

1. Em cada caso, obtenha a equacao e esboce o grifico da circunferéncia.

(a) Centro C'(—2,1) e raio r = 5.

(b) Passa pelos pontos A (5,1), B(4,2) e C(—2,2).

(c) O centro esta sobre a reta y = — 1 e corta o eixo Oz nos pontos A (—1,0) e B (3,0).
)

(d) Passa pelos pontos A(1,2) e B(1,—2) e tem raio R = 2.
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(e) Circunscrita ao triangulo formado pelas retas  +y =8, 20 +y =14 e 3z +y = 22.

(f) Um diametro é o segmento que une os pontos A (0,—1) e B(—2,-3).
2. Determine a equacao da circunferéncia de raio 5, tangente a reta 3z + 4y = 16 no ponto A (4,1).
3. Determine a equagao da circunferéncia de centro C (1,2) e tangente a reta r : © — 2y + 8 = 0.
4. Calcule o comprimento da corda da circunferéncia 22 +y? = 25 que jaz sobre a reta z—7y+25 = 0.

5. O RAIO DA CIRCUNFERENCIA INSCRITA

A figura ao lado ilustra uma circunferéncia inscrita em um
tridngulo retangulo ABC. Mostre que:

— — — — — —
(a) [[AD|| = [|AF||, [IBD|| = [|BE|| e [||CE||l=[CF]|.

(b) O raio da circunferéncia é:

1 — — —
5 (IABI| + 1AC|| - 1BCY))

6. 0 INCENTRO Considere o triangulo determinado pelas retas y =z, t +y=2ey = 0.

(a) Determine as equagoes das bissetrizes do triangulo.

(b) Encontre o ponto de intersegdo das bissetrizes. Este ponto leva o nome de Incentro do
tridngulo.

(¢) Determine a equagao da circunferéncia inscrita no triangulo. O centro da circunferéncia é o

incentro do tridngulo.

VOCE SABIA? Se A, B e C sao os vértices de um tridngulo, o incentro é o ponto I, determinado

a partir da relagao:
— — —
a-OA+b-OB+c-0C
a+b+c

S

sendo a = ||BC||, b= ||AC]| e c = ||AB]].

7. Determine a equagao da circunferéncia inscrita no tridngulo determinado pelas retas:

ry:dex—3y =65, ry:Tx—24y+55=0 e r3:3x+4y=>.

8. Uma haste de 30cm move-se com seus extremos apoiados em dois fios perpendiculares. Identifique

o lugar geométrico descrito pelo ponto médio da haste.
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9. Determine o centro e o raio da circunferéncia descrita na forma paramétrica por:

r =24 3cost
y=—1+3sent, 0<t<2m.

CURIOSIDADE! A equagao da circunferéncia que passa por trés pontos nao colineares A (x4, ya,24),

B(xzp,yB,28) e C(xc,yc, zc) pode ser posta na forma de determinante:
2+ y2 x Y

i +y4 Ta ya

zh+y% T yB

g e —t
Il
(@}

vt +yE Te Yo

e esta forma é muito 1til para testar se quatro pontos estdo ou nao sobre uma mesma circunferéncia.

3.2 A Elipse

Antes de formalizar o conceito de elipse como lugar geométrico, faremos uma interpretacao da

equacao modelo:

TV 1 asb>o. (3.7)

Seja ¢ = va? — b? e consideremos os pontos Fj (¢,0) e F (—c¢,0). Se as coordenadas x e y de um ponto

movel P (z,y) satisfazem a equagao (3.7), vamos mostrar que a quantidade:
dist (Fy; P) + dist (Fy; P)

é sempre constante e igual a 2a. De fato, considerando que b? = a? — ¢2, (3.7) resulta:

0222 4 a%? = o2 e (az _ 02) 22 4 a%y? = at — 2
& a®2? +a?P + 2d%cx + a2y2 = 2a%cx + a* + a?
2
& ad? |:(CL‘ +¢) + yz} = (a*+cz)”,

e da tltima igualdade, encontramos:

a\/(z+¢)* 4+ y2 = d® + cx. (3.8)
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Procedendo de forma similar, substituindo 2a%cx por —2a’cz, obtemos:

ay/(x —¢)® +y? = d® — cx. (3.9)

Adicionando membro a membro as equagoes (3.8) e (3.9), obtemos:

\/(a: +e) +y2+ \/(:L' )+l =2 & ‘ dist(Fy, P) + dist(F, P) = 2a. ‘

3.2.1 Conceito & Equagao Reduzida

Uma FElipse no plano xy é o lugar geométrico constituido dos pontos P (z,y), cuja soma das

distancias a dois ponto fixos F; e Fy, denominados Focos da elipse, é constante.
[ ] -

Os raios F1 P e F5P sao os Raios Focais do ponto P e o ponto médio dos focos é o Centro da elipse. A

distancia entre os focos recebe o nome de Distdncia Focal da elipse.

Na dedugao da FEqua¢ao Reduzida vamos considerar duas situagdes dentro do mesmo modelo
padrao.
B MODELO 1 Neste primeiro modelo, vamos considerar os focos F} (¢,0) e F» (—c,0) sobre o eixo

Oz e admitir que a soma dos raios focais seja igual 2a, isto é:

(dist(Fy; P) + dist(F; P) = 2a. (3.10)

Com esses dados, mostraremos que a elipse é descrita pela equagao (3.7). Observando a Figura 3.10

VA

.
Ciod
o
.
.
.
o
.

®
\ 4

x
Q
.
Q
A 4

Figura 3.10: Os Focos da Elipse.
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vemos, como consequéncia da Desigualdade Triangular, que:
2¢ = dist (Fy; Fy) < dist (Fy; P) + dist (Fy; P) = 2a,
de onde resulta que ¢ < a. A partir da equagao (3.10) que traduz o conceito, obtemos:

2a
\/($—6)2+y2+\/$+02+y2=2a
(x—c)? +1y2=2a—/(z+c¢)?

& (z-o+y —<2a—m>2

& (cx+ a2)2 =a? {(m +¢)% + y2]

dist (F7; P) + dist (Fy; P)

o (a2—c2)x2—i—a2y2:a2 ((12—62)

e se fizermos b? = a? — ¢2, obteremos da ultima igualdade a equacio reduzida:

z Y
B MODELO 2 Agora, suponhamos que os focos sejam os pontos Fj (0,¢) e F» (0, —c) do eixo Oy,

e que a soma dos raios focais seja 2a. Procedendo como no primeiro caso, considerando b? = a? — ¢?

)

obtemos a equagao reduzida:

LY (3.12)

3.2.2 Graficos & Elementos Principais

No tragado do grafico devemos observar alguns ftens e como referéncia vamos adotar a elipse

descrita pela equagao (3.11).

» SIMETRIA Seem (3.11) trocarmos x por —z ou y por —y a equagao permanece inalterada. Grafi-
camente isto significa que a elipse é simétrica em relagao aos eixos coordenados e em relacao a origem.

» INTERSECAO COM OS EIXOS

(a) A intersegao com o eixo Ox é determinada considerando y = 0 na equagao. Encontramos:
2 02

—2+b—2:1<:>:n2:a2<:>m::|:a.
a

Assim, a elipse intercepta o eixo Oz nos pontos: A4; (a,0) e Az (—a,0).
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(b) De modo similar, considerando x = 0, obtemos:

02 y2
¥+b—2:1©y2:b2®y:ib.

Assim, a elipse toca o eixo Oy nos pontos By (0,b) e By (0, —b).
22 g2
» POSICAO DA ELIPSE A posigao da elipse — + i 1 é determinada comparando-se os denomi-
a
nadores dos termos z2 e y2. O maior denominador é associado & varidvel correspondente ao eixo sobre

o qual estao os focos.

» GRAFICOS A Figura 3.11 abaixo ilustra os graficos das elipses nas duas situacoes.

Figura 3.11: A Elipse: (a) Focos F (£¢,0) (b) Focos F (0, £c).
» ELEMENTOS PRINCIPAIS Em uma elipse, os seguintes elementos devem ser destacados:
(a) Os Focos: F(=£c,0) ou F (0,=+c).
(b) O Centro: ponto médio dos focos: C (0,0).
(c) Os Vértices: Aj(a,0) e Az (—a,0); B1(0,b) e B2(0,-b).
(d) O Eixo maior: A;Ay de comprimento 2a, onde estao localizados os Focos.

(e) O Eixo menor: BBy de comprimento 2b.
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(f) O Eixo Focal: reta que contém os focos.
(g) Os Raios Focais do ponto P (z,y): os segmentos de reta F1 P e FP.

(h) A Excentricidade: e = ¢/a. Observamos que 0 < e < 1, ja que b < a, e a excentricidade mede o

achatamento da conica. De fato:

(i) exlec~a<sb~0 (elipse é mais achatada).

(i) e~0< c~0«< b~a (elipse ¢ menos achatada). Uma circunferéncia ¢ uma elipse de

excentricidade e = 0.

3.2.3 Translacao da Elipse

Assim como ocorre com a circunferéncia, no caso em que o centro da elipse é o ponto C (xg,yo) ,

sua equagao assume a forma:

(z — 960)2 (y — yo)2

- + = =1 (3.13)

e as coordenadas dos focos e dos vértices também sofrem alteragoes. A mudanga de varidvel (translagao):

T=x—x9ey=y—yo leva a equagao (3.13) a forma padrao:

T Y
2!

de uma elipse com focos F (+c, 0) e vértices A (£a,0) e B (0,4b). Imaginemos a > b, de modo que os

focos estarao sobre a reta horizontal y = yg, paralela ao eixo Ox, como ilustra a Figura 3.12.

Figura 3.12: Translagao da Elipse.
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Neste caso, a elipse tem os seguintes elementos:
Focos: F (xg £ c,y0) | Vértices: A(xg=+a,yo) e B(xo,yo+Lb)
No caso em que a < b, o que indica que o eixo focal é a reta vertical x = xg, teremos:
Focos:  F (xo,y0 £ ¢) | Vértices: A(xota,yo) e B(xo,y0LD).

EXEMPLO 3.2.1 Suponhamos que certa elipse tenha centro C (1,2) e que seus focos estejam sobre a
reta x = 1, distantes 4 unidades um do outro. Temos que 2c = 4, de modo que ¢ = 2, e considerando

que g =1 e yo = 2, deduzimos que os focos sao Fy (1,4) e F5(1,0) e a equagao é da forma:

(z-1?*  (y—2)?°
b2 + a2 L

Se, por exzemplo, a conica tem um vértice no ponto Ay (3,2), entio b = 2 e da relagio a®> = b> + c2,

deduzimos que a®> = 8. A equacdo da elipse é:

@17 y-2°

=1.
4 8

Os outros vértices sio: Az (—1,2), B1(1,2+/38) e Ba(1,2 — /8)

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.2

1. Encontre a equagao, os elementos principais (focos, vértices, excentricidade, centro e eizos) e

esboce o gréfico da elipse caracterizada por:

(a) Focos Fi (3,0), F5(—3,0) e soma dos raios focais igual a 12.
(b) Dois vértices em Bj (3, —4) e By (3,4) e distancia focal igual a 4.
(c) Vértices em A; (—5,0), A2 (5,0), By (0,—4) e B2 (0,4).
(d) Focos sobre o eixo y, distancia focal igual a 8 e excentricidade e = 2/3.
e) Centro C'(2,—1) e passa nos pontos A (—3,—1) e B(2,3).

)

(
(

f) Focos F1 (—2,—2), F5(2,2) e soma dos raios focais igual a 12.

2. Determine a equacao e a excentricidade da elipse que tem seu centro na origem, um dos vértices

no ponto Bj (0, —7) e passa no ponto A(v/5,14/3).
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10.

11.

12.

13.

2 2

. Determine as retas tangentes a elipse — + v _ 1, com declividade m = 1.
a

b2

. Um arco tem a forma de uma semi-elipse com 48 metros de largura na base e 20 metros de altura.

Determine o comprimento de uma viga colocada a 10 metros da base, paralelamente a mesma.

O teto de um corredor de 20 m de largura tem a forma de uma semi-elipse e a altura no centro
é¢ 18 m. Se a altura das paredes laterais é 12 m, determine a altura do teto a 4 m de uma das

paredes.

. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (x,y) cuja soma das distancias aos pontos Fj (4, —1)

e F5(4,7) é igual a 12.

Determine a equacgao da elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados e que passa nos pontos

A(—6,4), B(~8,1), C(2,—4) e D(8,~3).

. Determine o centro e os focos da elipse 922 + 16y% — 36z + 96y + 36 = 0.

. Determine a intersecio entre a elipse de vértices (£5,0) e (0,%1) e a circunferéncia x2 + y? = 4.

Determine os focos e o centro da elipse descrita pelo par de equagodes paramétricas

T = 3cost

=4sent, 0<t<2m.

PROPRIEDADE FOCAL DA ELIPSE
) T 2
A figura ao lado mostra a elipse — + Z—z = 1, com focos nos
a

pontos Fi e Fy. Sabendo que a declividade da reta normal no

2
ponto P(zg,y0) vem dada por my =

J,y
a~yo " ¢ /
Py’ mostre que a reta P W
normal & elipse no ponto P(zg, yo) € bissetriz do angulo formado

pelos raios focais do ponto P.

Determine as retas tangentes tracadas do ponto A (3, —1) & elipse 222 4 3y? + = —y = 5.

Sejam Fy e Fy os focos da elipse b2x2 + a?y? = a?b?, a < b, e seja r uma reta tangente a elipse.
Mostre que
dist (Fy;7) - dist (Fa;7) = a®.
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3.3 A Hipérbole

Assim como fizemos no estudo da elipse, agora faremos uma interpretacdo da equacgao modelo da

hipérbole:

2 2
%—%:1, a,b> 0. (3.14)

Seja ¢ = Va? + b? e consideremos os pontos Fj (¢,0) e F5(—c,0). Se P (z,y) é um ponto mével

cujas coordenadas x e y satisfazem a equagao (3.14), mostremos que a quantidade:
|dist (F1, P) — dist (Fy, P)]

é sempre constante e igual a 2a. Inicialmente observamos que a varidvel x que figura na equagao (3.14)

nao pode assumir valores entre —a e a. De fato, se |z| < a, entdo 22 < a? e terfamos:

2 2

Y- x

que nao possi solugao real para y. Logo, devemos ter |z| > a e, portanto, ha dois casos a considerar:

(i) Se = > a, entdo cx > a2, j4 que ¢ > a, e considerando que b? = c? — a2, segue de (3.14) que:
P22t — a2y = o2 e (02 _ a2) 22— a2y? = a2 ((:2 _ a2)

2,2 4 2,.2

o —a?r? —a’P + 2d%cx — a2y2 =2a’cx — a* — Pz
& a? [(m—c)2+y2} = (a2—c:c)2,
e da tdltima igualdade, resulta:

ay/(z+¢)> +y2 = |a® — cz| = cx — d®. (3.15)

Procedendo de forma similar, substituindo 2a?cz por —2a%cx, encontramos:

ar/(z—c)? 442 = ’a2+cx’ =a®—cx (3.16)

e subtraindo membro a membro as equagoes (3.15) e (3.16), obtemos:

\/(x—i—c)z—i—yQ— \/($—C)2+y2 = —2a. (3.17)

(ii) Se x < —a, entdo a® + cx < 0 e, neste caso, encontramos:

\/($+c)2+y2f\/(mfc)2+y2:2a. (3.18)

Combinando (3.17) e (3.18), obtemos: |dist (Fy; P) — dist (Fy; P)| = 2a.



3. AS CONICAS 107

3.3.1 Conceito & Equacao Reduzida

Uma Hipérbole no plano xy é o lugar geométrico constituido dos pontos P (z,y), cuja diferenca das
distancias a dois ponto fixos F; e F5, denominados Focos da hipérbole, é, em valor absoluto, constante.
Os raios F1 P e F3 P sao os Raios Focais do ponto P e o ponto médio dos focos é o Centro da hipérbole.

A distancia entre os focos recebe o nome de Distdncia Focal da hipérbole. Em simbolos, temos:

|dist(Fy; P) — dist(Fy; P)| = cte. | (3.19)

Vamos deduzir a Fquacdo Reduzida em duas situagoes particulares.
B MODELO 1: Neste primeiro modelo, vamos considerar os focos Fj (¢, 0) e Fz (—c¢,0) sobre o eixo

Oz e admitir que a diferenca dos raios focais seja, em valor absoluto, igual a 2a, isto é:
|dist (F1; P) — dist (Fy; P)| = 2a. (3.20)
Inicialmente observamos que ¢ > a, tendo em vista que:
2a = |dist (F7; P) — dist (Fa; P)| < dist (Fy; Fa) = 2¢
e de (3.20), resulta:

|dist (F1; P) — dist (Fo; P)| = 2a
dist (F1; P) — dist (F»; P) = £2a

Viz—e)? + 92 =420+ \/(z +¢)® + 12
(z—c)® +1y2 =4a® +4a\/(x 4+ c)* + 2 + (z + ¢)® +
—cx —a® = +ar/(z + ) + 2

(cz + a2)2 =a? {(a: + 0)2 + y2]

(Cz_az) 2?2 — a2y? = 2 (02 —a2).

tr ¢ ¢ T2

i3

2

Se fizermos b = ¢? — a?, obteremos da tltima igualdade a equacio reduzida:

:L'2 y2

B MODELO 2: Agora, vamos considerar os focos F (0, ¢) e F5 (0, —c) , sobre o eixo Oy, e diferenca dos
raios focais, em valor absoluto, igual a 2a. Procedemos de forma similar ao caso anterior e encontramos

a equacao reduzida:

EECETE A (3.22)
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com ¢? = a? + b2

3.3.2 Graficos & Elementos Principais

Assim como ocorreu com a elipse, para o tragado do gréfico da hipérbole vamos observar algumas

caracteristicas da conica.

» SIMETRIA O gréafico da hipérbole é simétrico em relacao aos eixos Ox e Oy e também em relagao

a origem. A equagdo nao é alterada por uma mudanca no sinal das varidveis x ou y.

» INTERSEGAO COM Os EIXOS A hipérbole (3.21) ndo intercepta o eixo Oy, tendo em vista que:

2
$:0:>—Z;—2:1

e esta ultima equagao nao tem solucao real para y. J& a hiperbole (3.22) nao intercepta o eixo Oz, ja

que a equagao —z2/a? = 1 ndo tem solucio real para z.

(a) A intersecao da hipérbole definida por (3.21) com o eixo Oz, é determinada considerando y = 0 na
equacao. Encontramos:

2 02 9 9

ﬁ—b—Q:I@w =a” & = *a.

Assim, a hipérbole intercepta o eixo Oz nos vértices: Aj (a,0) e Ay (—a,0).

(b) Ja a hipérbole definida por (3.22) intercepta o eixo Oy nos vértices Bj (0,a) e Ba (0, —a) , determi-
nados considerando x = 0 na equagao:
02 2

_b72+y7:1<:>y2:a2<:>y::|:a.

a2

» POSICAO DA HIPERBOLE Em uma hipérbole pode ocorrer a > b, a < b ou a = b e a posigao é
determinada pelos sinais dos coeficientes nas variaveis x e y. A varidvel com sinal positivo corresponde
ao eixo sobre o qual estao os focos.

» GRAFICOS As Figuras 3.13 e 3.14 abaixo ilustram os gréficos das hipérboles nas duas situagdoes.

» ELEMENTOS PRINCIPAIS Em uma hipérbole, destacamos os seguintes elementos:

(a) Os Focos: F(%c¢,0), no caso (3.21), e F'(0,%c), no caso (3.22).
(b) O Centro: C'(0,0), nos dois casos. (ponto médio dos focos)

(c) Os Vértices: A (=%a,0), no caso (3.21), e B(0,+a), no caso (3.22).
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2 2 2 2

. T ) x Y
F A3 — — 5 =1, F A4 —— + 5 =1
igura 3.13 2 igura 3 02 + >

(d) O Eixo Focal: O segmento F;F5.
(e) O Eixo Transverso: a por¢ao do Eixo Focal entre os vértices (o segmento Ay Ay ou BiBs).

(f) O Eixo Conjugado: segmento By Bs perpendicular ao Eixo Transverso, na hipérbole (3.21) e A1 A
na hipérbole (3.22).

(f) Os Raios Focais do ponto P (x,y): F1P e F»P.

(g) A Excentricidade: O ntmero e = ¢/a é maior que 1 mede o achatamento da conica. No caso em

que e =~ 1, a hipérbole aproxima-se das semiretas com origem nos focos.

» COMPORTAMENTO NO INFINITO Para maior clareza, vamos nos concentrar na hipérbole (3.21)
e vejamos como se comporta o grifico, 4 medida que a varidvel x aumenta ou diminui arbitrariamente
(este comportamento do z é indicado simbolicamente por: © — +00, no deslocamento para a direita,

ou £ — —o0, no deslocamento para a esquerda). Temos:

Isto nos diz que o grafico da hipérbole jaz entre as retas y = £ (b/a) z. Além disso, se P (z,y), y > 0,
¢ um ponto mével sobre a hipérbole, se deslocando para direita (x — +00) e r é a reta de equagao

y = (b/a) x, entdo de acordo com a férmula (??), da distancia de ponto a reta, temos:

bx — 1 b 2y
dis (ir) = P Ly | = o o =

1
z+ Va2 —a?

. (3.23)




110 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

Um fato bdsico é que uma fragdo, com numerador constante, aproxima-se de zero & medida em que o
denominador cresce arbitrariamente; com isto em mente, deduzimos a partir de (3.23) que a hipérbole
aproxima-se da reta y = (b/a)z, quando z — +o00. Da mesma forma, quando z — —oo a hipérbole
aproxima-se da reta y = — (b/a) x. No caso em que y < 0, a hipérbole aproxima-se da reta y = (b/a) z,
quando x — —o0, e da reta y = — (b/a) z, quando © — +oo. Por esta razao, as retas y = £ (b/a)x
recebem o nome de Assintotas da Hipérbole. No caso da hipérbole (3.22), as assintotas sao as retas

x == (b/a)y, o que nos dd y = £ (a/b) z.

EXEMPLO 3.3.1 Qual a equagio da hipérbole com focos Fy (2,0) e Fy(—2,0) e um vértice no ponto
Aq (1,0)?

Solugao: O centro da hipérbole é a origem e o eixo focal é o eixo Ox. Como a = 1 e ¢ = 2, segue que

b? = c? —a? = 3 e a equacio é:
2y
3

— =1.
1
EXEMPLO 3.3.2 Identificar a cénica descrita pela equagao:
—9z2 4 4y? + 18z — 16y = 29.
Solugao: O primeiro passo é escrever a equagao na forma padrao (3.21) ou (3.22). Efetuando o

completamento dos quadrados, encontramos:

(@+1)*  (y—-27°_

2 2
—9(z+1)"+4(y—2)"=36 ou — 5t 22 =1
e atranslacio: T=xz+1ey =1y — 2, de centro O (—1,2), nos remete ao padrao (3.22):
=2 2
_% + yf =1
a? b2

com a =2 e b =3, ilustrada no Figura 3.15.
Temos ¢ = v/13 e na tabela abaixo mostramos os elementos da hipérbole no sistema auxiliar T 3 e no

sistema original zy. A passagem de um sistema para o outro é por meio das equacdes de translacao.

Elementos Sistema T y Sistema zy

Centro C(0,0) C(-1,2)

Vértices V (0,4£3) Bi(—1,5) e Bo(—1,—1)

Focos F (0, :l:\/ﬁ) Fy (—1, 2+ \/ﬁ) e By (—1, 2 — \/ﬁ)
Assintotas y=+(3/2)T 3x—2y=-7 e 3x+2y=1

Eixo Focal =0 z=-1
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Figura 3.15: Hipérbole do Exemplo 3.3.2

111

EXEMPLO 3.3.3 (hipérbole transladada) O centro de uma hipérbole estd no ponto C (xo,y0) € a

distancia focal é igual a 2¢c. Considerando o comprimento do eixo transverso igual a 2a, hd dois casos a

considerar:

(i) O eixo focal é paralelo ao eixo Oz e, neste caso, a equacao da hipérbole é:

(z — I0)2 (y — y0)2

5 - =1, b=+vc—a?
a b2

com assintotas:
+bxr — ay = +bxy — ayg
obtidas de ¥ = £ (b/a) T, a partir da mudanca de varidvel:
(ii) O eixo focal é paralelo ao eixo Oy e, neste caso, a equagao da hipérbole é:

2 2
_(x b;O) + (y ZyO) =1, b= 2 _ g2
a

com assintotas:

taxr — by = +axg — byo

obtidas de § = + (a/b) Z, a partir da mudanca de varidvel:

T=r—20€Y =Y — Y.

T=T—ToeyY=Y— Yo
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> HIPERBOLES CONJUGADAS As hipérboles:

2 2 2 2
z Y
2 e Tt

em que o eixo transverso de uma coincide com o eixo conjugado da outra denominam-se Hipérboles
Conjugadas. Flas possuem as mesmas assintotas e na Figura 3.16 ilustramos duas hipérboles conjugadas,
em que iniciamos a construgao desenhando o retdngulo de lados 2a e 2b, cujas diagonais se encontram

ao longo das assintotas das hipérboles.

Figura 3.16: Hipérboles Conjugadas.

3.3.3 Hipérbole Equilitera

Agora, vamos considerar hipérboles descritas por uma equagao do tipo:
2 —y?=a®> ou —a?+4y?="0% (3.24)

inserida no Modelo 1 ou Modelo 2, com a = b, e denominadas Hipérboles Equildteras.

Como motivagdo, vamos considerar a hipérbole de focos F1(v/2,v2) e Fi(—v/2,—v/2) e vértices
Vi(1,1) e Vo (—1,—1), ilustrada na Figura 3.17, cujo eixo focal é a reta y = z e eixo conjugado de

comprimento 2a = 2v/2. A partir da definicdo obtemos, apds as simplicacoes:

|dist (Fy, P) — dist (Fy, P)| = 2a <
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A equagao zy = 1 pode ser inserida no modelo (3.24) por meio da mudanga de varigvel:

o 5 2 ;s (3.25)
y=—-()r+ ()
r . — V2= V2= — V2= V25 ( .
De fato, resolvendo (3.25) encontramos: = = T — %y e y= %"T+ %y e daf resulta:
zy =1 <72§ — 72@) (T%Jr %y) = (3.26)

A tltima equacio em (3.26) é do tipo (3.24), com a = v/2, e a mudanca de varidvel (3.25) corresponde

a uma rotacao do sistema zy de um angulo de 7/4rad ou 45°, como ilustra a Figura 3.17.

Ny

Figura 3.17: Hipérbole Equildtera zy = 1.

Considerando como motivagdo a hipérbole equildtera zy = 1, vamos estudar o lugar geométrico

descrito pela equagao:

ar+b
= — 3-27
y cr+d’ ( )

sendo a, b, c e d parametros constantes e © # —d/c. Faremos uma anédlise do comportamento da conica

a partir da nocao intuitiva de limite. Adotaremos como modelo a equagao

yzg, x#0 (3.28)

sendo k uma constante nao nula. H4 dois casos a considerar, dependendo do sinal da constante k.
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» 1°cAso k> 0: Neste caso, z e y tém mesmo sinal e isto indica que a hipérbole é consti-
tuida de um ramo no primeiro quadrante (z > 0, y > 0) e outro no terceiro quadrante (z < 0, y < 0).
Para esbogar o grafico com alguma precisao, é necessario estudar como se comporta a varidvel gy, a
medida que z se aproxima de zero (indicamos x — 0), quando x cresce arbitrariamente, com valores
positivos (indicamos x — +00) e quando x decresce arbitrariamente, com valores negativos (indicamos
x — —o0). A aproximgao de x para zero pode ocorrer com valores positivos, isto é, pela direita (z — 07)
ou pela esquerda, com valores negativos (z — 07).

Vejamos o comportamento da fracao k/x em vdrias situagoes, levando em conta o sinal de z e da
fragao k/z, onde aproveitamos o momento para apresentar a notagao simbélica para o limite.

(a) Como x #0ey+#0, o grafico da hipérbole y = k/x nao toca o eixo Oz nem o eixo Oy.

(b) Quando x — +o00, entao y — 0F. Traduzimos esta afirmagio da seguinte forma: quando z

cresce arbitrariamente, com valores positivos, entao a fracdo y = k/x é positiva, mas, arbitrariamente

préxima de zero. Em simbolos, escrevemos:

(¢) Quando x — —oo, entdo y — 07. Aqui a fracdo y = k/x é negativa e préxima de zero.
k

lim () =0".
r——00 \ T

(d) Quando x — 07, entdao y — +00, ao longo do eixo vertical. Quando x é positivo e préximo

de zero, a fragao y = k/x é arbitrariamente grande.

. (2)
lim ([ —
z—0t \ T

= +o00.

(e) Quando x — 07, entdo y — —o0, ao longo do eixo vertical.

lim <
x—0~

9,
— ) = —o0.
T

Com estas informagoes, vamos esbogar o grafico da hipérbole y = k/x,

x # 0, k> 0, que se assemelha

ao da hipérbole de equacao zy = 1, como ilustrado nas Figuras 3.18 e 3.19.
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Kb\ ALK

Y

v

B(-1,k)

O< k<1

Figura 3.18: zy =k, k > 0.

Figura 3.19: zy =k, k> 0.

Quando x — 0 ou x — 00, vemos que o grafico da hipérbole aproxima-se do eixo Oy ou do eixo

Oz e, portanto, o eixo Oz, de equagao y = 0, e o eixo Oy, de equagdo = = 0, s@o as assintotas da

hipérbole.

> 2°CASO k< 0: Esteéocasoem quex ey tém sinais opostos e o gréfico da hipérbole tem

um ramo no 2° quadrante (x < 0, y > 0) e outro no 4° quadrante (x > 0, y < 0). O comportamento

do y segue o mesmo ritual do 1° Caso, com algumas modifica¢Ges nos sinais.

(a) Como x # 0 ey #0, o grifico da hipérbole y = k/z nao toca o eixo Oz nem o eixo Oy.

(b) Quando x — 400, entdo y — 0~. Em simbolos, escrevemos:

lim <k> =0".
Tr—-+00 T

(c) Quando z — —oo, entdo y — 0. Em sfmbolos, escrevemos:

lim <k> =0t.
T——00 €T

(d) Quando z — 0T, entdo y — —oo, ao longo do eixo vertical.

()
lim | — | = —o0.
z—0t \ T
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(e) Quando x — 07, entdo y — 400, ao longo do eixo vertical.

6
lim | — | = 4+occ.
x—0— \ T

Os eixos Ox e Oy sao as assintotas da hipérbole e o gréfico estd ilustrado nas Figuras 3.20 e 3.21.

r %

v

A(LK)

Figura 3.20: zy =k, k <O0. Figura 3.21: zy =k, k <0.

CASO GERAL: O caso geral (3.27) se reduz ao Caso 1 ou 2, por meio de uma mudanga de varidvel
(translac@o). Vejamos o passo-a-passo até a equagdo final 7 = k/z. Temos:

ax—i—b_a(a:—i—b/a) _a [(w—i—d/c)—i—b/a—d/c} :a(l_i_b/a—d/c).

cx+d ¢ \z+dfc x+d/c x+dfc

C

Cc

y:

Dalf resulta a equivaléncia:

Sy—-= 7=
cat+d YT ¢ z+d/c Y

ar +b a k E
T

comT=x+d/c,y=y—a/cek=(bc—ad) />

EXEMPLO 3.3.4 Vamos identificar a hipérbole governada pela equagao:

20 — 4
y:

x—1"
Inicialmente observamos que x # 1 e que a equacdo da hipérbole é equivalente a:

-2
z—1
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e com a translagdo T =x — 1 ey =y — 2 a equagdo assume a forma do Caso 2, com k = —2:
_ 2
y=-—z.
T

As assintotas sdo as retas T =0ey =0, isto é, x =1 ey = 2. As intersecoes com os eizos Ox e Oy

sao os pontos A(2,0) e B(0,4), respectivamente. O grdfico tem o aspecto da Figura 3.22.

A
A y

h\h
Assintota

..................... ..., Assintota
- / x

I x

2 — 4

Figura 3.22: Hipérbole Equildtera y = T
1‘ —_—

> SOBRE A NOTACAO DE LIMITE Vamos destacar alguns aspectos decorrentes da expressao:

lim y = b.

r—a

(i) Lé-se: "limite de y, quando x tende para a, é igual a b.”

(ii) Na expressao nao estd especificado se = estd & direita ou a esquerda de a; ela relata que x estd

arbitrariamente préximo de a, sem contudo, atingir o valor a.

(iii) Para especificar que z tende para a da esquerda para a direita, isto é, com valores menores do que

a, anotamos: = — a~. A expressao lim y = b indica um limite lateral & esquerda. Da mesma
r—a
forma, lim y = b indica que y estard arbitrariamente préximo de b, quando x estiver a direita
+
T—a
(maior do que) e arbitrariamente préximo de a e indica um limite lateral & direita.
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(iv) Por fim, o limite de y quando z — a existe e tem valor b se, e somente se, os limites laterais no

ponto a forem iguais a b, isto é:

limy=b< lim y=>b e lim y=>0. (3.29)

Tr—a x—at r—a~

A equivaléncia (3.29) é um argumento bastante utilizado na investigagao da existéncia de limite.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

1. Encontre a equacao, os elementos principais (focos, vértices, excentricidade, centro, eizos e assin-

totas) e esboce o gréafico da hipérbole caracterizada por:

(a) Focos Fy (5,0), F2 (—5,0) e diferenca dos raios focais igual a 6.
(b) Focos Fi (2,—T), F5(2,5) e diferenca dos raios focais igual a 5.
(
(

)
)

c) Vertices em A; (2,—1), A2 (2,7) e excentricidade e = 3/2.

d) Vértices em A; (0,—2), A2(0,2), ndo corta o eixo = e tem assintotas y = +2z.
)

(e) Focos Fy(—2,2), F»(2,—2) e vértices V1(v/2, —v2) e Vi(—v2,V?2).

2. Calcule a drea do triangulo determinado pela reta 9z + 2y = 24 e pelas assintotas da hipérbole

922 — 49% = 36.

3. Um tridngulo tem a base fixa e o produto das inclinagoes dos lados varidveis é sempre igual a
4. Se a base é o segmento que une os pontos A (3,0) e B(—3,0), identifique o lugar geométrico

descrito pelo vértice oposto a base.

4. Determine a equagao da hipérbole com centro na origem, um vértice no ponto V; (6,0) e tendo a

reta 4 — 3y = 0 como uma das assintotas.

5. Ache a excentricidade, o centro, os focos e as assintotas da hipérbole 43% — 922 + 16y + 18z = 29.

2 2

x

6. Se e ¢ a excentricidade da hipérbole — = 'Z—Q
a

da hipérbole tém comprimento |exo =+ a|. Determine os comprimentos dos raios focais do ponto

Py (6,5) sobre a hipérbole 522 — 4y? = 80.

= 1, mostre que os raios focais de um ponto Py (xq, o)

7. O centro de uma hipérbole estd na origem, seu eixo transverso jaz sobre o eixo y e um dos focos é o

ponto F (5,0). Se a excentricidade da hipérbole é e = 3, determine sua equagao e suas assintotas.
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2 2
8. Se a ¢ o angulo agudo de inclinagdo de uma assintota da hipérbole — — :Z—z = 1, mostre que a
a

excentricidade da hipérbole é sec a.

9. Esboce no mesmo sistema de coordenadas as curvas 2 — y?> = k para os seguintes valores de
k:—=2, =1, 0, 1e?2.

20+ 1

10. Esboce o grifico e encontre as assintotas da hipérbole equildtera: y = 3
x J—

3.4 A Parabola

Iniciamos com a pardbola de equacio y = ax?, a # 0, cujo grafico é tangente ao eixo Oz na origem.
A concavidade do grafico (para cima ou para baixo) depende do sinal do coeficiente a, como ilustram
as Figuras 3.23 e 3.24. No caso a > 0, temos y = az? > 0, V x, e a origem é um ponto de minimo do

grafico, enquanto no caso a < 0 ocorre y = ax? < 0, V x, e a origem é um ponto de méximo do grafico.

Figura 3.23: y = az?, a > 0 Figura 3.24: y = az?, a <0

O caso geral y = ax? + bx + ¢, a # 0, sera reduzido ao caso apresentado por meio de uma simples
) b

translagdo. Vejamos um exemplo como modelo.
EXEMPLO 3.4.1 Esbocar o grifico da pardbola descrita pela equacdo: 1y = 2z% — 4z + 4.

Solugao: Efetuando o completamento do quadrado, obtemos a equagao:

y=2(z—1)2+2
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e por meio da mudanca T =  — 1 e § = y — 2 chegamos & equacdo reduzida: 7 = 2z2. O ponto de
minimo do gréfico é a nova origem O(1,2) e para dar maior fidelidade ao gréfico ilustrado na Figura

3.25, é aconselhdvel determinar as possiveis interse¢oes com os eixos Oz e Oy.

yu “)_/
h

=V

v

Figura 3.25: Pardbola y = 222 — 4z + 4.

(i) Intersegdo com o eixo Oy : Considerando na equagao original z = 0 (recorde-se que nos pontos do

eixo Oy tem-se z = 0), encontramos y = 4 e a intersegdo com o eixo Oy é o ponto A(0,4).

(ii) Intersecdo com o eixo Oz : Fazendo y = 0 na equagao original (recorde-se que nos pontos do
eixo Ox tem-se y = 0), chegamos & equacdo do 2° grau 222 — 4z + 4 = 0, sem raiz real, ji que o

discriminante ¢ A = —16 < 0. Portanto, o grafico ndo toca o eixo Ox.

EXEMPLO 3.4.2 No caso geral da pardbola y = ax? + bx + ¢, imitando o que foi feito no Exemplo

3.4.1, encontramos:

b b\> A
= 2 — = e _ —
y=a <:n + a:c) +c=a (iB + 2a> " (3.30)

onde A = b? — 4ac é o discriminante. Se fizermos x = —b/2a em (3.30), obtemos y = —A/4a e
o ponto extremo (mdximo ou minimo) V (=b/2a,—A/4a) é o vértice da pardbola (nova origem). A
pardbola intercepta o eizo Oy no ponto B (0,c) e com o eizo Ox pode haver interse¢io ou ndo. Se
o discriminante A < 0, nao hd intersegio com o eizo Ox; se A = 0 a pardbola intercepta o eixo
Oz no ponto A(—b/2a,0); se A > 0, a pardbola intercepta o eixo Ox nos pontos A (x,0) de abscissa

T = (—b + \/Z) /2a, que sdo precisamente as raizes da equagdo ax® + bx + ¢ = 0.

EXEMPLO 3.4.3 (Rotagao da Pardbola) A equacio v = ay?, a # 0, também representa pardbolas.
Houve uma permuta entre as varidveis © e y e, graficamente, essa permuta corresponde a uma rota¢do

de 90° (m/2 rad) no sistema de coordenadas. A Figura 3.26 ilustra os grdficos, nos casos a = +1.
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v

Figura 3.26: Pardbolas x = £3?2.

3.4.1 O Foco e a Diretriz da Parabola

Fixemos no plano xy um ponto F' e uma reta r. Denomina-se Pardbola de Foco F' e Diretriz r ao

lugar geométrico constituido dos pontos P (z,y) equidistantes do ponto F' e da reta r, isto é:

|dist(F; P) = dist(P;). | (3.31)

A reta que passa no foco e é perpendicular & diretriz recebe o nome de Eizo Focal. A partir da equagao
geral (3.31) vamos encontrar a equagao cartesiana da pardbola, em alguns casos especiais. Para isto,

fixemos um parametro real p > 0.

B MODELO 1: O foco é o ponto F (p,0) e a diretriz é a reta x = —p, ortogonal ao eixo Oz. A Figura
3.27 ilustra graficamente a situagao, onde destacamos os pontos:

(i) F(p,0) e P (x,y) respectivamente, o foco e um ponto genérico da pardbola.
(i) @ (—p,y) o pé da perpendicular baixada do ponto P a diretriz.

(iii) D (—p,0) ponto de intersegao do eixo da parabola (eixo Oz) com a diretriz.

O vértice da pardbola é o ponto médio do segmento DF' que, neste caso, coincide com a origem.

Notando que dist (P;r) = dist (P, @), obtemos a partir de (3.31):

\/(x—p)2+y2= \/(«’13+p)2
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Y a
P

0 /
e1xo / s _

Dl v F x

N

=

o

&

Figura 3.27: Parabola y? = 4px.

e apds as simplificagoes chegamos a equacao cartesiana da pardbola.

y? = dpx

B MODELO 2: O foco é o ponto F'(0,p) e a diretriz é a reta y = —p, ortogonal ao eixo Oy.

ylk

p .~1F

v

diretriz

0 D

eixo

Figura 3.28: Parabola 2% = 4py.

A Figura 3.28 ilustra graficamente este caso, onde destacamos os pontos @ (z,—p) e D (0, —p). Mais

uma vez o vértice é a origem e a equagao (3.31) neste caso é:

Va?+w—p? =y +p)’.

Simplificando a 1ltima equacao, obtemos:

z? = 4dpy.

Nas Figuras 3.29 e 3.30 ilustramos as variantes dos Modelos 1 e 2, onde trocamos p por —p :
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(i) Foco F (—p,0) e diretriz = p. Neste caso, a pardbola é descrita por:
(ii) Foco F (0, —p) e diretriz y = p. Neste caso, a pardbola é descrita por:

Y a

Q r © D diretriz

i x

diretriz
eixo

Figura 3.29: 2 = —4pz, p > 0 Figura 3.30: 22 = —4py, p >0

EXEMPLO 3.4.4 Olhando a pardbola y*> = x sob a forma padrao:

com p = 1/4, deduzimos que ela tem foco no ponto F (1/4,0), vértice estd na origem e a diretriz é a

reta vertical y = —1/4.

3.4.2 Translagao da Parabola

Com a mudanca de varidvel

(3.32)
Y=Y—"Y
a equacao quadratica:
(z — @0)* = £4p(y — yo), p>0 (3.33)

torna-se T2 = +4p7 e representa a parabola do Modelo 1 e sua variante, ilustradas na Figura 3.31 e

caracterizadas por:

(a) vértice V (zo,y0) , Foco F (zg,y0 + p) e diretriz r : y = yo + p.

(b) vértice V (zo,yo0) , Foco F (zg,yo — p) e diretriz r : y = yo — p.
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(2)

diretriz

diretriz

=V

Figura 3.31: Pardbola Transladada: (z — 20)* = +4p (y — vo).

Com a mesma mudanga de varidvel (3.32) a equagao:

(y —y0)* = dp(z — z9), p>0

torna-se §> = 4pT e representa a pardbola do Modelo 2 e sua variante, ilustradas na Figura 3.32 e

caracterizadas:
(a) vértice V (zo,y0) , Foco F (zo + p, yo) € diretriz r : © = xo + p.

(b) vértice V (x0,y0) , Foco F (xg — p,yo) e diretriz r : © = x¢ — p.

MY

(2) (b)

eixo

diretriz
diretriz

Figura 3.32: Pardbola Transladada: (y — yo)? = +4p (z — z0) .

EXEMPLO 3.4.5 Encontrar o foco e a diretriz da pardbola: vy = 2z — 4x + 4.

Solugao: Vamos enquadrar a pardbola em um dos modelos apresentados. Temos:

y—2=2(z—-12y5=22> ou |#Z2=4(1/8)§
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Vemos que a pardbola ¢ do Modelo 2, com p = 1/8 e assim, no sistema T 7, a pardbola tem foco
F(0,1/8) e ditretriz 7 = —1/8. Notando que y =5+ 2 e x = T + 1, deduzimos que no sistema original
xy, a pardbola tem foco F'(1,17/8) e diretriz y = —17/8.

EXEMPLO 3.4.6 (A diretriz nao é horizontal nem vertical) Determinar a equa¢io da pardbola

com foco F'(0,0) e diretrizr : x +y = 2. Qual o vértice da pardbola?

Solugao: A Figura 3.33 ilustra a situacao gréfica, onde P (z,y) é um ponto genérico da pardbola.

Figura 3.33: Pardbola do Exemplo 3.4.6

Usando a férmula da distancia (??) e o conceito (3.31), obtemos:

z+y—2| 2, o (w+y—2)°
Va2 + 5| St tyt =
! V2 / 2

e, apos as simplificagOes, encontramos:

‘x2+y2—2xy—|—4x—|—4y:4.‘

O eixo da pardbola é a reta y = x, que intercepta a diretriz  +y = 2 no ponto D (1,1) e como o vértice

o ponto meédio do segmento DF', encontramos V (1/2,1/2).

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4

1. Encontre a equagao, os elementos principais (foco, vértice, excentricidade, eixo e diretriz) e esboce

o grafico da pardbola caracterizada por:

(a) Foco F'(3,0) e diretriz r : x + 3 = 0.
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(b) Foco F (0,—2) e diretriz r : y = 2.

(c) Foco F (—2,0) e diretriz r : © = 4.

(d) Foco F (—4,1) e diretriz r : y = 3.

(e) Vertice V (2,0) e foco F' (0,0).

(f) Vértice V (4, —1), eixo focal 7 : y = —1 e passa no ponto P (3,—3).

(g) Foco F(0,0) e diretriz r : z +y = 2.

(h) Vértice V (—2,3) e foco F'(1,3).

(i) Eixo paralelo ao eixo y e passa nos pontos A (4,5), B(—2,11) e C'(—4,21).

(j) Veértice na reta 2y — 3z = 0, eixo paralelo ao eixo x e passa nos pontos A (3,5) e B (6,—1).

2. Mostre que a circunferéncia com centro no ponto C' (4,—1) e que passa no foco da pardabola

z2 4+ 16y = 0 & tangente & diretriz da pardbola.

3. Identifique a trajetoria de uma particula em movimento, em que a distancia da particula & reta

r:x+ 3 =0 ésempre duas unidades maior que sua distancia ao ponto (1,1).

3.5 Equacao Geral do 2° Grau em Duas Varidveis

A equagao geral do 2° grau

A2z® + Bxy+Cy? + Dz + Ey+F =0 (3.34)

pode representar qualquer uma das conicas (circunferéncia, elipse, hipérbole ou parédbola) mas, também,
pode representar um reta ou um par de retas. Tudo depende dos valores dos coeficientes A, B, C, D, E
e F. Para identificar a natureza da conica podemos usar a rega pratica do identificador A. De fato:
suponhamos que uma determinada conica seja descrita pela equacio (3.1) e seja A = b* — 4ac.

(a) Se A =0, entdo a conica é uma parabola,
(b) Se A <0, entdo a conica é uma elipse;

(c) Se A >0, ent@o a conica é uma hipérbole.
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A tnica informagdo que essa regra nos da é sobre a natureza da conica. Uma maneira mais eficiente
de identificd-la consiste em efetuar mudangas de coordenadas (translagdo e/ou rotagdo) e escrever a
equacao na forma padrao:
2 2
(z — o) (y — yo)
2 + 2
a b

x—0)° _ (y—1wo)
a? + b2

=1

Circunferéncia: (2 — z0)* 4 (y — yo)? = R? Elipse:

Pardbola: 22 =4py ou y?=dpx Hipérbole: :l:( =1

De forma geral, podemos dizer que a translagao "elimina" os termos Dz e Fy do 1° grau, enquanto
a rotacdo tem a finalidade de "eliminar"o termo Bzy da equagdao. A seguir apresentamos, de modo
sucinto, como essas operacoes atuam na equacgao da coOnica.

Do ponto de vista geométrico, sao necessdrios 5 pontos para se determinar uma conica e, no caso
da pardbola, 4 pontos sdo suficientes, tendo em vista que, nesse caso, B> — AC = 0. Se, por exemplo,

A # 0 entao a equagao (3.34) se reduz a
22+ Bay+C'y?*+ Dz +E'y+ F =0,

onde B’ = B/A, C' = C/A ... etc, e essa tltima equagdo contém 5 coeficientes a determinar. No caso
em que a cOnica tem seus eixos paralelos aos eixos coordenados, temos B = 0 e, neste caso, quatro

pontos sao suficientes.

3.5.1 Translacao de Eixos

A Figura 3.34 ao lado mostra as coordenadas de um ponto

P(x,y) em dois sistemas de coordenadas: o sistema original zOy A A E (fs)’)

e o sistema TOY, obtido apds a translagao. Considerando o ponto | [, ’

O (z0,10), é facil deduzir que as coordenadas T e 7 do ponto P, no Xo ‘)_C—” J

novo sistema de coordenadas, sao determinadas pelas equacoes: 5 N E 3
T =x— X 0 :x
Y=Y — Yo

Figura 3.34: Translagao de Eixos

EXEMPLO 3.5.1 (Identificando uma Coénica) Consideremos a cénica de equagdo

922 + 4y — 18z 4 32y + 37 = 0.
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Completando os quadrados, a equacdo se escreve:

9(z? =22 +1) —9+4(y> +82+16) —64+37 = 0+

9(z—1)2+4(y+4)? = 36 <=

CED AL S

Portanto, a equagdo representa a elipse com focos F(0,4+/5) e centro no ponto O (1, —4).

Teorema 3.5.2 (Translagao da Elipse) Se A e C tém mesmo sinal e A\ = AE?+CD? —4ACF > 0,
a equacdo do seqgundo grau:

A2+ Cy? + Dz + Ey+ F =0 (3.35)

representa uma elipse com eizos paralelos aos eixos coordenados Oz e Oy.

Demonstragao Nao hé perda de generalidade em admitir que os coeficientes A e C sdo ambos posi-

tivos e, sendo assim, a equacao (3.35) é equivalente a:

D E
A<x2+Ax>+C’<y2+Oy>+F:O

ou ainda: ) ) ) ,
D E CD*+ AF* — 4ACF
A = —_ ) = ) .
<$+2A> +C<y+2c> 1AC (3.36)
A qltima equacao se expressa sob a forma padrao da elipse:
D \2 E\2
(= + 3) +(y+@) 1
a? b2 N

considerando a? = \/4A2C e b> = \/4AC?. W

Teorema 3.5.3 (Translacao da Hipérbole) Se A e C tém sinais opostos, a equag¢ao do sequndo

grau:

A? + Cy? + D+ Ey+ F =0 (3.37)

ou representa uma hipérbole com eizos paralelos aos eiros coordenados Ox e Oy ou representa um par

de retas concorrentes.

Demonstracao: Nao hd perda de generalidade em admitir A > 0 e C' < 0. Completando os quadrados
em (3.37) chegamos a equagao:

(x+ D/2A)  (y+ E/2C)*
N7 E—Te =\, (3.38)
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D? E?
A2 + ool F Supondo A > 0, a equagao (3.38) se escreve sob a forma:

com A =

(4+D/24)° _(y+B/20°
a? B b2 U

com a? = \/A e b> = —\/C e representa uma hipérbole do Modelo 1. Se A = 0, a equagdo (3.38)

representa um par dertas concorrentes. W

3.5.2 Rotagao de Eixos

A Figura 3.35 ao lado mostra as coordenadas T e 3 de um ponto

P (z,y) ap6s uma rotacao no sentido positivo (anti-hordrio) do sis- yt x  Pxy)
tema de coordenadas xy. Representemos por 6 o dngulo de rotagao ~ AN /,ﬂ =
e observando a figura, vamos determinar as relaces entre as coorde- x P I ¢
\d / 4
nadas do ponto P nos dois sistemas. Temos: y N e y
. ./‘
S e
t=0A=0B—- AB =7Tcostl —ysenf \\//‘) .
_ 9’|, A B x
y=AP =AD + DP =Zsenf + ycos P N,
7 N

e invertendo o sistema, encontramos:
Figura 3.35: Rotacao de Eixos

T =xcosl +ysenl

7= —xsenb + ycosb.

Com a notacao matricial, o sistema se expressa sob a forma:

cos senf| |z

Sl

—senf cosf| |y

<

) cosf send ) ) ~
onde a matriz Ag = é conhecida por Matriz de Rotagao.

—senf cosf

EXEMPLO 3.5.4 Apds uma rota¢iao de @ = /4, as coordenadas T ey do ponto P (1,1) sdo tais que:

g

V2/2 V22l 1| V2

—V2/2 V2/2| | 1 0

<

e dat resulta T =2 e = 0.
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EXEMPLO 3.5.5 (Uma Hipérbole Equildtera) Vejamos como atua uma rota¢ao de m/4 sobre a

equagao xy = 1. A Figura 3.17 ilustra o grifico e usando a matriz de rotagdao, com 6 = w/4, encontramos:

V2 V2_ V2_ V2
TERTT Y e sty

e a equacdo xy = 1 se transforma em:
=2 2
2y
2 2

que representa, no sistema T Y, a hipérbole com focos F (j:2\/§, 0) . No sistema zy, 0s focos sao:

F1 (2, 2) € F2 (—2, —2)

3.5.3 O angulo de rotacao

Analisemos a equacao geral do 2° grau (3.34) em duas situagoes.
B SITUAGAO1 B =0e AouC nao nulo

Neste caso, a equagao (3.34) se reduz a
A + Cy?* + D+ Ey+F =0 (3.39)

e uma simples translagdo (completamento de quadrados) leva a equagao a forma padrao. Note que em
(3.39) um dos coeficientes A ou C é nao nulo, de modo que a equac¢ao pode representar qualquer uma
das conicas.

B SITUAGAO2 B #0

Este é o caso onde é necessédrio efetuar uma rotagao no sistema de coordenados, de modo a eliminar o
termo Bxy da equacdo original. A partir dai, o problema se reduz ao caso anterior.

A rotacdo de um angulo # nos leva as relacoes jd estabelecidas:

xr=7Tcost —ysenl

Tsend + 7 cosb,

y =
e levando os valores de x e y na equagao (3.34), obtemos:
AR+ BT+ C 7P +R(0,%,7) =0 (3.40)
onde em (3.40) o termo R (A, 7,%) ndo envolve 72, 72 ouZz y e A’, B’ e C’ sdo dados por:

A= Acos?0+ Csin20 + Bsenfcosf
B'= —2Asenfcosf + B (C0829 — sin? 9) + 2C'sen 6 cos 0
C' = Asin?6 + C cos? 0 — Bsenfcos
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Para eliminarmos o termo misto T 7 na expressao (3.40) é suficiente considerarmos B’ = 0, isto é:
—2Asenfcosf + B (cos? 0 —sin®0) + 2Csenfcos = 0 (3.41)
e usando as identidades sen (26) = 2sen @ cos @ e cos (20) = cos? § — sen? 0, segue de (3.41):
(—A+ C)sen(20) + Bcos(20) =0

e a partir dai deduzimos que o angulo 6 de rotacao é tal que:

A-C

cotg(20) = 3

(3.42)

EXEMPLO 3.5.6 Quando consideramos no exemplo precedente o dngulo de rota¢ao 0 = /4 para identi-
ficar a conica xy = 1, tinhamos em mente a expressao (3.42). Na equagio xy = 1, temos B =1, F = —1

e 0s outros coeficientes A, C, D e E iguais a zero e, portanto, cotg 20 = 0. Logo, 20 = /2 e 0 = w /4.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.5

1. Por meio de uma translacdo escreva a equacao da conica na forma padrao e identifique seus

elementos principais.

(a) 22+ y% + 22 — 4y = 20 ( a circunferéncia z2 + 32 = 25)
(b) y? —dx —6y+2=0 ( a pardbola % = 47)
(c) 322 —4y? + 122+ 8y =4 ( a hipérbole 372 — 432 = 12)
(d) 222 + 3y% — 42z + 12y = 20 (a elipse 222 + 332 = 34)
(e) 22 +2y% —4x + 6y =8 (a elipse 272 + 43% = 33)
(f) 322 —4y? + 120 +8y =4 ( a hipérbole 322 — 432 = 12)

2. Identifique as conicas abaixo, escrevendo suas equacoes na forma padrao.

(a) 322 — 102y + 3y + = = 32 (hipérbole)
(b) 1722 — 122y + 8y? — 68z + 24y = 12 (elipse)
(c) 22 +ay+y? -3y =56 (elipse)
(d) zy+2x—2y+3=0 (hipérbole)
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(e) zy=k k#0 (hipérbole)
3. Identifique a conica que passa nos pontos A (1,1), B(2,3), C(3,—-1), D(-3,2) e E(-2,-1).

4. Por meio de uma rotacao de § = arctg (4/3), simplifique a equacio 9224242y +16y%+802—60y = 0.

Identifique a conica e esboce seu grifico.

3.6 O Foco e a Diretriz de uma Codnica

No Exercicio 2 da Segao 3.6 consideramos aretal: x = 2 e o ponto F' (—1,0) e vimos que a equagao
—
HFPH = e dist (P; 1) (3.4)

descreve: uma pardbola, quando e = 1; uma elipse, quando e = 1/2; e uma hipérbole, quando e = 2.
De forma geral, dados uma reta [, denominada Diretriz, um ponto F' fora da reta I, denominado
Foco, o lugar geométrico dos pontos P (x,y) que satisfazem a equacao (3.4) representa:

(a) uma parabola, se e = 1;
(b) uma elipse, se 0 < e < 1;
(c) uma hipérbole, se e > 1.

O numero e denomina-se Fzxcentricidade da conica e, intutivamente, ele mede o achatamento da
curva. Por exemplo, em uma elipse quando e se aproxima de 0, a curva se aproxima de uma, circunferéncia
(uma elipse sem achatamento).

Para identificar a natureza da conica descrita por (3.4), seja D o pé da perpendicular baixada do
ponto P a reta [, de modo que dist (P;l) = HP—>DH Efetuando uma translacao seguida de uma rotagao,

se necessario for, podemos admitir que a reta [ é o eixo y e que o foco estd sobre o eixo x. Assim, o foco

¢ F (c,0) e a equacdo (3.4) nos dd 1/ (z — ¢)® + y2 = e|z|, isto ¢,

(1—e*)a®+y* —2cx+c* = (3.5)

De acordo com o valor de e, a equagdo (3.5) pode representar uma pardbola, uma elipse ou uma
hipérbole. Por exemplo, a conica com um foco F'(0,0), diretriz | : * = —5/2 e excentricidade e = 2/3 é

a elipse de equacao:

2
Va?+y? = §\ac+5/2y,
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isto é, 5x2 + 9y? — 20z = 25.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.6

1. Determine os valores de m e ¢ de modo que a equacio z2 + qy? + 2ma = 1 represente:

(a) uma circunferéncia (b) uma elipse (c) uma pardabola (d) uma hipérbole

(e) uma reta (f) duas retas  (g) o conjunto vazio (h) um ponto

2. Seja | a reta de equagdo = = 2 e considere o ponto F'(—1,0). Identifique o lugar geométrico dos

pontos P (x,y) tais que ||F—]5|| = e - dist(P;1), sendo:

(a) e=1 (b)e=1/2 (c)e=2.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.1

L (a) (z+2)° + (y—1)* = 25.
(b) (z—1)*+ (y+2)* = 25.
(c) (x—1) +92 =4.
(d) (z—1)2+y2=4
() 22 +9y?>—6z+4y=12 ou (z—3)*+ (y+2)*=25.
(f) (z+1)°+(y+2)7° =2
2. (-7 +@w-52=2 ¢ (z—1>%+(y+3)*=25.
3. 22 +y? - 22— 4y =0.

4. 5v/2.

5. (a) Consequéncia direta do Teorema de Pitdgoras.
(b) Decorre de (a).

6. Os vértices do triangulo sao A (0,0), B(1,1) e C'(2,0).
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(a) As bissetrizes sao as retas: t =1, x — (1 + \/5) y=0 e x+ (1 + \@) y=2.
(b) O incentro do triangulo é o ponto I (1,v2—1).

(c) A circunferéncia inscrita tem equacio: x? + y% — 22 — 2 (1 — \/5) y+1=0.

7. Os vértices do triangulo sao A (23,9), B(11,—7) e C (—1,2) e o incentro do tridngulo é o ponto

1(10,0). A circunferéncia inscrita é governada pela equacao:

22 + % — 20z + 75 = 0.

8. Na figura abaixo ilustramos a situcao gréfica, onde M (z,y) representa o ponto médio da haste.

As extremidades sao os pontos A(2z,0) e B(0,2y) e

do Teorema de Pitdgoras, resulta: ¥
B(0,2
30% = (22)% + (2y)* = 2® +¢* =225 0.)
M(x,y)
e, sendo assim, o ponto médio M descreve um arco da
circunferéncia de centro na origem e raio R = 15. .
A(2x,0) X

9. Centro C'(2,—1) e raio R = 3.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.2

1. (a) 22/36 4+ y%/27 =1; A(£6,0), B(0+/27), C(0,0); e =1/2.

(b) Considerando os focos sobre a reta x = 3, temos:
A(3£+V12,0), F(3,£2), C(3,0) e e=1/2.

(c) 22/25 +142/16 = 1; F (£3,0), C (0,0); e = 3/5.
(d) 2/20 + (y —yo)? /36 = 1.

(€) (x—2)2/25+ (y+1)2/16 = 1; Ay (7,—-1), Ay (—=3,-1), B1(2,3), Bay(2,-5), F1(5,—1),

F(-1,-1),C(2,-1); e = 3/5.

(f) 422 + 4y® — 2y = 126.
z? yj - V40
= -

_l’_

2. —
9 4

1; e=

Ne)



3. AS CONICAS 135

10.

11.

12.

13.

Ly=x+Va*+b?
. 24/3.
. 84/5 m.
_ )2 _3)2
. A elipse (x20) +(y36) =1.
(z-2° (-1 _,
100 25 '

. Centro C'(2,-3) e Focos F (2 +/7,-3).

. Os pontos A (5/¢§, \/778) . B (_wg, \/778) , C (_5/f, _m) e A (5/f, _m) .

Focos Fy (O7 \ﬁ) e (0, —\ﬁ); Centro C (0,0).
Se a e /3 sdo os angulos determinados no vértice P pela normal, mostre que tan o = tan 3 = cyo/b?.
z+y=2e9x — 191y — 218 = 0.
O primeiro passo é encontrar a equagao da reta tangente a elipse, no ponto Py (zo,yo) :
rr: (Vmo) 4+ (a®yo) y = a’yg + b%yg

e em seguida usar a férmula (2.19) da distancia de ponto a reta no plano xy, lembrando que os

focos sao F (0,+c).

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.3

1.

2.

3.

(a) a;; — 31/2 =1; V(4£3,0); C(0,0); e=5/3; y = +4x/3.
(b) 4<y;g 1)2_4(“11_92)2 =1L Vi(23); Ve (2,-0) C@2,-1); e=12; y=—1£5(x — 2) /VI119.
© O CoD L pe ) B9 Y-k -2
(d) y? — 42 = 4; F(0,£V5); C(0,0); e =+/5/2
(e) zy = —2.
A=12.

A hipérbole 422 — y? = 36.
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2 2
4.2 Y
36 64

5. e=+13/3, C(1,-2), F(1,—2 4 /13) e assintotas: 3z +2y =—1e 3z —2y=717.

6. 13 ¢ 5.
922 9y?

O I VAN N7
25 200 Y V2

8. Use a relacao V1 + tan? a = sec , lembrando que tana = b/a.

9. No caso k = 0, temos o par de retas y = +x.

7
10. Note que a hipérbole é descrita por y = —, sendoz =x —3 ey =y — 2.
z

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.4

1. (a) y> =122, V(0,0).

)
b) 22 = -8y, V(0,0).
)

(

(c) y?=—12(x—1), V(1,0).

d) (z+4)>=—-4(>y—2), V(-4,2).

y? = —8(x—2), diretriz z = 4.

(f) (y+1)>=—4(x—4), Foco F(3,—1), diretriz = = 5.
)

2?4+ 9% — 2oy +4dx +4y —4=0.
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(h) y* — 6y — 122 — 15 = 0.
(i) 22 — 4z — 2y +10 = 0.
(j) y? — 6y —4x + 17 =0.
2. O foco da parabola & F (0,—4) e a diretriz é a reta [ : y = 4. A equagao da circunferéncia é

(x —4)% 4+ (y+1)> = 25 e para concluir que esta circunferéncia ¢ tangente a diretriz [, basta

observar que dist (C;1) = 5.

3. A pardbola (y — 1) = 4.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.5
1. Admita a conica sob a forma:
22 dbry+ ey’ +detey+ f=0
e por substituicio dos pontos na equacio obtenha a hipérbole 922 + 8zy — 13y% — z + 19y = 22.

4. A pardbola T2 = 47.

ESCREVENDO PARA APRENDER 3.6

Se ¢ = 1 a equagao representa a circunferéncia (x + m)2 + y21 + m2.

Se ¢ > 0 a equagao representa a familia de elipses (z + m)2 +qy? = (1 + m2) .

Fazer

Se ¢ < 0 a equagao representa a familia de hipérboles (z + m)2 —q|y? = (1 + m2) .

Fazer

Se ¢ = 0 a equacao representa o par de retas x = —m + /1 + m2.

Os lugares geométricos: reta, ponto e pardbola, como também o conjunto vazio, nao podem

ser representados pela equacao dada.

(a) a pardbola y? = —6z + 3.
(b) a elipse 3 (x + 2)* + 4y = 12.
(¢) a hipérbole 3 (z — 3)% — y? = 42.
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Introducao

No Capitulo 3 vimos que as conicas no plano xy sao governadas por uma equagao do 2° grau:

Az’ + Bzy+Cy? + Dx+ Ey=F (4.0)

a qual pode ser posta na forma cartesiana implicita:

f(z,y) =0. (4.1)

Neste capitulo estenderemos ao espaco tridimensional R? alguns conceitos bésicos considerados em
conexao com a equacao (4.1) e abordaremos alguns lugares geomeétricos, conhecidos por Superficies,

descritos por uma equacao cartesiana implicita em trés varidveis:
F(z,y,2) =0 (4.2)

em especial os lugares geométricos governados por uma equacao geral do 2° grau:

Az? + By? +C22 + Day+ Fxz + Fyz+ Ge + Hy + Iz = J. (4.3)

A equagao (4.2) de algumas superficies podem conter apenas uma ou duas varidveis, como é o caso
da equagdo = = 1, que representa um plano paralelo ao plano yz. Neste caso, temos F (z,y,z) =z — 1.
Ja a equacdo 2% + y? = 1, quando considerada no espaco R3, representa um Cilindro Circular Reto,
como veremos adiante. Alids, é oportuno ressaltar que no espaco tridimensional R? as equacdes que
descrevem as conicas do plano zy sao acompanhadas da informagao adicional z = 0. O mesmo ocorre
com as conicas do plano zz (y = 0) e do plano yz (z = 0). Assim, a equagao da circunferéncia do plano

zy de centro na origem e raio R ¢ descrita, no espaco R?, por:
492 =RY z2=0. (4.4)
Nem toda equagao do tipo (4.3) representa uma superficie; por exemplo a equagao:

2+ +22+1=0
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nao é satisfeita para valores reais de x, y e z, de modo que ela nao representa superficie alguma do

espaco R3. J4 a equacdo:

22+ 22 + 522 =0

tem x = y = z = 0 como uma unica solugao real e tem como lugar geométrico um ponto isolado, a
origem. Dois problemas tipicos que serao abordados neste capitulo:
» PROBLEMA 1: Uma reta desliza sobre a circunferéncia =2 + y2 = R? do plano zy, paralelamente

ao eixo Oz, produzindo o cilindro de equacdo: 2 + y? = R?, ilustrado na Figura 4.4.

~
<V

Figura 4.4: Cilindro: 2+ y? = R2.

» PROBLEMA 2: A superficie obtida por rotacdo, em torno do eixo Oz, do arco de circunferéncia

viyP4+22=R2% y >0, x =0, éa Esfera de equacio x? + 32 + 22 = R?, ilustrada na Figura 4.5.

Figura 4.5: Esfera: 2+ y? 4+ 22 = R2.
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4.1 Superficie Cilindrica

Uma Superficie Cilindrica (ou simplesmente Cilindro) é a superficie gerada por uma reta que se
move ao longo de uma curva plana, denominada diretriz, paralelamente a uma reta fixa, denominada
geratriz. Se a geratriz é ortogonal ao plano que contém a diretriz o cilindro denomina-se Cilindro Reto;
além disso, se a diretriz é uma circunferéncia o cilindro diz-se Circular Reto.

Se U € um vetor paralelo a reta geratriz, entao para que um ponto P(z,y, z) esteja sobre o cilindro
S € necessério e suficiente que a reta que passa por P, paralela ao vetor ¥, intercepte a curva diretriz ~.

Em simbolos, temos:

— —
P(z,y,2) € S< Q(z,y,2) €y e PQxv=0.

A Figura 4.6 ilustra uma superficie cilindrica S com diretriz ~ e geratriz g.

geratriz g —

P(x,y.z)
/l_ Se cilindro

\

L O%5,2)

diretriz y

Figura 4.6: Superficie Cilindrica.

EXEMPLO 4.1.1 Suponha que a geratriz do cilindro S seja a reta g : x =t, y =1t, z =t, com vetor
diretor v = f—i—f%— E, e que a diretriz seja a pardbola v do plano xy dada pory = x2, z =0, como ilustra

a Figura 4.7. Temos:
. .
P(r,y,2) € S+ Q(7,7,0) €y e PQ x 7 =0,
—

de modo que P—Q> =@—a)i+G—y)j— 2k e a relacio PQ x v =0 nos dd:

T=x—2, Yy=y—2 € T—x—75+y=0. (4.5)
Como o ponto Q (Z,7,0) estd sobre a curva vy, seque que § = T2 e de (4.5) resulta (x — 2)2 =y—2ze

assim, temos a equacdo do cilindro:

S:a?+22—2e2+42—y=0.
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Figura 4.7: Cilindro do Exemplo 4.1.1.

EXEMPLO 4.1.2 (Cilindro Reto) A diretrizy : f(xz,y) =0, z = 0, é uma curva do plano zy € a
geratriz g é o eixo Oz. Neste caso, o cilindro S é gerado por uma reta paralela ao eixo Oz, que desliza

ao longo da curva . Temos

‘P(m,y,z) €S e Qr,y,0) ey & flx,y) :0.‘

Logo, a equagdo do cilindro S é f (z,y) = 0. Observamos que a descrigdo do cilindro S e da diretriz g
parecem ser a mesma, mas, hd uma diferenca substancial. Enquanto no cilindro a varidvel z € livre e,
portanto, assume qualquer valor real, na curva g a varidvel z assume apenas o valor z =0, jd que v é

uma curva do plano xy, como ilustra a Figura 4.8.

"1

Se—+t—cilindro S :f{x,y)=0

l‘P(x,y,Z)
~ geratriz g
7
/4.-“ . B B
. /—J ~7y :flx,y) =0,z=0

—0(x,,0)

Figura 4.8: Cilindro Reto.

Uma equagao onde figuram apenas duas das trés varidveis cartesianas define um cilindro reto, com

geratriz paralela ao eixo correspondente & varidvel que nao figura na equacao. Assim, temos:
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(a) aequagao F (z,y) = 0 ou y = f(x), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo Oz e diretriz v : F (z,y) =0, z = 0;

(b) a equagao G (x,z) = 0 ou = g (z), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo Oy e diretriz v : G (z,z) =0, y = 0;

(c) aequagao H (y,z) = 0 ou z = h(y), na forma explicita, representa um clindro com reta geratriz

paralela ao eixo Oz e diretriz v : H (y,2) =0, x = 0.

EXEMPLO 4.1.3 A Figura 4.9 ilustra parte dos cilindros retos: (a) Sy :x =y* (b) S2 : y = senz.

Observe a disposicio dos eizos coordenados.

ZAK

¥, / X

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1

1. Esboce o gréfico das seguintes superficies cilindricas:
(@) z=12 M y=|z () 22=2> ) (z—2%422=1 (e)a2—y+1=0.

2. Considere no plano zy a curva 7 : y — 23 — 2 = 0. Sob que condi¢des o ponto P (z,v, 2) estd no

cilindro de diretriz v e geratriz paralela ao eixo 2?7

3. Em cada caso, determine a equacao da superficie cilindrica.

(a) Diretriz 22 = 4y; z = 0 e geratriz x = y = 2/3.

(b) Diretriz 22 +y = 1; 2z =0 e geratriz v = 2z; y = 1.
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2

(c) Diretriz 22 — 22 = 1; y = 0 e geratriz paralela ao vetor 7 = —j+ 2k.

4. Os cilindros S; : 23 = x e Sy : 22 = y cortam-se segundo uma curva . Encontre a equacdo do

cilindro S5 com diretriz v e geratriz paralela ao eixo x.

4.2 Superficie Coénica

Uma Superficie Cénica (ou simplesmente Cone) é a superficie gerada por uma reta (geratriz)
que se move de modo que sempre passa por uma curva plana fixa 7 (diretriz) e por um ponto fixo V'
(vértice) nao situado no plano da curva. Quando a geratriz for perpendicular ao plano que contém a
curva diretriz o cone serd denominado Cone Reto. Na Figura 4.10 ilustramos uma superficie conica S
com diretriz 7 e vértice V, onde vemos um ponto P(zx,y, z) sobre a superficie S e a reta que passa por

P e V interceptando a diretriz v no ponto Q (Z,7, Z) .

o, 7,2)~

Figura 4.10: Superficie Conica.

Assim, a equagao do cone S é deduzida observando que:

3
X

e
o

P(z,y,2) € S & Q(,9y,2) €7 e

EXEMPLO 4.2.1 Se a diretriz de um cone S de vértice V (0,0,1) é a pardbola no plano xy dada por



4. SUPERFICIES & QUADRICAS 145

2

vy =a2, z=0, usando a relagio PV x W =0 e notando que y =x° e Z =0, chegamos ao sistema:

T(z—1)= (4.6)
e resolvendo (4.6), encontramos x* +yz —y = 0, que é a equagdo do cone S.

4.2.1 Cone de Revolucao

Uma superficie conica particular é aquela gerada pela rotacdo de uma reta g (geratriz) em torno
de uma reta L (eizo), onde as retas g e L se interceptam em um ponto V que é o vértice do cone. A
Figura 4.11 ilustra um cone de revolugao S, onde observamos que a interse¢ao do cone com um plano
perpendicular ao eixo ¢ uma circunferéncia. Representando por 97, e U, os vetores diretores do eixo L e
da geratriz g, respectivamente, entdo uma condi¢do necessdria e suficiente para que um ponto P(z,y, 2)

esteja sobre o cone S é que:

‘COS(UL,UQ)‘ = ’COS(UL, V—f)’)| (4.7)

e a equacao (4.7) descreve o cone S.

0F 7.0 N,

Figura 4.11: Cone de Revolugao.

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2

1. Determine a equacgao do cone obtido por rotacao da reta y = ax + b, z = 0, em torno do eixo Oy.

2. Determine a equagao do cone de revolucao gerado pela rotagao da reta x =t, y = 2t, z = 3t em

torno da reta —z =y = z/2.
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3. Determine a equagao do cone de revolugao com eixo x, vértice na origem e geratriz formando com

o eixo um angulo de /3 rad.

4.3 Superficie de Revolugao

A Figura 4.12 ao lado ilustra uma superficie de revolucao

S obtida pela rotacdo de uma curva v (geratriz), em torno
de um eixo L (eizo de revolugdo). Para chegar a equagao da

superficie S, deixe-nos considerar por um ponto P(z,y,z) de S

wnl 4

um plano perpendicular ao eixo de rotacao, cuja intersecao com

a superficie S é uma circunferéncia. Sejam C' e () as intersegoes

desse plano com o eixo L e com a geratriz -y, respectivamente,

de modo que a equagao que descreve a superficie S é:
Figura 4.12: Superficie de Revolugao

|CP|| = ||od]. (4.8)

Do ponto de vista grafico, o que caracteriza uma superficie ser de revolugdo sdo as sec¢bes circulares
determinadas nela por planos perpendiculares ao eixo de rotacao.

A equagao cartesiana de S serd determinada em um caso particular e deixaremos as variantes desse
caso para o leitor. Suponhamos, entao, que a geratriz seja uma curva v do plano yz descrita por uma
equagao do tipo F (y,z) = 0 ou, como é mais comum, na forma explicita y = f(z), e que o eixo de
rotacao seja o eixo Oz. Entdo, as intersegoes C e @ sao: C(0,0,z) e Q (0,7, 2) e da equacdo vetorial
(4.8) resulta \/:ﬁy2 = |y|, isto ¢ § = :l:\/:m. Como o ponto @ (0,7, z) estd sobre a geratriz,

temos F' (7, z) = 0 e, conseqiientemente, a equac¢ao da superficie S é:

F(:xva?+y2,2) =0. (4.9)

4.3.1 Geratriz na Forma Explicita

Como consequéncia da equagao geral (4.9), vamos identificar a superficie de revolu¢do S em situ-

acoes particulares.
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> SITUAGAO 1: A curva geratriz v é o grafico de uma fungao continua y = f(z) e o eixo de
rotagao é o eixo Oz, como ilustra a Figura 4.13. Pelo ponto P (z,y,z) da superficie consideramos o
plano « ortogonal ao eixo de rotacao Oz, o qual intercepta a superficie e o eixo de rotagao nos pontos @
e C, respectivamente. Os pontos P, Q e C estao sobre o plano « e, portanto, tém a mesma coordenada

z. Temos, entao, C'(0,0,z) e Q (0,7, 2), com § = f (2), e da equagao vetorial (4.8), resulta:

2

Sz +y? = [f(2)] (4.10)

que é a equagao que decreve, neste caso, a superficie de revolugao S.

Figura 4.13: Superficie S : 22 + y? = [f (2)]%.

> SITUAGAO 2: Se a geratriz v é o gréfico de uma fungdo continua z = f (y) e a rotagao é

processada em torno do eixo Oy, entao a superficie S é descrita pela equagao:

S:ax? 422 = [f(y)]2 (4.11)

» SITUACAO 3: No caso em que a geratriz v do plano zy é identificada com o grafico de uma
bije¢ao continua y = f (z), e o eixo de rotagao é o eixo Oy, primeiro invertemos a fungao f e escrevemos

a geratriz sob a forma v : x = f~1 (y) e, assim, a equacdo da superficie de revolucio S é:

S:a? 422 = [f_l(y)]2 (4.12)

EXEMPLO 4.3.1 Sejam S1 e Sy as superficies geradas pela rotag¢io da curva z = \/y, y > 0, z =0,

em torno do eizo Oz e em torno do eizo Oy, respectivamente, ilustradas graficamente na Figura 4.14.

(a) A geratriz da superficie S1 é a curva v, : y = f1(2) = 2%, ¥ = 0, e, de acordo com (4.10), a
4
2%

superficie S1 € governada pela equagdo: Sy : x° +y* =
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AZ Az
= .7L222 V2 —r=9
g ———t |
S1 \7/1 R ~o
5 R
X X S, /
4

Figura 4.14: Superficies S; e Sy do Exemplo 4.3.1

A interse¢do da superficie S1 com o plano (horizontal) z = 2 é a circunferéncia x> + y* = 16, situada

no plano z = 2, de centro C (0,0,2) e raio R = 4.

(b) A geratriz da superficie Sy é a curva vy : z = fa(y) = /Y, * = 0, e, de acordo com (4.11), a

superficie Sy é governada pela equagdo: Sy : 2% + 22 = .

A intersecio da superficie Sy com o plano (vertical) y =9 é a circunferéncia x* + 2% = 9, situada no
J

plano y =9, de centro C(0,9,0) e raio R = 3.

EXEMPLO 4.3.2 A Figura 4.15 ilustra a superficie de revolu¢do S gerada pela rota¢do da curva 7y :

z= f(y) =y>, em torno do eizo Oz.

— 7Y :z=Y

Figura 4.15: Superficie S do Exemplo 4.3.2

A teoria nos ensina que, meste caso, devemos inverter a func¢do f e escrever a geratriz v sob a

forma y : y = 2'/3. De acordo com (4.12) aquagio ds superficie S é: S : x? + y?> = 22/3.
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OBSERVACAO 4.3.3 A equagio y? + 22 = [f (:Jc)]2 representa uma superficie de revolugdo em torno
do eizo Ox. O problema de encontrar uma geratriz consiste em "zerar” uma das varidveis do termo

quadrdtico y? + z2. Por exemplo, com z = 0, encontramos a geratriz y = +f (x).

4.3.2 Quddricas de Revolugao

Denomina-se Quddrica a superficie que pode ser descrita por uma equagao do 2° grau nas varidveis
x,y e z,do tipo (4.3). Antes de apresentarmos as quadricas num contexto um pouco mais geral, vejamos

por meio de exemplos algumas quéddricas de revolucao.

EXEMPLO 4.3.4 (A Esfera) O arco de circunferéncia y*> + 22 = R%, y >0, x =0, gira em torno do
eizo Oz produzindo a superficie S conhecida por Esfera. A geratriz é dada pory:y = f(z) = VR? — 22

e usando (4.10) encontramos a equagio da esfera S :

? +y’ +2° = R

<V
|
\<VV

-
-------

Figura 4.16: A Esfera.

EXEMPLO 4.3.5 (O Elipsoide de Revolugao) A superficie S obtida pela rotagao da elipse

2 2
y—2+z—:1, =0,
a

em torno do eizo Oy recebe o nome Elipisdide de Revolugdo e estd ilustrado na Figura 4.17.
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Figura 4.17: O Elipsoide de Revolugao.

2 2
A geratriz é a elipse F (y,z) = y—Q + 2—2 —1 =0, de modo que a equacao do Elipsdide de Revolucdo é
a
F(y, £Va? 4 22) =0, isto é:
2 2 2
x Y z

b
Olhando a geratriz sob a forma z = 5\/(12 — 42 = f(y) usamos o modelo padrio 2%+ 22 = [f (y)]* e

chegamos a equagao (4.13).

2 2
EXEMPLO 4.3.6 (Os Hiperboloides de Revolugao) A hipérbole y—z — ;—2 =1, = 0, do plano
a
yz, gira em torno do eixo Oz. A superficie resultante é conhecida por Hiperbolézz'de dg Revolugao de
uma Folha, ilustrado na Figura 4.18. A geratriz g é descrita por F (x,y) = y—z — Z—2 —1 =20 oy,
a

sob forma explicita y = (a/b) Vb?> + 22 = f(2). A equagio da superficie é F(xz,+/y?>+ 22) = 0, ou

2%+ y% = [f (2) 2. Uma substituicio direta nos dd

2 2 2
S §
a a b2

No caso em que a rotagdo é realizada em torno do eixo Oy, a superficie resultante recebe o nome de
Hiperbolside de Revolugcao de duas Folhas, ilustrada na Figura 4.19. Neste caso, olhamos a geratriz

g sob a forma z = (b/a)\/y? —a® = f(y) e usamos a forma padrio 2% + 22 = [f (y)*e chegamos

equacao da superficie:

2 2 2
ey 2
b2 a2 b2

OBSERVACAO 4.3.7 (Sobre os Hiperboloides) Assim como no Elipsoide, nos Hiperboloides duas

das trés varidveis tém o mesmo denominador, o que indica se tartar de uma superficie de revolu¢ao. No
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Figura 4.18: Hiperboloide de uma Folha. Figura 4.19: Hiperboloide de duas Folhas

Hiperboloide de uwma folha o termo com sinal negativo corresponde ao eixo de rotacao; no Hiperboloide
de duas folhas, o eixo de rotagdo corresponde a varidvel com o sinal positivo. Outra diferenga entre os
dois hiperboloides diz respeito as intersegées com os eixos coordenados. Enquanto o hiperboloide de uma
folha néo toca o eixo de rotagdo (no Exemplo 4.3.6 o eixo Oz), o hiperboloide de duas folhas toca o eixo

de rotagio Oy nos pontos Vi (0,a,0) e V2 (0,—a,0).

EXEMPLO 4.3.8 (O Paraboloide de Revolugao) A superficie S obtida pela rotagdo da pardbola
y? = 4pz, x =0, em torno do eixo Oz é conhecida por Paraboloide de Revolugdo, ilustrado na Figura

4.20. Neste caso, a geratriz é dada por: F (y,z) = y*> —4pz = 0, e a equagdo da superficie S é, portanto,

il A
ZA w

-------

X

Figura 4.20: O Paraboloide de Revolugao.

F(+y/a?2+y?,2) =0, isto &

22 4+ y? = 4pz.

EXEMPLO 4.3.9 (O Cone de Revolugao) A reta g : y = az, © = 0, gira em torno do eizo Oz

produzindo o Cone de Revolugcao, com vértice na origem, ilustrado na Figura 4.3.9. A geratriz estd na
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Figura 4.21: Cone: z? 4 y? = a?22. Figura 4.22: Cone: a?z? + a?2? = 9.

forma explicita y = f (2) = az e a equagio do Cone é x> + y* = [f (2) ]2, isto é

Se a rotagdo da reta g fosse em torno do eixo Oy, como ilustra a Figura 4.22, a equacdo do Cone

resultante seria 2 + 22 = [f~' (y) ]2, isto é, 12 4 2% = y?/a?, ou seja:

a2z 4 a22? = o2,

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.3

1. Em cada caso, determine a equacao da esfera que atende a condicao especificada.

(a) Diametro AB, sendo A(—1,3,4) e B(1,1,3).
(b) Centro C (4, —1,—2) e tangente ao plano xy.
(c) Centro C'(—2,3,4) e tangente ao eixo z.

(d) Centro C(1,0,4) e tangente ao plano x + 2y + 2z = 0.

2. Em cada caso, determine a equagdo e esboce o grafico da superficie de revolucao gerada pela

rotagao da curva v em torno do eixo indicado.

(a) y:22+2y =06, z=0; eixo Oy.
(b) v:y% =2z x=0; eixo Oy.

(c) v:y?—222+42 =6, z =0; eixo Oz.
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viy=a3, z=0; eixo Ox.

v:z=¢" y=0; eixo Oz.

v:yz=1, x =0; eixo Oz.

c2? =4y, z=0; eixo Oy.

200

)

)

)
(g) v:y=R, x=0; eixo Oz.
(h)

) v x? +42° =16, y = 0; eixo Ox.

) v:y=senz, z=0; eixo Ox.
3. Em cada caso, encontre a geratriz v e o eixo de rotacao L da superficie de revolucao S.

(a) S:a?+y?—22=4.

(b) S:2?+y?=|z|.

4. A superficie de revolucio S, gerada pela rotacio da circunferéncia v : 22 +y> —4y+3 =0, 2z = 0,
em torno do eixo Oz, recebe o nome de Toro de Revolugdo. Encontre a equagao de S e faga um

esboco do gréfico.

5. Repita o exercicio precedente com a circunferéncia no plano yz de centro C (0,4,0) e raio R = 2,

que gira em torno do eixo z.

6. Identifique e esboce o grafico do conjunto dos pontos P (x, %, z) do R3, cujas coordenadas satisfazem

as condigoes sugeridas:

22 +422=1, y=1.

22422 =4, y=2.

)
)

c) 22 +y?=1.
Y22 —22=1, y=1.
)

2?4422 =y, 2=1.

7. Os eixos Oy e Oz sofrem uma rotacao de um angulo § = 7/4, no plano yz, enquanto o eixo Ox
permanece fixo. Determine as coordenadas dos pontos P(1,2,v/2) e Q(3,v/2, —1) no novo sistema

de coordenadas.



154 VETORES & ALGEBRA LINEAR MARIVALDO P. MATOS

8. Determine os valores de k, de modo que a interse¢ao do plano = + ky = 1 com o hiperboléide de

2

duas folhas y? — 22 — 2% = 1 seja:

(a) uma elipse (b) uma hipérbole.

4.4 Equacgoes & Gréficos

As quédricas de revolucao apresentadas nos Exemplos 4.3.4,..., 4.3.9 sdo superficies particulares
descritas por uma equagao do 2° grau nas varidveis x, y e z. Para associarmos uma superficie a
uma equagao ou vice-versa, é fundamental observarmos dois aspectos: primeiro a equacao padrao da
quédrica e, segundo, a disposicao dos eixos coordenados. Na visualizagao grafica de uma dada superficie

S governada pela equagao:

‘S:F(x,y,z):O‘ (4.14)

devemos observar os seguintes itens:

» INTERSECAO COM OS EIXOS COORDENADOS: As intersegoes com os eixos coordenados, se

houver alguma, sao os pontos:

(i) No eixo Oz : P (x,0,0), sendo x solugao da equacao F' (z,0,0) = 0.
(ii) No eixo Oy : Q(0,y,0), sendo y solucao da equagao F' (0,y,0) = 0.
(ii) No eixo Oz: R(0,0,z), sendo z solugao da equagao F (0,0, z) = 0.

» TRACOS SOBRE OS PLANOS COORDENADOS: Os tracos sobre os planos coordenados, se

houver, sao as curvas:

(i) v;: F(z,y,0) =0, no plano zy
(i) v : F (2,0,2) =0, o plano xzz

(iii) 73 : F(0,y,2) =0, mno plano zz.

» SIMETRIA EM RELACAO A ORIGEM, AOS PLANOS E EIXOS COORDENADOS: Dois pontos

no espago P e () sdo simétricos em relagdo a um plano « se, e somente se, o segmento P() é ortogonal

ao plano « e é dividido ao meio por este plano. Uma superficie S é simétrica em relacdo a um plano
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a se dado um ponto P na superficie, existe um ponto ) na superficie S, simétrico de P em relagao ao
plano a. A simetria em relagdo a uma reta e em relagao a origem se estabelece de modo similar. Por
exemplo, o ponto ) é o simétrico do ponto P em relacao a reta r se, e somente se, a reta r divide o

segmento P(@) ao meio e ortogonalmente.

(a) Os pontos Q1 (z,y,—2), Q2 (z,—y,z) e Q3 (—z,y, z) sao os simétricos de um dado ponto P (z,y, z)

em relagao aos planos coordenados xy, xz e yz, respectivamente.

Se a equacdo de uma superficie permanece inalterada ao mudar o sinal de uma das varidveis, entdo a

superficie é simétrica em relacdo ao plano coordenado a partir do qual aquela varidvel é medida.

(b) Os pontos simétricos de um dado ponto P (z,y, z) em relagdo aos eixos coordenados Oz, Oy e Oz

SE~LO, respectivamente, Q4 (1‘, Y, _Z) ) Q5 (—1‘, Y, _Z) € Q6 (—ZII, —-Y, Z)

Se a equagao de uma superficie permanece inalterada ao mudar os sinais de duas das varidveis, entdo

a superficie é simétrica em relacdo ao eixo coordenado correspondente & varidvel ndao modificada.

(¢) O simétrico do ponto P (z,y, z) em relagao & origem é o ponto Q (—x, —y, —z).

Se a equacdo de uma superficie permanece inalterada ao mudar o sinal das tres varidveis, entdo a

superficie é simétrica em relacdo a origem.

» SECOES POR PLANOS PARALELOS AOS PLANOS COORDENADOS: As segdes por planos

paralelos aos planos coordenados, por exemplo os planos z = k, paralelos ao plano xy, sdo as pos-
sfveis curvas descritas por:

F(z,y,k) =0, z=k.

> EXTENSAO DA SUPERFICIE: A extensao da superficie S descrita pela equagao (4.14) é esta-
belecida ao explicitar uma das varidveis, por exemplo z, em func¢ao de z e y. Obtemos uma equagao do

tipo z = f (z,y) e o dominio da fungdo f nos d4 os valores reais que as varidveis x e y podem assumir.
EXEMPLO 4.4.1 Vamos discutir a superficie S descrita pela equagdo:
S:x4+22-1=0.

Ja sabemos se tratar de wm cilindro reto com diretriz v : x = 1 — 2%, y = 0, do plano zz, e geratriz
o0 eizo Oy. A equacdo x + 2> — 1 = 0 ndo tem solugdo real, se x = z = 0, de modo que a superficie
nao toca o eixo Oy. As interse¢oes com os eixos Ox e Oz sdo os pontos Q2 (1,0,0) e Q1 (0,0,£1),

respectivamente. Os planos y = k, interceptam a superficie na pardbola

r=1-2% y=k
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e 0s tracos nos planos xy e yz sao, respectivamente, a reta x =1, 2 =0 e o par de retas x =0, z = 1.
A equagdo nao é alterada ao trocar os sinais das varidveis y ou z e isto indica que a superficie é simétrica
em relagdo ao eizo Ox e em relagdo aos planos xy e xz. Por fim, vemos que ndo hd restricdes aos
valores assumidos pelas varidveis y e z, enquanto a varidvel x ndo pode assumir valores matores do que
1, isto é, a superficie estd situada abaizo do plano r = 1 e ndo tem extensdo definida. A Figura 5.k

ilustra graficamente uma por¢io da superficie S.

X 4

'

Figura 4.23: Superficie S : z + 22 — 1 = 0.

As quédricas de revolucao dos Exemplos 4.3.4, 4.3.5 e 4.3.6 estao inseridas no modelo mais geral:

2 2 2
T Y z

onde a,b e ¢ sao nimeros reais positivos, conhecidas por Quddricas Céntricas. A ilustragao gréfica de

cada quddrica serd, agora, consequéncia da discussao da respectiva equacao.

» O ELIPSOIDE: Todos os coeficientes em (4.15) sdo positivos. A forma padrao do Elipsoide é,

portanto:

2 2
b2

z
5=l (4.16)

x? N
o2

(i) Intersecao com os eixos coordenados: O elipsoide (4.16) intercepta os eixos Oz, Oy e Oz
nos pontos A (+a,0,0), B(0,+b,0) e C (0,0, +c), respectivamente.
(ii) Tragos nos planos coordenados: Considerando na equagao (4.16) z = 0, vemos que o trago

do elipsoide no plano zy é a elipse:
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Os tragos nos planos zz e yz sao determinados de forma similar e encontramos, com y = 0 e x = 0,

respectivamente, as elipses:

2 2 2 2
‘$ ¥4 N 'y ¥4 N

(iii) Simetria: A equagao (4.16) nao ¢é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
elipsoide ¢é simétrico em relacao a origem, aos planos e eixos coordenados.
(iv) Secoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, com

|k| < ¢, sao as elipses:

2 y2
=1, z=k
P ) S Y SRyl !
As segoes pelos planos x = m, com |m| < a, sdo as elipses:
2 2
Yy z
=1, z=m
b2 (1 —m?/a?) Tz (1 —m?/a?) ’ ’
e pelos planos y = n, com |n| < b, sdo as elipses:
2 2
x z
=1, y=n.

Z0—n2/?) T E(1 -5

A Figura 4.24 ilustra o elipsoide (4.16), o qual se assemelha ao elipsoide de revolucao (4.13).

Figura 4.24: O Elipsoide.
(v) Extensao da Superfice: Da equacao (4.16), deduzimos que:
[z <a, Jy<b e |z[<c

e o elipsoide estd contido no paralelepipedo determinado pelos planos x = +a, y = +be 2 = tce a

superficie nao se expande além desses planos.
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> O HIPERBOLOIDE DE UMA FOLHA: Dois coeficientes em (4.15) sdo positivos e um é negativo.

Existem véarias possibilidades e vamos comentar o caso da equagao:

— = —-—==1 (4.17)

2 2 2 2 2 2
x z x z
P S E
c a b2 2

(i) Intersegao com os eixos coordenados: O hiperboloide (4.17) néo intercepta o eixo Oz, tendo

2 = —¢2, sem solucao real

em vista que a substitui¢ad de = e y por 0 em (4.17) nos conduz a equagao z
para z. Por outro lado, com os eixos Oz, Oy as interse¢oes sdo os pontos nos pontos A (+a,0,0) e
B (0,+b,0), respectivamente.

(ii) Tracgos nos planos coordenados: Considerando na equagao (4.17) z = 0, vemos que o trago

do hiperboloide no plano zy é a elipse:

Os tragos nos planos zz e yz sdo determinados de forma similar e encontramos, com y = 0 e x = 0,

respectivamente, as hipérboles:

.372 22_ .y2 22_
72?—§—1 € 73b72_672_1

(iii) Simetria: A equagao (4.17) nao ¢é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
hiperboloide é simétrico em relagao & origem, aos planos e eixos coordenados.
(iv) Secgoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, com

|k| < ¢, sao as elipses:
2 2
° + J =1, z=k,
E(+ /) T+ R

As segoes pelos planos x = m, com |m| < a, sdo as hipérboles:

y? 52
— =1, xz=m
b2 (1—m?/a?) 2(1—-m2/a?) ’
e pelos planos y = n, com |n| < b, sdo as hipérboles:
2 2
v : =1, y=n.

a? (L+n2/b?) e (1+n?/1?)
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Figura 4.25: O Hiperboloide de uma Folha.

A Figura 4.25 ilustra graficamente uma por¢ao do hiperboloide (4.17), o qual se assemelha ao hiper-
boloide de revolugao da Figura 4.18, onde se tem a = b.
(v) Extensao da Superfice: Da equacgao (4.17), deduzimos que:
2 42 52
b2 c2’

de modo que, & medida que |z| — oo, o hiperboloide se expande arbitrariamente.

> O HIPERBOLOIDE DE DUAS FOLHA: Dois coeficientes em (4.15) sdo negativos e um é positivo.

Existem vérias possibilidades e como forma representativa vamos comentar o caso da equagao:

oL oo (4.18)

(i) Intersegao com os eixos coordenados: O hiperboloide (4.18) intercepta apenas o eixo Oz,
nos pontos A (£a,0,0).
(ii) Tracgos nos planos coordenados: Considerando na equagao (4.18) z = 0, vemos que o trago

do hiperboloide no plano zy é a hipérbole:

2 2
R

71:a2_b2

O trago no plano xz é determinado considerando y = 0 na equacao (4.18). Encontramos a hipérbole:

2 22

S =
Y2 ag CQ

Nao h4 trago sobre o plano yz, tendo em vista que considerando z = 0 em (4.18), a equagao resultante

nao tem solucao real para y e z.
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(iii) Simetria: A equagao (4.18) nao ¢é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
hiperboloide de duas folhas é simétrico em relacao a origem, aos planos e eixos coordenados.

(iv) Segoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, com

|k| > a, paralelo ao plano yz, sdo as elipses:

y2 2

z
b72+672:—1+]€2/a/2, l':k

Os planos = = k, com |k| < a, ndo interceptam o hiperboloide (4.18) e isto indica que o hiperboloide é
composto de duas partes distintas, as folhas.
(v) Extensao da Superfice: Vemos da tltima equagdo que & medida que k — oo o hiperboloide
de duas folhas se expandem arbitrariamente.

A Figura 4.26 ilustra graficamente uma porgao do hiperboloide de duas folhas (4.18), o qual se

assemelha ao hiperboloide de revolugao da Figura 4.19, onde se tem a = b.

Figura 4.26: O Hiperboloide de duas Folha.

> O CONE QUADRICO: A quédrica descrita pela equacao:

T+ -5 =0 (4.19)

é conhecida por Cone Quddrico e a equagao (4.19) serd usada como modelo representativo para os

outros dois casos:

2 2 2 2 2 2
T Y z¢ T Y z°
a2tptaTl g ptat

(i) Intersecao com os eixos coordenados: O cone (4.19) intercepta os eixos Oz, Oy e Oz na

origem, o vértice do cone.
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(ii) Tragos nos planos coordenados: Sobre o plano xy o trago ¢ a origem. Considerando y = 0

na equacgao (4.19), vemos que o trago do cone no plano zz é o par de retas:

‘71 tz = i(c/a)m.‘

e no plano yz consideramos = = 0 na equagao (4.19) e encontramos o par de retas como trago:

212 =E(e/by |

(iii) Simetria: A equagao (4.18) nao ¢é alterada ao trocar o sinal de z, y ou z. Isto indica que o
hiperboloide de duas folhas é simétrico em relacao a origem, aos planos e eixos coordenados.
(iv) SegoOes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k,
paralelos ao plano xy, sao as elipses:

2

2
Yy
= + = K/, z=kF. (4.20)

Os planos z = k e y = k interceptam o cone (4.19), respectivamente, nas hipérboles:

2 2 v 22
b S K2R, y=k e —b—2+c—2:k2/a2, r =k

(v) Extensao da Superfice: A partir da equagao (4.20) deduzimos que & medida que k — oo a
elipse tem seus eixos aumentados e, consequentemente, o cone se expande arbitrariamente.
A Figura 4.27 ilustra graficamente uma porgao do cone (4.19), o qual se assemelha ao cone de

revolugao da Figura 4.3.9, onde se tem a = b.

Z A

Figura 4.27: O Cone Quédrico.
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OBSERVACAO 4.4.2 (Cone x Hiperboloide 1) Vamos fazer uma comparagao entre a equagao (4.17)
do hiperboloide de uma folha com a equagdo representativa do Cone Quddrico (4.19). A se¢do no cone

pelo plano a : y = mx é o par de retas concorrentes:

V(1 a2+ m?2/b?) z = +z/c, y=mz (4.21)

que sao as assintotas da hipérbole ~y cortada do hiperboloide de uma folha (4.17) pelo plano a.. Em relagao
ao hiperboloide o cone (4.19) desempenha o mesmo papel das assintotas (4.21) em relagdo a hipérbole -,
de modo que o hiperboloide aproxima-se cada vez mais do cone, & medida que as superficies aumentam

de tamanho, como sugere a Figura 4.28. A equagdo (4.17) pode ser fatorada e vista sob a forma:

Figura 4.28: O Cone Assintotico.

E+DE-D-0-00-1 =

e recuperada por eliminacdo do pardmetro X em qualquer dos sistemas sequintes de equacdes lineares:

feiea(ed) aErD) -1k

OBSERVACGAO 4.4.3 (Cone x Hiperboloide 2) Como ocorre com o hiperboloide de uma folha, o

hiperboloide de duas folhas (4.18) também possui um cone assintdtico, descrito por:

2,2 2
x Y z
STt = 0 (4.23)

A Figura 4.29 ilustra o hiperboloide de duas folhas (4.18) e o respectivo cone assintdtico (4.23).

As quédricas nfo céntricas sdo aquelas governadas por uma equagao canoénica do tipo:

:l:%:l:y—:cz

(4.24)
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Figura 4.29: O Cone Assintotico.

com cada um dos coeficientes a, b e ¢ nao nulo. Identificamos em (4.24) dois planos de simetria (plano

xz e plano yz) e um eixo de simetria (eixo Oz), mas, a quédrica nao tem um centro de simetria.

» O PARABOLOIDE ELiPTICO: Os coeficientes dos termos quadréticos em (4.24) tém mesmo sinal.

Como caso representativo, vamos discutir a quéddrica de equacao:

372 y2

em que c e z sdo positivos. As outras formas candnicas sao:

22 22_ y? 22_
+b—2—cy e E—Fﬁ—cx

a2

e cada forma tem duas vari¢oes a depender do sinal do coeficiente c.

(i) Intersecao com os eixos coordenados: O paraboloide eliptico (4.25) intercepta os eixos
Oz, Oy e Oz na origem, o vértice do paraboloide eliptico.

(ii) Tracgos nos planos coordenados: Considerando z = 0 na equagao (4.25), encontramos = = 0
e y = 0 e, assim, sobre o plano zy, o traco é a origem. Fazendo y = 0, vemos que o traco do paraboloide

eliptico no plano xz é a parabola:

vy 2% = (a%c)z.

O trago no plano yz é determinado considerando x = 0 na equacao (4.25) e encontramos a parabola:

vy 1 y? = (bPc)z.

(iii) Simetria: A equagdo (4.25) nao é alterada ao trocar o sinal de x ou y. Isto indica que o

paraboloide eliptico é simétrico em relacao aos planos zz e yz.
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(iv) Secgoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, k > 0,

paralelos ao plano xy, sao as elipses:

—+ 5 =ck, z=k (4.26)

(v) Extensao da Superfice: De (4.26) deduzimos que & medida que k& — oo a elipse tem seus
eixos aumentados e, consequentemente, o paraboloide eliptico se expande arbitrariamente.
A Figura 4.30 ilustra graficamente uma por¢ao do paraboloide eliptico (4.25), o qual se assemelha

ao paraboloide de revolugao da Figura 4.20, onde se tem a = b.

Z“

|

Y1 i)

Figura 4.30: O Paraboloide Eliptico.

> O PARABOLOIDE HIPERBOLICO (SELA): Os coeficientes dos termos quadréticos em (4.24) tém

sinais opostos. Como caso representativo, vamos discutir a quadrica de equagao:

2 2
z Y
S-S =cz (4.27)
a b
em que c é negativo. As outras formas canoénicas sao:
22 2 y? 22
— —5=cy| e |HZS5—5=cx
a? b2 a? b2

e cada forma tem duas vari¢oes a depender do sinal do coeficiente c.

(i) Intersegao com os eixos coordenados: O paraboloide hiperbélico (4.27) intercepta os eixos
Oz, Oy e Oz na origem.

(ii) Tragos nos planos coordenados: Considerando y = 0 na equagao (4.27), vemos que o trago

do paraboloide hiperbdélico no plano xz é a pardbola:

vy i 2? = (a®c)z, y=0.
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O trago no plano yz é determinado considerando x = 0 na equagao (4.25) e encontramos a parabola:

vy iyt = (=b%c)z, = =0.

Sobre o plano xy, o trago é o par de retas concorrentes:

‘*ygzba;—l—ay:O, z=0 e v4:bx—ay=0, z=0.

(iii) Simetria: A equagao (4.27) nao ¢ alterada ao trocar o sinal de z ou y. Isto indica que o
paraboloide hiperbdlico é simétrico em relagao aos planos xz e yz.
(iv) Segoes por planos paralelos aos planos coordenados: As segoes pelos planos z = k, k > 0,

paralelos ao plano xy, sao as hipérboles:

2 2
2—2 — %2 =ck, z=k. (4.28)

As segOes por planos paralelos aos planos xz e yz sdo, respectivamente, as pardbolas:

k2 k2
x2:(a20)z+ﬁ, y==Fk| e y2:(—b20)z+b7, x=k

(v) Extensdo da Superfice: A medida que k& — oo, deduzimos de (4.28) que os ramos da hipérbole
afaztam-se do eixo Oz e, portanto, o paraboloide hiperbélico (4.27) se expandem arbitrariamente.

A Figura 4.31 ilustra graficamente uma porc¢ao do paraboloide hiperbdlico (4.27).

Figura 4.31: O Paraboloide Hiperbdlico.

OBSERVAGAO 4.4.4 Nas Figuras 4.32 e 4.33 apresentamos a mesma quddrica (Sela) correspondendo

as equacoes z = 22 —y? e z = xy. No caso da Figura 4.32, poderimaos ter girado a quddrica de 45°, que
é o dngulo de rotacdo que transforma a equacio z = xy em 2z = T2 —75>. Para uma melhor visualiza¢do

gréfica, deixamos a quddrica e o eizo Oz firos e giramos os eizos Ox e Oy de 45°.
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Figura 4.32: A Sela z = xy Figura 4.33: A Sela z = 22 — ¢?

Como fonte de referéncia, exibimos abaixo as formas representativas das principais Quddricas,

sendo as quatro primeiras céntricas e as duas ultimas nao cénctricas.

22 g2 2
(a) Elipsoide: ) + 2 + 2= 1. (Figura 4.24)
2,2 L2
(b) Hiperboléide de Uma Folha: — + L (Figura 4.25)

(c) Hiperboloide de Duas Folha: — — % — = =1 (Figura 4.26)

(d) Cone Quédrico: 2—2 + Z—2 = 22 (Figura 4.27)
22 42
(e) Paraboloide Eliptico: s + 2= (Figura 4.30)
2,2
(f) Paraboloide Hiperbdlico (sela): S S (Figura 4.31)
p LT g .

Agora, como parte do processo de treinamento, faca a associagdo entre o grafico e a equacao. Note

que efetuamos mudangas no posicionamento dos eixos coordenados.

2 2 2 2 2 2 2 2 2
Tz Yy z T z Y T Y z
Da-pta=! y-g-g=0 Oletyg-5=0 ()g-pt+tz=!
22 L2 2 22 2, 2 2?2 2
( ) 2yt =k ( )x—bj—c2_0 () a-y+5=0 ( ) gt 2=!
2 2 2 2 2 2 2 2 2
(V-2 Y o (Y2 20 (()E2_L E o (I L 2y
a? b2 b2 2 a> b A2 a? v 2
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(1) Y A (2) X ‘F

4) ©) (6)

©)

<y
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ESCREVENDO PARA APRENDER 4.4

10.

. Determine o vértice e o foco da pardbola intersecao do plano y = 2 com o paraboloide hiperbdlico

9y? — 3622 = 162.

. Determine os vértices e os focos da elipse interse¢ao do plano y = 3 com o elipsoide

2 2+22
4

4
9 "2

‘ <

=1.

Ut

. Determine a intersecdo do paraboléide 4y? — 922 = 36z com o plano 3z + 2y — z = 0.

2 — 12
. Identifique o lugar geométrico dos pontos P (z,y,z), tais que HAPH + HBPH = 9, sendo

A(1,-1,2) e B(2,1,0).

. Determine a equagao da esfera de centro C' (3,2, —2) e tangente ao plano = + 3y — 2z +1 = 0.

. Determine a equacao do paraboldide eliptico com vértice na origem, eixo sobre o eixo z e que

passa nos pontos A (1,0,1) e B(0,2,1).

. Areta 2z — 3y =6, z =0, gira em torno do eixo y. Determine a equacao do cone resultante, seu

vértice e sua intersecao com o plano yz.

. Considere um sistema de coordenadas onde os eixos T, I e Z sao as retas suportes dos vetores

6:22—3—/2, ﬁzf—Eeu?’zZ—&—j—i— k. Escreva a equacao da superficie S : xy +yz+xz =0

no novo sistema de coordenadas e identifique-a.

. Considere um sistema de coordenadas Oz, Oy e Oz determinado pela origem e pelos pontos

A(1,-1,1), B(2,1,-1)eC (0,1,1) . Descreva a superficie S : 5z2+y%+224+2xy—2x2—6yz+8 = 0

nesse sistema de coordenadas e identifique-a.

Identifique as seguintes quédricas.

2y 422 -2 +4y+4=0.

2?2 4+y?P—2y—2+1=0.

)
)

(c) —2% —3y% + 22 =0.
) 222 +3y? — 22 — 12z + 12y + 22 + 28 = 0.
)

822 — dxy + 5y + 2% = 36.
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(f) 322 =2y + 22.
(g) 2% —2xy+ 2z +2y —42=0.
(h) z = =xy.

2 2
. . ~ 1 Y :
11. Determine e esboce as intersegoes do cone quddrico — + -5 = 2% com os seguintes planos:

a b2

(a) z=2 (b)y=2 (c)y—bz=0.

12. Seja 7 a curva intersecdo do plano x + y + z = 0 com a esfera x2 + y? + 22 = R?. Identifique a

curva 7 e sua projecao no plano zy.

RESPOSTAS & SUGESTOES

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.1
1. Fazer
2. Fazer

3. (a) 922 + 22 — 62y — 36y + 122 = 0.
(b) 22 +42%2 —dxz+y=1.

(c) 2% — 2% — 4y —dyz = 1.

4. S3:y =25

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.2
1. a? (2% 4 2?) = (y —b)>.
2. 5(x2+y2)—22+4xy+8xz—8yz:0.

3. y? 4 2% = 322

ESCREVENDO PARA APRENDER 4.3

1. (a) 22+ (y — 22+ (2 —3)%2 = 3.
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(b) (z—4)%+ (y+1)2+ (2 +2)? =4.
(c) (x—1)2+(y—3)*+ (2 —4)? =13.

(d) (z—12+y?+(z—4)?=0.

2. (a) 2%+ 22 + 2y = 6.
(b) y* — 422 - 422 =0.
(c) 22 +y? —222 +42 =6.
(d) 28 —¢y2 —22=0.
(e) z—exp(y/22+y2) =0.
(£) (@*+y?)* =1L
(8) v* +y* = R*.
(h) 22+ 22 = 4y.
(i) 2%+ 4y® + 422 = 16.

(G) y? + 2? =sin?z.

3. (a)y:22—22=4,y=0; eixo z.
(b) v:y=+/|z|, z=0; eixo z.
() v:y? =yl —z=um,2=0; eixo 2.
4. (22 + 92 + 22+ 3)2 = 16(y2 + 22)
5. (22 + 9% 4+ 22)2 — 40(2® 4+ y?) + 2422 + 144 = 0
6. (a) Uma elipse.
(b) A circunferéncia de centro C(0,2,0) e raio R = 1.
(c¢) Um cilindro circular reto.

(d) Uma hipérbole.

(e) Uma parabola.

T P(L1+v2,1-V2); e Q(3,1-%2,1-2)

8. (a) 1 < |kl <v2; (b) |k <1
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ESCREVENDO PARA APRENDER 4.4
1. V(0,2,9/4); ; F(0,2,77/36).
2. V(£12/5,3,0) e V(0,3,4£8/5); ; F(£4v5/5,3,0).
3. As retas concorrentes 1y :x =2t, y =3t, z =12t erg : x = 2t, y = 18 — 3¢, z = 36.
4. A esfera de centro C(3/2,1,3/2) e raio R = v/15/2.
5. (=324 (y—22+(z+2)?%=14.
6. 472 +y? = 4z.
7. 422 — 9(y — 2)%; V(0,2,0); 3y + 22 = 6.
8. O cone 2 4 7% = 272,
9. o hiperboloide 372 + 6% — 222 + 8 = 0.

10. (a) Esfera.
(b) Paraboloide de Revolugao.
(c) Cone Quadrico.
(d) Hiperboloide de uma Folha.
(e) Elipsoide.
(f) Cilindro.
(g) Hiperboloide de duas Folhas.

(h) Paraboloide Hiperbdlico (sela).
11. (a) Elipse (b) Hipérbole (c) Parabola.

12. A curva v é uma circunferéncia e sua projecao no plano xy é uma elipse.




VETORES & ALGEBRA LINEAR == 5. ESPACOS VETORIAIS

Introducao

5.1 Espacgo Vetorial

Em construgao




VETORES & ALGEBRA LINEAR == 6. TRANSFORMAGOES LINEARES

Introducao

6.1 Nicleo & Imagem

Em Construcao




VETORES & ALGEBRA LINEAR == 7. PRODUTO INTERNO

Introducao

7.1 Produto Interno

Em construgao




VETORES & ALGEBRA LINEAR 8. OPERADORES DIAGONALIZAVEIS

Introducao

8.8 Diagonalizacao

Em construgao




	Vetores & Álgebra Linear

	Sumário

	1.  Vetores Geométricos
	Coordenadas Cartesianas
	Distância entre dois Pontos

	Vetores Geométricos: conceito e operações
	Equipolência & Conceito de Vetor
	Soma & Produto por Escalar
	Dependência Linear

	Escrevendo para Aprender 1.1
	Vetores em Coordenadas
	Escrevendo para Aprender 1.2
	Produto Interno
	Propriedades & Consequências do Produto Interno

	Produto Vetorial
	Propriedades & Consequências do Produto Vetorial

	Produto Misto
	Propriedades & Consequências do Produto Misto

	Escrevendo para Aprender 1.3
	Regra de Cramer
	Questões de Revisão
	Respostas & Sugestões
	Escrevendo para Aprender 1.1
	Escrevendo para Aprender 1.2
	Escrevendo para Aprender 1.3
	Questões de Revisão


	2.  Retas & Planos
	O plano no Espaço R3
	Equação Normal do Plano
	Plano determinado por 3 Pontos
	Posição Relativa entre dois Planos
	Escrevendo para Aprender 2.1

	A Reta no Espaço R3
	Posição Relativa Reta  Plano
	Escrevendo para Aprender 2.2

	Distâncias
	Distância de Ponto a Plano
	Distância de Ponto a Reta
	Distância entre duas Retas
	Escrevendo para Aprender 2.3

	Interseção de três planos
	Escrevendo para Aprender 2.4

	Respostas & Sugestões
	Escrevendo para Aprender 2.1
	Escrevendo para Aprender 2.2
	Escrevendo para Aprender 2.3
	Escrevendo para Aprender 2.4


	3.  As Cônicas
	A circunferência
	Escrevendo para Aprender 3.1

	A Elipse
	Conceito & Equação Reduzida
	Gráficos & Elementos Principais
	Translação da Elipse
	Escrevendo para Aprender 3.2

	A Hipérbole
	Conceito & Equação Reduzida
	Gráficos & Elementos Principais
	Hipérbole Equilátera
	Escrevendo para Aprender 3.3

	A Parábola
	O Foco e a Diretriz da Parábola
	Translação da Parábola
	Escrevendo para Aprender 3.4

	Equação Geral do 2º Grau em Duas Variáveis
	Translação de Eixos
	Rotação de Eixos
	O ângulo de rotação
	Escrevendo para Aprender 3.5

	O Foco e a Diretriz de uma Cônica
	Escrevendo para Aprender 3.6

	Respostas & Sugestões
	Escrevendo para Aprender 3.1
	Escrevendo para Aprender 3.2
	Escrevendo para Aprender 3.3
	Escrevendo para Aprender 3.4
	Escrevendo para Aprender 3.5
	Escrevendo para Aprender 3.6


	4.  Superfícies & Quádricas
	Superfície Cilíndrica
	Escrevendo para Aprender 4.1

	Superfície Cônica
	Cone de Revolução
	Escrevendo para Aprender 4.2

	Superfície de Revolução
	Geratriz na Forma Explícita
	Quádricas de Revolução
	Escrevendo para Aprender 4.3

	Equações & Gráficos
	O Elipsoide
	O Hiperboloide de uma Folha
	O Hiperboloide de duas Folha
	O Cone Quádrico
	O Paraboloide Eíptico
	O Paraboloide Hiperbólico
	Escrevendo para Aprender 4.4

	Respostas & Sugestões
	Escrevendo para Aprender 4.1
	Escrevendo para Aprender 4.2
	Escrevendo para Aprender 4.3
	Escrevendo para Aprender 4.4


	5.  Espaços Vetoriais
	Espaço Vetorial

	6.  Transformações Lineares
	Núcleo & Imagem

	7.  Produto Interno
	Produto Interno

	8.  Diagonalização
	Diagonalização



